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INTRODUCCION

Este texto de estudio estd escrito principalmente para el uso de los
estudiantes de fa asignatura de “Métodos Numéricos” de las carreras de la Facultad de

Ingenierfa y para todos aquellos que estén interesados en el tema.

Esta obra estd destinada ha desarrollar, explicar y ensefiar una unidad

tematica del curso de Métodos Numéricos como es el “Algebra Lineal Numérica”.

Como prerrequisitos para poder comprender los contenidos de texto en
forma eficiente, el estudiante deberd estar familiarizado con elementos de Algebra

Lineal, Ecuaciones Diferenciales y computacion.

Los Métodos introducidos en cada seccidn se escribieron de tal forma que el lector
alcance una correcta comprensién de las ideas matematicas, reforzadas con el
desarrollo de ejemplos cuidadosamente presentados y finalizando con los algoritmos

correspondientes, desarroliados en algunos casos en forma mas detallados de acuerdo a

la complejidad de cada uno de ellos.

El Capitulo I trata los conceptos aprendidos en Algebra Lineal de manera

de recordarlos y reforzarlos para una mejor comprension de los capitulos siguientes.

El Capitulo II trata de la solucién de sistemas de ecuaciones por métodos
directos, como son, la eliminacidn gaussiana, factorizacién directa y uso de la matriz
inversa. También se analizan para estos métodos estrategias de pivoteo para disminuir

el error de redondeo.



El Capitulo I1I trata de la solucién de sistemas de ecuaciones lineales por
métodos indirectos o iterativos. Se comienza con un estudio sobre normas de vectores
y matrices para poder analizar la convergencia de estos métodos, como son, Jacobi,
Gauss Seidel y SOR.

El Capitulo IV estudia métodos para la obtencion de valores y vectores
propios (caracteristicos). El primero de ellos consiste en determinar los coeficiente del

polinomic caracteristico para luego solucionar fa ecuacion no lineal.

En los otros métodos tratados como el de fa Potencia y Potencia inversa se
determina los valores propios en forma directa, finalizando con una presentacién mas

general y actualizada como son el uso de reflexiones de Householder aplicada al métode

OR.

Ademds, quisiera dar mis agradecimientos a la Srta. Sabina Nufiez
Aldoney, Secretaria del Departamento de Matematica, quien transcribio los manuscritos

de este texto para llevar a feliz termino este libro.

El Autor

;



CAPITULO I

PROPIEDADES BASICAS DE LAS MATRICES

1.1, PRELIMINARES

Este capitulo tiene como objetivo entregar un repaso de la terminologia, notacidn y
resultados del algebra de matrices que se necesitan para el desarrolio de los temas que

se abordaran en este texto.

Los alumnos que estén familiarizados con este material pueden pasar el Capitulo II y

usar esta seccion para consultas cuando lo estimen necesario.

1.2 TERMINOLOGIA Y NOTACION

Definicién 1. Se llama matriz a un arreglo rectangular de nimeros distribuidos en filas y

columnas.
Eiemplo 1 :
1 2 0-1 1
A=1-12 3 4 B =2
0 1 2 5 3

En general se emplean letras maylsculas para representar matrices y las respectivas

mintsculas, con dos subindices, para representar sus componentes 0 elementos.

El primer subindice indica la fila y el segundo la columna a la cual pertenece el elemento

de la matriz. Asi a, ; es el elemento de la fila i y de la columna j de una matriz A.



Se anotara una matriz A de m filas por » columnas de la siguiente forma:

\
all a12 ------------------- aIn
1 03 T Doy
A=
1 2 SN PR Ay )
En simbolos:
A= Aym= Alm,n) = (aij) mlia‘jjl i=1,2...m
Jj=L2 . ...n

Se dice que la matriz Amxn tiene dimension m por n, 0 mxn 0 que es de orden

XL .

Definicién 2 . Las matrices con dimension .m =1 estan dadas por: B = (B, b2...h ) se

les llama vector fila.
(5]
Definicion 3. Las matrices con dimension » =1 estdn dadas por B :{ J se les llama

bm

vector columna.

Definicién 4. A las matrices donde m = nse les llama matrices cuadradas ejempio una

matriz 4x4.

G 9 d3 Ay
4% 2 3 Ay
31 f33 d33 Uiy
41 Y42 943 Y44



Definicién 5. En una matriz cuadrada se define la “traza de A” como la suma de los
11

elementos de su diagonal principal.  7r(4) =2 a;
i=1

Definicién 6. Una matriz simétrica es aquelia donde a; =a; para todo i para todo j.

Ejemplo 2:
51 2
A=i1 3 7
2 7 8

Es una matriz simétrica de 3 x 3.

Definicién 7. Una matriz diagonal es una matriz donde todos los elementos fuera de la
diagonal principal son iguales a cero.

Ejemplo 3:

Definicién 8. Una matriz identidad es una matriz diagonal donde los elementos de la
diagonal principal son unos.

Ejemplo 4:

Definicidn 9. Una matriz cero (nula) es aquella gue tiene todos sus elementos iguales a

cero.

Definicién 10. Una matriz triangular superior es aquella donde todos sus elementos bajo

la diagonal principal son ceros.



Ejemplo 5:
al 1 aI 9 al Forereee al "
. 0 ay, ayy.... ay,
a33 ------- a3”
0 L0 ay,

Definicién 11. Una matriz triangular inferior es aquella donde todos sus elementos arriba

de la diagonal principal son ceros.

Eiemplo 6:
‘\
/avk1 0 0
ayy 920
4d=lay a3y  ap 0
| an?_ a3 Inn

Definicion 12. Una matriz nx n se llama matriz de banda si existen enteros

py q 1<p,g<n con la propiedad de que a, =0 siempre que i+p<j o Jp<i.

Fl ancho de banda para una matriz esta dado por w = p+g -1

Eiemplo 7:

/ N

al 1 alz O ............... 0

Qyy yy  Ggpeceee. 0. 0

0 ap a3 9y 0

A= O 7
an——l,n

\O 0 ci'n’ n—t Gnmn )

Definicién 13. Se dice que una matriz n x n es estrictamente ‘dominante diagonaimente

) H
si: [aﬂ > Z J
J=1

af-
JH

paracada i=1, 2......... n



Definicién 14. Igualdad de matrices: Dos matrices A y B se dicen iguales y se escribe

A=B si son del mismo orden y ademas sus elementos correspondientes son iguales.
Ejemplo 8:

(1 2 é 1 2
Si B=3 4|:B=C siysblosi C={3 4
5 6 5 6

Simbdlicamente:

A=Bsiysdlosi a; =¢; para todo i

Para todo j

Definicién 15. Producto de un escalar por una matriz. Para multiplicar un escalar A por

una matriz A se multiplica cada término de la matriz por el escalar. De modo que:

A {a,.j) = A aU.)

1 2
Ejemplo 9 : A =3 A=| 3 4
-5 7

! 2 3 6

AA=3| 3 4= 9 12

1-5 7 -15 21

Definicién 16. Transposicién de matrices. Dada una matriz 4,,, se llama “transpuesta de

A" y se anota por AT a la matriz A4,,, es decir, se intercambian entre si filas y

columnas.



Ejemplo 10:
@Gy 9y 93 ; 4y 4y Gy
A=lay; Gy ay A" =la, ay ay
3y 3p Ud3j a3 Gz 53

1.3 QPERACIONES CON MATRICES,

Definicidn 1. Adicién de matrices. Se pueden sumar dos matrices del mismo namero de
filas y de columnas sumando sus elementos correspondientes.

App + Bpp =Cpp €N QU ¢ = @ + b

Ejemplo 1:
1 3 7 -8 8 -5
A+B =10 -1[+] 3 -51=|73 -6
4 -5 45 6 49 1

Propiedades de la adicion de matrices.
Para matrices cualesquiera A, B y C se verifican:

1. A+B=B+A4

2. A+(B+CO)=(A+B)+C

3. Para cada matriz A existe una matriz 0 tal que 4+0=4
4

. Dado las matrices 4,,, y B, existe una matriz C,,, talque :B+C =4,

dedonde C=A-B
5. Para toda matriz 4,,, existe -4, t@alque ! 4+(-A4)=0

Definicién 2. Producto de matrices. El producto 4B de dos matrices 4, y B,, existe

si y sélo si el nimero de columnas de 4 es igual al nimero de filas de 5. El resultado

n
es una matriz C,,,; tal que: ¢; = > ay by
k=1



Ejemplo 2 : Si

alt’)1 + a2b2
Ae B = a'3b1 + a4b2
asbl -+ a6b2

Propiedades del producto de dos matrices. Para matrices A,B,C para las que existen los

productos que se indican se tiene:

1. AB = BA

A(BC) = (4B)C

A(B+C)= AB+ AC

{4+ B)C = AC+ BC |

Para toda matriz cuadrada, existe I (matriz identidad) del mismo orden tal
que: Al =7 A= 4

6. Para toda matriz cuadrada 4 de orden n, no singular, existe otra matriz del

AR A

mismo orden 47!, tal que: Ae Al g =1

A1 se llama la matriz inversa de 4

1.4 MATRICES ELEMENTALES.

Definicidn 1. Una matriz nx » es elemental si se puede obtener de la matriz identidad
I, efectuando una sola operacion fila ( 0 columna).

Las matrices elementales resuitan de fa matriz 7,, en una de las formas siguientes.

1) Intercambio de las filas i y j de 7, y se anota como EU.



2) Multiplicacion de la fila i-ésima de 7, por un nlimero real k0.

3) Reemplazo de la fila i-ésima de 7, por el resultado de sumarle la fila i-ésima

muitiplicado por k.

Ejempio 1 :
0 0 1
E;,={0 1 0| Seobtiene de I, intercambiando las filas primera y la tercera.
1 ¢ 0
| 1 0
EZ(k) =0 k 0] Seobtieneia I, multiplicando la segunda fila de 7, por £ 0.
0 0 1
I 0 0
EZ(k) =|0 1 0] Se obtienede 7, donde la tercera fila es reemplazada por la
E 1

suma de la tercera fila y ia sequnda multiplicada por & = 0.

Sea E una matriz elemental obtenida al efectuar una operacion elemental fila

sobre I,y una matriz 4,,, entonces LA es la matriz que resulta de realizar la

misma operacion fila sobre 4.

1 3
Ejemplo 2 : Sea A= [4 2) si multipticamos su primera fila por 2 obtenemos:

=) 26 )

EAes la matriz que resulta de efectuar la correspondiente operacion elemental
filaen 4.

Las inversas de matrices elementales son también matrices elementales.



1.5. PLANTEAMIENTO MATRICIAL DE ALGUNOS PROBLEMAS

Eiemplo 1. Los vectores nos pueden aparecer en muchos contextos. Por ejemplo, una
lista de pedido de una clinica de un laboratorio.

- 15 inyecciones desechables

- 10 sueros

- 20 cajas de penicilina

- 30 cajas de somniferos

15

s - 10
puede escribirse como un vector X = 0

30

Una lista de costo unitario de los elementos pedidos puede ser representado por un

vector V.

El costo total de la lista es X7 y. En el caso de dos listas de pedidos xe y el costo

serd (x+y) C

Ejemplo 2: La longitud de ala promedio que resulta de aparear tres variedades de
mutantes de las moscas de la fruta pueden expresarse en la forma de una matriz
simeétrica.

1,59 1.69 2.13

A=1169 131 172
213 172 1.85
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donde ay denota la longitud del ala promedio de la cria resultante de aparear un macho

tipo i con una hembra del tipo ;.

El significado fisico asociado con la matriz simétrica nos indica que el cruzarse un macho
tipo i con una hembra tipo ; la longitud de ala promedio de la cria es la misma que

cruzar una hembra tipo / con un macho tipo ;.

1.6 DETERMINANTES

Los determinantes son funciones que asocia una matriz cuadrada con un nimero real,
es decir: fM,,(R)—> R

Definicion 1 : Para poder dar la definicion formal de determinantes se requiere conocer

una definicién preliminar. El ij-ésimo menor, anotado como A, ; de una matriz

A nxn es la matriz n—1 por n—1 que se obtiene eliminando la fila i-ésima y la

columna j -ésima.

FIEMPLO 1: Consideremos la matriz:

5 4 3
A=12 1 0
5 10 11

M, se obtiene eliminando la fila 1 y la columna 3.

2 1
My = 9 10

M,, ; My, encuéntraios.
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Definicién 2 : El determinante de una matriz 4 de » por » (simbollzado por la det A)

se define como sigue:

1) Si 4=(a) esde 1 por 1, entonces det 4=a

2) Sid= (ay) €s de.n por ny n>1, entonces :

primera columna de 4.
Si 4=(q ) lamaremos cofactor de a; ;@ 4, ; = (-1)*/M;

Entonces el determinante de la matriz 4 nos queda:

detA:a“AH+a21A21+ ...... +an1A

Ejempio 2:

Para valores pequefios de #, es facil calcular det 4 empleande la definicion.

Cuando n=1
det{a)=a

Para n=2
a b
det[ dJ:adet(d)—c det(b)zad—bc
c

Sin=3

a b c

deld e f =ade{z J_r)—d[z ‘?]Jrg(b C]
g i i e f



Eiemplo 3: Encontremos:

0 4 1
det;1 5 8
4 0 35

0 4 1

5 8 4.1 4 1
deti1 5 Bi=0edet —1 det +4 det = 88
0 5 0 5 5 B

4 0 5
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EJERCICIOS

I 2x-1 3 1 x 3
Si =
y+1 5 ,z-6 3y-3 5 2z-9

Determine el valor de x, y, z

Considerar las matrices:

1 2 -1 2) -1 1 2
A={~1 0 B=| 0 3 O = :
3 1 1 ZJ 1 01

Resolver la ecuacion x+B=A4+2C"

0 2
Resp.: X =|1 -3
6 1

Sea la matriz 4 = la, tal que a;, =2i-j . Determine la matriz A

U)2x3
1 3
Resp.: A' =| 0 2
~1
Pruebe que la suma de dos matrices diagonales del mismo orden es una matriz

diagonal.
Demuestre que la suma de dos matrices triangulares superiores del mismo orden

es triangular superior.

Sea A una matriz cuadrada. Pruebe que A+ A" es simétrica.

Sean 4 y B matrices n xn, y k cualquier escalar. Pruebe gque:
a)  tr(A+B) = tr(A)+1r(B)
b) (k) =k tr(d)

Exprese cada ecuacion matricial como un sistema de ecuaciones lineales.



10.

11.

12.

13.

14.

14

4 -2 B\\f«x
0
a) Y=,
3 7 12)lz
X
1 8 7 2 3
By |0 36 11|7]=|2
0 3 9 18| " !
W

Sea: A:[l lj
0 1

Encuentre 4% donde k es cualquier entero no negativo.

Sea A una matriz 2x 2ysi / =1,. Pruebe que:
a) (d+4alf =41 +84+16]
by A% +7A+121 = (A+310A+4]D)

Encuentre una matriz 4 de 2 x 2 tal que 4% +7% =0

Resn.: 0 !
P11 o

Una raiz cuadrada de una matriz 2 x 2 es una matriz B tal que B* =4

0 1 .
a) Demuesire que la matriz (0 OJ no tiene raiz cuadrada

, 10 1 0
b) Encuentre las raices cuadradas de:[O OJ y {0 ]}

a.- Demuestre que el producto de dos matrices triangulares superiores también
es triangular superior.
b.- Demuestre que el producto de dos matrices triangulares inferiores también es
una matriz triangular inferior. )
a.- Obtenga las matrices elementales: ,, Ly, , £, ¥ Ly, para matrices de 3 x 3.

b.- Exprese: [_2 1]
0 4



15.

16.

17.

15

Como la suma, a E;,+b k., +¢ E,, +d E,, donde a,b,c yd son escolares
apropiados.

Encontrar la matriz inversa de:

T g 1 3 4
a)(} bY|z2 0 -4
3 4] ¢
3 9 13
’ \
6 L 2
4 -9 1921
Resp.: a - = -2 _2
SO EDIEE
3 0 1
\ J

Sea A=(q; ;) cuadrada de orden 2 con a;; =2i—j para i=jy a;=3i-2j
para i = j. Caicular el determinante de 4.

Resp.: 6
Determinar para cuales valores de x:
¥ 0 1

det{0 x 0] es positivo
10 1

Resp.:para x<0 ¢ x=i
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CAPITULOII

SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

2.1. PRELIMINARES

En este capitulec determinaremos los valores xj; x; ... Xy s que satisfacen

simultaneamente un conjunto de ecuaciones de la forma:

(G ,X,)=0
fz(x}_: .......... 5 x”):O
fn(xl, .......... N X'n)::o

Estos sistemas pueden ser lineales o no lineales, nosotros estudiaremos sistemas de

ecuaciones lineales de la forma Ax =4 y sus distintos métodos de solucion analizando

sus ventajas y desventajas. Donde AeM,(R), x y b son vectores:

\
Qpp g ay,
91 ... Dn
ay Gygeeen O
(3 (5
Xy b,
x = b=}
\Xn \_bn/
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Los a; Yy b, son constantes. Estos sistemas de ecuaciones aparecen en fa solucién
de varios problema de Ingenieria, por ejemplo, en estructuras, circuitos eléctricos y
redes de flujo de fuidos, aunque también se pueden encontrar en otras areas, COmo

aproximacion de minimos cuadrados.
Analizaremos algunos ejemplos de aplicacion.
Ejemplo 1: Solucién de ecuaciones diferenciales parciales.

La mayor parte de los diferentes campos de la ingenieria manejan distribuciones de
temperatura en materiales sdlidos. La distribucién de temperatura en estado

estacionario bidimensional se define por la ecuacion de Laplace.

&r otr
 t =0

139 ay

Calcularemos la distribucion de temperatura en una varilla calentada en ambos

extremos, como se muestra en la Fig.

Fig. Una varilla
unidimensional se
50°C ] ) ) 200° C mantiene aislada a
una ‘temperatura
constante en sus
0 X extremaos.

Para tal efecto aplicaremos la forma unidimensiona! de la ecuacion de Laplace,

incluyéndole una pérdida de calor, es decir:



I8

2
g-—g - AT=0 donde x es la distancia a lo largo de la varilla,
X

2 es el coeficiente de pérdida de calor, igual a 0.01 cm 2 v 1a longitud de la varilla es
de 10 cm.

Para que podamos resolver la ecuacion diferencial por métodos numericos, es necesario

2

. : o T .
que determinemos aproximaciones para 3z usando desarrollos truncados de la serie
X

de Tavlor.

Determinaremos en primer término una aproximacion para:

0fx) Sl

ox
Para lo cual consideraremos el desarrollo de Taylor de orden uno de la funcion
f{x,y)en torno al punto f(x,, y,) pPara ~2>0.

PE:
f(xo +h, J"o): f(xg, Yg)+ 4 Jx (xp 5 Yo+ ) Sex(€,xg) COM Xy = Ssxy+h
Despreciando el término en #* vy despejando f:(x, , ¥,) Obtenemos:

Slxy +h, J’o)_f(x(): Yo)
h

Jelxgs }’0) =

donde Ax= f(x,+ %, yy) — J(xy. o) llamada diferencia adelante, con lo cual:
Ax
fx(x()a y()) _""h_

De la misma manera remplazando # por -k ~y  definiendo

Vx = f(xy, o) =~ S (Xg— # . ¥o) llamada diferencia atras, se obtiene f.(x,, ¥y) -—*? .
1
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Realiza este desarrollo en detalle.

Como:
Je (xy +hy 50 =0 (5. %)
h

fxx(xo > y{)) =

Con aproximaciones de  fc (x,+ A y,) . por ejemplo con diferencias atras
tenemos:

fX(x0+h’-v())_2f(x0’y0)+f(x()%h’ y())

S (g Xg) = h
. - arr  o*r
Obtiene este resultado y haga un desarrollo similarpara @ —5 + —5 = 0
ox &y
En nuestro ejemplo tenemos:
2y 2 T, -2T +1
§~u—12— -rT=0 con 0 5: ki 5 izl obtenemos :
Ox ox h
’/;+i _2;; +7;—1 — 7; = 0
h
L = 10cm
A

Ax? = d
n = 3
Ay = L

a+1




para n=3

i=1

P

= _E inicial

T, =20+ 17, T =
d 3
2 1 1
’(_-d_“rjyéi_ETZ ” ETﬁnal
-2 1
_—mr —_
d d
1 -2
—- ——r
d d
0 L
i d
-0,33 016
016 -0,33
0 0,16

0
0,16
~0.33

il

I

-1
d

inicial

i,
h Efﬁnal

-8

-32

20
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Ejemplo 2. La figura nos muestra tres reactores ligados por tubes. La velocidad de
transferencia de sustancias quimicas a través de los tubos es igual a la velocidad del
flujp { Q. con unidades de metros cubicos por segundo ) multiplicada por la
concentracion del reactor del cual surge el flujo (C. con unidades de miligramos
por metro c&'bic;o ) si el sistema es estacionario, ia transferencia en cada reactor

balancea la transferencia de salida.

Figura 1:
Entrada 1 Q13 G, Q33 C,
C C '
] 3
— —» — >
500
i I LI
Cy Oy Q12 ¢, Q23 Entrada 2
' Q33= 120
Q13 =40
c Q12 = 80
2 Q23 =60
' Q21=20
Por ejemplo. Efreactor 1. (entrada) = salida, o: 500+ 0y, ¢y = Q) ¢ + 03¢

O, wusando la velocidad de flujo especificadas como en la figura:
500 + 200, = 80¢, + 40¢,
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De donde 500 es una entrada directa (miligramos por segundo). Desarrollaremos
ecuaciones de balances de masas comparables para cada uno de los otros reactores y
resolveremos las tres ecuaciones algebraicas lineales simulténeas para la concentracion

en los reactores.

Figura : Tres rectores ligados por tubos. la velocidad de masa a lo largo de cada tubo

es igual al producto del flujo Q v la concentracion ¢ del reactor donde se origina el flujo.

i a resolucidn se reduce simplemente a encontrar la solucién del siguiente sistema de

ecuaciones:

Qu+tQs  ~C O [|CG | B
Q12 -Ou-Us O C;z = 0
— Qi3 -0y O35 G] [ B

Fjemplo 3. En este caso los sistemas de ecuaciones lineales los obtendremos de los
circuitos eléctricos resistivos de los cuales su objetivo es la determinacién de corrientes
de rama y voltajes de nodo (o rama), estos se resuelven mediante las leyes de
corrientes de Kirchhoff v la ley de Ohm, Ia ley de corriente de Kirchhoff dice que la

cumatoria de corrientes sobre un nodo debe ser cero (Zi = O), la ley de Ohm dice que

la corriente a través de una resistencia esta dado por la relacion entre el cambio de

voltaje y de la resistencia i = (n,—v,)/ R .



Solucionaremos {os siguientes circuitos.

Figura 2.
Circuito N° 1:
, R2 R1
V3 ' Y2 V1
— 44—
32 12
R3 f1a R4 T iss
R5 RB
V4 - V5 — V6
/54 65

Que aplicando las leyes de corriente de Kirchhoff y la ley de Ohm obtenemos
las siguientes relaciones:

MNotaciéon:

112 iy, = 152 is = 185

12 65

H

i34 132 is; = 194
Ley de Corriente de Kirchhoff ____y 112 + 132 + 1582
165 - 152 - 154 =
143 - 132
154 - 143

il I
O O o O
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-V,
Ley de Chm > 112=-1—2 51126 R +V, =1,

-V,
132=-3—2 5132e R, +V, ~V; =
Ry

Va—V;
[43=—— ——>143oR +V; -~ V;=0
Ry

V=V,
154=2 ot > 154 Ry 4V, ~V5 =0
5

Ve —V5
165=2—= —>165-R6+V5-V
R

V. —

152=-2 Va —152e R, +V, =V, =0
- 4 2 2

4

relaciones de las cuales se obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones expresado en

forma matricial.

i -1 T
1 10 0010 00 0112 |9
00 0-1 1-1 0 00 o}I32 |9
0-1 10000 00 0j143 |°
0 0-11 00 0 00 0154 g
OR 00 0 0 1-10 0[165= 1,
RO OO0 OO0 100 01520 1o
0 0RO 000 1-10|h

00 0RO0O00 01-1|K| |
00 00R 0 0 00 1|V

0000 ORT O O-1 05 (-4
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Figura 3.
Circuito N© 2:
R2 R1
V3 N\f\ V2 /\N\ V1
&) 2
T wn
ng iy — R4 T i
R5 - R6
V4 D — V5 @ VB
I54 l65

Aplicando las leyes de Kirchhoff y Ohm, obtenemos las siguientes relaciones:

Ley de Corriente de Kirchhoff .

Notacion: i,

32

i

112
132

143

’s2

165 -
153 +

143
1562

1562 -
143 -
154 -

132
143

153
154

112 + 132 + 152 =
154 =

1

0
153=0

0

0

igs = 165
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2.2 SISTEMAS TRIANGULARES

Resolveremos sistemas de la forma 4x =& donde 4 matriz triangular superior de orden
nx n, es decir,

A= (ar.j) enque g; # 0 i<j

Estos sistemas tienen la forma:

Ay Gy Ay ay,
0 Uyy  Oygeeeeee. a, e 5 =b
33
0 0 s 0

Lo g vy Xy o +ay, X, b,
£, QypXy F o +a,, X, by
Tom Xy = by

., b
De la ecuacion E, obtenemos x,,, en efecto: x, =2
ay

Despejando en las ecuaciones £, _, obtenemos x,_, yen [, _, obtenemos x,_, :

bn—l Ay nXn bn—l T85-2 n-1%n-1 T 92 n *n

u-1 n-1 -2 n-2

Asi, SI CONOCEMOS X, X, _y........ X, podemos obtener x__, , dela ecuacion £, _,_;;
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"
Engai Zk lanmk_l’ ;% =b _,_, despejando obtenemos:
j=n—k~

n
A zkan—k—l, iy

j=n—k

x =
n—k-1
Ay k-1 n—k-1

Haciendo k=01,..n-2, podemos con la formula calcular en forma recursiva la

solucién x del problema triangular.

Este método suele lamarse de sustitucion hacia atras.

CALCULO DEL COSTO DEL ALGORITMO.

Mostraremos el procedimiento que emplearemos para contar las operaciones de un

método.

El costo de la multiplicacién y divisiones en una computadora es mayor que el requerido
para realizar una suma o una resta, por esta razén, llevaremos las cuentas de las

multiplicaciones y divisiones separado de la cuenta de las sumas y las restas.

Ejemplo: Calcularemos el costo del método de sustitucién hacia atras. En primer

término haremos un cambio de indice en [a férmula obtenida quedando:

n

b b Z X j
. = y Y. = i=i+]
” i

Gy 2

Tenemos al calcular x,, una division.
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En la sumatoria tenemos productos de i+1 a »n, es decir, »-~i productos por una

division.

Por lo tanto, entre multiplicaciones y divisiones tenemos:

1+F§((nmi)+i):l+g(ﬂ—i)+(m—l)

L+ (m-D+m=2)+..... 1+(n~-1)

nin+1)
2

n(n+1)

El costo de la sustitucion hacia atras en producto y divisiones es

Procediendo en forma analoga calcula el costo de las sumas v restas.
2.3. METQODO DE GAUSS

Tecrema 1: Si 4 es no singular, entonces existe L matriz triangular inferior no singular

y U matriz trianguiar superior no singular tales que: A=LU

Demostracion:

Sea deM,,(R), x,be R" y Ax=5b sistema de ecuaciones, anotaremos:

A=4Y vy 5 =80 cuyos elementos los anotaremos como a’ y B

respectivamente.



Generaremos un algoritmo que produzca una sucesion de matrices 40, 4. 4"
de manera que A™ sea una matriz triangular superior y de vectores 51, 6@, p"

tal que : A x=p" < Ax=b

Esto nos permite resolver el sistema A x = b resolviendo el sistema lineal triangular
AP x = p”

Partamos del sistema 4 x =5 que tiene la forma:

{1 1 i
a“ alz ................... aln w fb}\
1 1 } 1
1 I S Dy b
2
X =
1
1 1 1 \bn
T U Ay )

Lo transformaremos en un sistema @ A® x = 5P

Haremos operaciones elementales sobre 4% de tal manera que i) =0 con i =2,...»

De las ecuaciones:

;o 1 1 1
Iy a{ l)x1 + avl(z)x2 F i + al(n)x,, = b
i I 1 i
£y a;_l)x1 + agz) Xgyovvrerrnininn +a§3xn = b

Multiplicaremos E, por #e R cualquiera y se la restaremos a [, y obtendremos el

siguiente par de ecuaciones equivalentes a las anteriores.



(D L (N

X+ Ay Xy Ay Xy + o apx, =h
1 1
(ag]) -8 ai(li)) X+ 512) -6 arl(lz))x2 F o + (azn —Q a&}) X, = bé ) —b]( )
| 1 i af) W
Elegiremos 6 tai que: a:(li) —a)=0=6= —(% lo anotaremos como 65
a3
Las ecuaciones quedan:
a’l(?x1 + ag)x2 F e NV ai(i) X, = bl(l)
2 2 2
aéz) Xy v + agn) X, = bé )
donde:
(2 _ (D o o . _
ay; —azj—ﬁz a; J =2 n

@ . 40 _g p®
B = b5 -9 b

Si trabajamos considerando la £ yla £ 7 de la misma manera obtenemos: (hacerio)
2 1 1 .
aj},\,) = 65-13 - 6?](-) aﬂ_) k=2, S Y J=2, b4

De lo anterior no queda el sistema:  4® x = 4

Donde A® y 5% tienen la forma:

(2) 4] a(ll)
- _ ) / ;.
ay’ = agy k=1........ n 8]- = 0 j=2,....n
al]
(2) _ 2 . 0 (1 4 _
aj =0 ay =ay = E?j ay k=2, n

31
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@ _ M 2) _ 4D _ g 40 P
) = o] P =50 -0 = n
[ 1 O] 0)
O T 0
Si definimos: A
6P 0 L

Podemos observar que:

A(Z) =D 4B b(Z) ySONA0
7D es invertible:
) DTN 0
1
(L“))_I: 8;7 1 0.0
oY 0. 1

Compruébalo:

Procediendo por induccién, suponiendo que A* tiene fa forma:

[ @ D O
ap 0122 .......................... L
(2) (2
0 oy as,
(k) (k)
I f AT ﬁgi
(k) v
O G kTl
k k)
G afzk) ...... ﬁfm J
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Para hacer los elementos af

k k She Ao
L, T e oy utilizamos la fila k-esima de manera

de asegurar que nc hagamos elementos no nuios donde los hay. Asi, si tenemos la

ecuacion £, y E ; con j>k eliminaremos ay reemplazando la ecuacién j por esta
(ii

k X 1 — k 4
menos 91. veces la ﬁla k. (ﬁ,j@ L‘j 91. Ek).

Al hacerlo obtenemos:

k
gk = k.
Sk
kk
k+l _ _k _ gk _k -
Ty =ay E?j ap P=k4+1, .. n
k+1
ajk =0
Proceso gue repetimos para j=k+1,............. n, obteniendo Ia matriz Ak , donde los
elementos quedan definidos por:
pEHE = bk =l k
ait=af S k., j=lan. p
K+l . .
aj; =0 F=k+1,.......... -1, J=Lo.... Kk
k
. a,,.
9!?‘ - ik
a
F=k+1,.. " < aé‘.” :a§~ 9,-]‘ a;;. ; J=k+1...... »n
bk = of — gF »bf




Donde la matriz L(k) es:

( 0 O 0 )
0 i O 0
0. s L0

- 9k+1
0 —gF 1
\ Y,

Determina (Lk }_1

Luego:
bk+1 — ]k bk

De esta manera se prosigue hasta k¥ =n-1

Al final tenemos:

A¥ x=b"
4" :Ln-wl An—l _ gn-1 an2 An—2

— Lf?—] Ln«-2 ----- LE A]

si R=7-11"2 1! producto de matrices triangulares inferiores no singulares en

consecuencia K lo es.

34
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At =RA =R A

Si . =R! entonces 4=14" en que U = 4" triangular superior no singular.

Para resolver el sistema 4 x =5 basta que conozcamos A" y b".
Si en algin paso obtenemos afk =0, debemos permutar la fila ¥ con aquella en que
cri‘.k =0, es decir, £ I £, . Siempre es posible que encontremos un j > k£ por ser

A no singuiar, en efecto:

Ak =gt e I 4 gh=t_ gkt 2
AF =55y

Como 4 es no singular el rango de 4 es »n el de A* también fo es.
Con esta Ultima parte queda demostrado el Teorema de Gauss.
Algoritmo de eliminacion Gaussiana con sustitucion regresiva:

Fase 1: a; =0 buscamos el primer a; #0 con j=i+1...»n¢€ intercambiamos £

con Ej.

Fase 2: Triangulacién superior. Reduciremos Ax=5 a un sistema equivalente

Ay = b7,

Fase 3 : Sustitucién regresiva . Resolveremos A”x = 4" parala x deseada.
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Desarrolio:

Entrada: Nomero »n de incOgnitas y ecuaciones matriz aumentada

AI(“;j); 1<i<ml<jsn+l

Galida : Solucion xj,......... .x, O sistema no tiene solucién Unica.

Paso1l: Para i=1L........... n—1

Paso 2 : Si p es menor entero tal que i< p<ny a,#0 si no existe no hay solucion
Gnica.
Paso 3: p =i entonces L, <>k

Paso 4: j=i+l n
) a

Paso 5: Hacer 8 .= —
4

Paso 6 : Efectuar (-0, ) | >

Paso 7 ! Si a,, =0 no existe solucion.

a

Paso 8 : Hallar x, = —m
Ann
Paso9: Parai=n-1,.......... 1 hacer :

Paso 10: Salidax,.... , Xp
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Conteo de operacidn para eliminacion gaussiana.

Costo de la eliminacién gaussiana con sustitucion regresiva. Del algoritmo en el

paseo 5 obtenemos n - i divisiones.

En el paso 6 para intercambiar filas debemos hacer un total de (n—i)(n—i+1)

divisiones y multiplicaciones.

Pero i=1 ... . n -1 portanto el nimero de operaciones requeridas en los

pasos 5y 6 es:

:13 + 3112 —5n
6

]§(I7_f)(i1—f+2): 2

n=l

Resultado que lo podemos obtener aplicando propiedades de sumatoria yﬂl.as

formulas:

iim"(”_’_l) iizz n{n+t) (2n+1)
i=l 2 =1 6

Fste es el costo de la triangulacién, debemos ahora agregarle el costo de la

sustitucién atrés, por lo tanto, el total es:

20 +30% = 5n _'Fn(n+1) 3 w +3nt —n
6 2 3

Hace de la misma forma el calculo de sumas y resta el cual debe darte:

2173 - 3112 - Sn

, inténtalo.
6




Fiemplo 1 :

Aplicamos el algoritmo al siguiente sistema de ecuaciones.

!.51 : 6xE —2x2 +2x3 +4x, = 12
E2 : lel ——8x2 +6x3 +10x4 = 34

E4 : —6x1-i—4x2 + X3 w18x4 =-38

La matriz aumentado [4: 5] es:

6 -2 2 4 12
12 -8 6 10 34
3 13 9 3 27
-6 4 1 -18-38

Para que cbtengamos el primer sistema derivado hacemos:

E, la multiplicamos por 2y selarestamos a £,
E; la multiplicamos por 2y se la restamos a £,

£, la multiplicamos por -1y se la restamos a I,

El nimero 6 es el elemento pivote de esta primera etapa y la primera fila que no sufre

cambio se llama fila pivote.



primer sistema derivado : lAZ :sz

-2 2
-4 2
-12 8

2 3

[T e B eo B &4

De la misma forma anterior obtenemaos:

Segundo sistema derivado : A b3l

6 -2:2
0 -412
0 0i2
0 0 4
Tercer sistema derivado : lA“ b }
6 ~212
0 —412
0 02
o o0ilo

Completa el desarrollo para obtener el cuarto sistema derivado.

12
10

~-21

39
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Si aplicamos la formula regresiva, la solucién obtenida es: x=| _ | resuélvelo.

De acuerdo al teorema de Gauss podemos factorizar 4 en la forma A= /le(/ [ o

obtenemos con los multiplicadores y U = A" :

6 -2 2 4 10 00 6 -2 2 4
12 -8 6 10 2 1 00 0 -4 2 2
T I 7 ol ° lo o0 2 -5
6 4 1-18 B RN 0 0 0 -3

2.6 ESTRATEGIA DE PIVOTEO:
i. PIVOTE PARCIAL.

En un computador es poco probable que : ak, =0 pero ‘ a,’{‘k‘«:g para ¢ pequefio en

este caso buscamos j =k -+l o tal que : | ai‘;k‘ > la};k[

Ahora si 1 ajjkl< E Vji=k+lL »n la matriz es numéricamente singuiar y

debemos buscar otro metodo para resolver.

Esto lo podemos lograr con el pivoteo parcial o de columna.

Sea j tal que t“§k1>|“ﬁc] A=ty "
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Si Ejk es la matriz de permutacién de los elementos j y & cambiamos A* y b a
la forma : 4F —a»EJ.k A% cambio de fila j conla &

k k
b —>Ejkb

Luego el sistema: Ax=bo K P Afx = Ejk »* y continuamos ef algoritmo en forma

normal.

2. PIVOTE TOTAL.

Dos numeros reales, los podemos anotar:

a = (I+5a)a
B =(1+&b)b

TEque £ <E Y £, < & sumando, obtenemos: (desarrdilala)
a

b
a*+b*:(a+b)(1+£€f+—fb——J
o+
E,a+ &b
luego: ¢, :Jﬁ—
£ (la] +[2)

]£a+b| = Tlavd

De esta desigualdad podemos concluir que si o y & tienen el mismo signo, el error se

mantiene, si el signo de a y & es distinto, el error crece en forma dificil de controlar.

Esto se agrava si |a| o |b es una cantidad grande, de alli ia necesidad que

mantengamos cantidades pequefias para las operaciones de sumas algebraicas.
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El algoritmo de Gauss se basa fundamentalmente en calculos de la forma:
k+1 .k k k
aU- = aU- - 61- a;
Por lo tanto si 6{‘ es pequefio, tenemos mas posibilidades de controlar el error que si

es grande.
Fn este caso para disminuir el error se elige :

k

k|l o o
1‘“[,”21({9' ’m-k, ........... J j—k, ________ n

que es el mayor elemento de la submatriz:

K k
akk ------------- akn
k
- ST Aon

0 -
Si encontramos este elemento, sea £, y k£, las matrices que permutan las filas & v
[ vlas columnas k y m respectivamente, es decir: Ek,Ak £, conloque colocamos

el elemento o}, en la posicion (k,k).

En el sistema para obtener este cambio haremos:

k
A x =8 /°Eke

£

k = It
keA x"Ekeb

Con lo que cambiamos la fila k conla £ en 4 yen &.
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Para que intercambiemos columnas consideramos que: em Ekm =] y lo agregamos 3

-

br k _
nuesira ecuacion: ﬁ‘ke AT x = Ekeb

4 k F) —_—
E, AE E, x=E b

Esto nos produce cambio de columna en 4 pero ademds cambio de fila en x, es

decir, B, xX=Y

Luego en cada etapa & si hacemos la permutacion de la columna & y m(k) tendremos:

anotando: 7 = “emky YT B s X

Se tiene XxX=mr... T

ALGORITMO DE ELIMINACION GAUSSIANA CON PIVOTE:

Fase 1 . Aplicaremos triangulacién superior con Pivote.
Fase 2 : Aplicaremos sustitucion regresiva.
Entrada : nlmero de incégnita y de ecuaciones » matriz aumentada [4: 5] donde

lsisn ¥y 1£j<n+1

Salida : Solucién xi,.......x, o mensaje de que el sistema no tiene solucién.
Paso 1 . Reduce [4:5] a |4": b
Para m=1 a n St Gup, @ g0, Anm SON todos cercs.

Mensaje 4 es singular



Paso 2

Paso 3

Pasc 4

Paso 5

Paso €

St me<n

Seleccione ap, =0 de entre @, a, .4 .

Si p>m realizaremos un pivoteo mp en [4:5]

7,
Para i=m-+la n hacer a,, = L

mm

Para j=m+1an+1 hacer @ =y —dpy, Ay

Sustitucion regresiva.

Ejemplo 1 : Resolver el sistema

2x2

?;x1 + 2x2
6x1 + X,

= 0
+3x3+ 2){4 -
—6x3 +5x4 = 6

Matriz aumentada [4: 5]

0 2 1y 0
2 2 3 27 -2
4 -3 11 =7
6 1 -6 -5 6

44
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Como @, =0, buscamos el max I“ﬂl con i=2 a4, en este caso max }aﬂl =6 e

intercambiamos la fila 1 con la 4.

Obtenemos el sistema derivado.

6 1-6-5. 6
2 23 2§ -2
4 -3 0 1 -7
o 2 01 : O0
Hacemos ceros.
6 1 -6 -5 | 6
0 1.6667 5 3.6667 —4
0 -3.6667 4 43333 ;. -1l
0 2 0 1 0

Siguiendo el procedimiento para mayor precision intercambiamos la fila 2 con fa 3 y

hacemos ceros.

Obtenemos el segundo sistema derivado:

6 1 -6 -5 i 6

0 —36667 4 4333 -1
0 0 68182 56364 -9.0001
0 0 0.218176 3.3636' —5.9999
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Sin intercambio, obtenemos el tercer sistema derivado.

6
0
0
0

Aplicamos sustitucion regresiva:

x, =~1.999 Xy = 0.33325

2.7. MATRIZ INVERSA:

I .2

Consideremos A7! = (x X,

inversa de 4, es decir:

1 -6 -5 7 6
~3.6667 4 4333 | 11
0 68182 56364 —9.0001
0 0 1.5600: —3.1199
x, =1.0000 X -0.50000

Sea ]:(el,ez, .................. ,e”) la matriz identidad donde ¢ es la columna /i y su

componente / es 1, las otras componentes son ceros.

Por definicion de matriz inversa tenemos: de A~ =/

Esto es:

Ax1 =e

,e”) igualando :
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sz = e2
Ax3 = e3
Ax" = e

Con lo cual obtenemos » sistemas de ecuaciones, en la cual, la matriz de coeficiente es

siempre 4.

Especificamente obtenemos la siguiente matriz aumentada:

(ay; a, a, 1 0. 0)
ay O 1o 0
o Ay O Y

a,
Donde: afj:aé-——i-l— aé,— n 2<i<n; 2<j<2n

A partir del algoritmo de Gauss genera un algoritmo para calcular la inversa de 4.
Ejemplo 1:

1.- Encontremos 47! si existe.

o

Il
R
th o
[= =20 o+ B o\



Anotemos la matriz aumentada.

ALY e
o=
PRI
OO e
O e O
- o o

Primer sistema derivado.

1 4 6 1 0 0
-11 -16 =3 1 0O
-11 ~16 -4 0 1

Segundo sistema derivado

[y

4 6 1 0 0
0 ~11 -16 -3

La dltima fila nos muestra que 4 no tiene inversa, es decir, fa ecuacion:

XXy X
A X5 X5 Xg =/,

No tiene solucién.

" 48



Ejemplo 2:

Encontremos 1a inversa de:

1 3 4
A=12 8 6
5 1 35
Si existe
Matriz aumentada
I 3 4 1 0 0O
28 6 0 1 0
5 1 35 ¢ 0 1
Primer sistermna derivado. Segundo sistema derivado.
1 3 4 I 0 0O i 3 4 i 0 €
1
014410 o1 -1 -1 — 0
2 2
0 -14 15 -5 0 1 0 0 + =19 7 1

Si aplicamos sustitucion atrés a cada sistema obtenemos:

37 20 4
2

A=l_20 B 4
2

-19 7 1

Comprueba el resultado.

49



2.8 SISTEMAS TRIDIAGONALES:
Tienen la forma:;

el Y

HF O Xy = h]
ay Xy +ody Xy Uy Xy = by
Ay 2%-2 T dn-—l a1t T Cpet X = bnfl

Q. Xpq dyx, = b

ALGORITMO DE SISTEMA TRIDIAGONAL:

Tomamos el coeficiente d, como pivote para eliminar el coeficiente de x| enla
segunda ecuacion, donde:

a a
1 S A bl
2 2 . I 2
dl

d; lo elegimos como pivote para obtener el segundo sistema derivado eliminando el

elemento x, de la tercera ecuacion.

Continuaremos de la misma forma obteniendo el sistema derivado k-esimo.

koo_ Y e k-1
dig =den + s Ben =hea T I
o oy

Sihacemos k=1,2

n— 1. Obtenemos un sistema triangular inferior.



bn—l
Calculamos @ x,, =~
dy

Las ecuaciones precedente nos entregan los valores de las otras incognitas:

k-1
b e gy

X, =
k k-1
dk

Desarrolla el algoritmo en forma detallada paso a paso.

Eijemplo 1 :

Resolveremos el sistema:

Xy + X, =72
2x,— X, + X5 =3
Yo%, —3x; =12

X3+ Xy =0

Sistema original.

1 1 0 02
2 -1 1 0 3
0 1 1 =32
0 0 1 1 0

Primer sistema derivado.

1 1 0 0 2

<
— e e

|

L

Segundo sistema derivado

1 1 0 0 2]
0 -3 1 0} -1
o o & 3 el

3 L3
00 1 1 0,
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Tercer sistema derivado.

1 0 0 2

-3 1 0 -1

0 i -3 _5.

3 3

0 0 0 _1_:1 __5
4 4

Por el método sustitucion atras obtenemos.

5 5 15

__4_-5 3 135 _, 2 36 .10

EERRNE ER T SRR TARTRET s
4 3

2.9 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ.

Para calcular el determinante de una matriz también lo podemos hacer usando
eliminacién gaussiana. Después de triangulizada la matriz procedemos a multiplicar los

elementos de la diagonal haciendo cambio de signo al intercambiar filas en ella, o sea:
n
det 4 = {(~1)¥ ﬂ'l ajy
1=

donde p es el ndmero de intercambio de filas.

Ejemplo 1:

Determinemos el determinante de la matriz.

b

I
SR~ ]
U, T
O~ W
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3
1]=(~1)"20204=16
4

(Yo JRENS P
]
o
o
o

o O N

(=T S REE

2.10 FACTORIZACIGN DIRECTA DE MATRICES

Fl problema que enfrentamos ahora es de factorizar una matriz 4 » pof n en la forma
A=1el/ donde L es una matriz triangular inferior y {/ una matriz triangular superior,

en forma directa, sin aplicar el tecrema de Gauss.

Si consideramos la matriz:

y deseamos factorizaria de la forma L. U donde:

&y 00 0 upp My U3 Uy
7 = lyy £y O 0 17 = 0wy, uyy Uy,
by 3y f33 O 0 0 w3y uy

b Ly fas fuy 0 0 0wy

Como solo conocemos 16 elementos de 4 para determinar 20 elemento entre L v U/,

para poder resolver el problema en forma Unica necesitamos 4 condiciones adicionales.

Una posibilidad es que usemos £,, =£,, =£,, =£,, =1, este es conocido como método

de Doolittle, ademas, consideraremos otros dos métodos de factorizacion, uno que
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requiere que los elementos de la diagonal de U sean uno, Método de Crout, y otro que

hace ¢,; = u;; para todo i, Método de Choleski.

Factorizado A en la forma L U podemos resolver el sistema Ax = b, si hacemos las

sustituciones:

iy
2)

1. FACTORIZACION DE DOOLITLE.

LUx =5 donde 1z =4 y Ux =z de tal manera que:

Calculamos z a partir de Lz = » por sustitucion adelante.

Calculamos x a partir de Ux = z por sustitucion atras.

n—ln

Si hacemos el producto e igualamos las matrices se puede concluir que:

mi%{",j}
a; = fikulg'

para k>j;ukj:O ypara i<k;{; =0

k=1

Sii<j




En forma similar para i > ]

1 = . .
L= — al.ju}‘;[ikukj s J=1 Q-1

Encontraremos las matrices L y U a partir de A.

2 1 -1

4 1 0

1 4 -1
-1 0 -1 3
1 0 0 0 Uy Uy Uy
5y 1 0 0 0 1y, uyy
iy , 1 0 0 0wy
lyg lgp 143 1 0 0 0




Primera fila de (/.

Uy

0
(1,0, 0, O)lx4 0 =lxuyy = a =), =6

4x1

1’!12

u
(1,0,0,0)1x4 (2)2 =1xty, =a, = U, = 2

0 Jax1

u
23 — - -
(I, 0,0, O)b_.4 =lxup, =ap=uy = 1
Haq

0 4x1

iy

u
24 - - ——
(1,0,0, 0)1::4 y =1xwy, =a= Uy =1
34

Hag Jax1

Primera columna de L:

Uy

(gsz, 0,0 = Lyt =ay=> Ly =

)1x4 0

0 4x1

[\ ]

6
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HU.

G 1
('?:w £325 L, 0)1.\’4 0 = *‘331”11:"31:”31:“5
0 4x]
'uH
b o | = tammen= 2=
(‘?41>€42= £43> Ojig 0 =l uy=ay=> a="g
0 4x]

Segunda fila de £/ :

(114
Hyy _ _ 1 _ _ 10
(0,1, 0, o)m{ D1 = by g iy =y = () Ty =4Sy =

i 1 2
23 _ _ - -
(‘?21’ 1, G, O)ix4 = {,’21 L ~l—1u23 =dyy=> g(l)+“23 =]= thyy = ;

f

Uy

"4

(0,1, 0 0) g ) _ ~ 1 _ 1

2001 0 0f Log g gy =ay = 5(“1)4-1124 =l uy, = 3
¥44 Jax1



Segunda columna de L

5,

i

22 _ _
31= a9, 1 0)!x4 0 = Lay 1)y Hlagilyy = ayy

0 4xt
10 10 1 1
D+ 4 =1 £ =l f, ==
()+ 32[3) :"32(3] 33 32 53

1112
112 _ € _
(£41= fr-sz» 43> l)m 9 = Lyt tlygtyy =ay,

0 Jaxt

10 16 1 1

Tercera filade U :

U3
31= 35, 1, 0}1x4 uyy = b3y Uy T Lagitys + ity = a3y

0 4x1

1 1 2 1 2 111
21’%“(1)4-[3—](?}“133 :4:>g+(g)+u33 =d4muy ==

37
10
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1 -1

2 1 -1 Lo 00} 76 2
]
2 4 1 0 3 L0 00 o 108 20 I
_ ! 1 10 37/ _27
1} 1 4I 1 é }A . 0 0 0 20
1 0 -1 3 —é Ao —A,/,l 0 0 0 2543
Eiemplo 2:
1.00x, +0333x, +1.5x, -0333x, =3.0
~20lx, + 1451, +05x, +295x, =54
432x  -195x, +208x =0.13
501y +400x, +333x, -Lily =3.77
.00 033 1.5 —033
_l-201 145 05 295
432 -195 0  2.08
511 400 333 —1.11
1.0 0 0 0 1.00 033 1.5 -0.33
Ly 201 1o 0 0 0 212 352 228
432 -160 1.00 0 0 0 -08 7.17
511 —2.69 -6.04 1.00 0 0 0 500 |

Haz un desarrollo detallado de la factorizacion y encuentra la solucion al sistema.



(l31> l35.1, 0 )1x4

=5+ (J5) e
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4
i 24
34
Ma4 Jax1

= Lyl Ty =y,

-27

i
==+
30

1
— |+ n =l g, =
6 [15) 34 3

Tercera columna de L:

(14], [425 Iy, 1 )1x4

=053

Cuarta fila de U:

(141, /42, 143: 1 )13:4

o)

] 37) 1
+ | —|l=—=1 41, =3 —+
37 30 6

HD

Hy3
14’33

0

= g g+l gyt Ltiyy = ayy

1 (2 37
It [y
& 30 10

4x1

37

!43 [—'

10

=9

]3_1::"[43__“

37

J

= g1y dlyy tny + L pligy T = dyy

9
— U, =3 > U, = 2.523

)



o= B
—_
<
o o O
[ e B v T e

0 2.543

Ejemplo 2:

1.00x1 +0.333x, +15x; - 0.333x, =3.0
—-Z.lel + 1.45):2 + (.5 Xy o+ 2.95x4 =54
4.32x —1.95x2 e 2'08x4 =0(.13
5.1 lxi + 4.00x2 + 3.33:(3 —-1.1 1x4 =377

.00 033 1.5 -033
~2.01 145 05 2.95
432 -195 0 2.08
511 400 333 -l.11

1.0 0 0 0 1.00 033 1.5 —0.33)
LU = -2.01 1.0 0 0 0 212 352 228

432 -1.60 1.00 0 0 0 -085 717

511 =269 -6.04 1.00 0 0 0 50.0

Haz un desarrollo detallado de la factorizacion y encuentra la solucion al sistema.



61

Algoritmo de factorizacion de Doolitle.

Fase 1

Fase 2
Fase 3

Entrada

Salida

Pasc 1

Paso 2

Paso 3

Paso 4

: Los elementos /.

: Ingresar matriz 4 ¥y 7, =1.
: Calcular las columnas de /.

: Calcular las columnas de L.

: Dimension »; ingresar las a;, la diagonal 7, =1

j 1sj<iyi<i<mde L.

Los elementos wy, i< j<n;1<isndelU.

: Hacer w, =a, ; Si «,=0 parar mensaje no hay solucion.

Para j=2,......... n
a,
Hacer i, =—L
i1
[
[, =2
7
=2 J
SUM = ay
k=1,... i—-1

SUM = SUM -1, i
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ly = SUM

Si w,; =0 parar no hay solucion

Sino
A
Paso 5 . Hacer u; =0, ly=0 para i=2, . ... n
J=hao i1
Paso & : Salida de wy;; I;
Paso 7 : Parar

2. FACTORIZACION DE CROUT:

Este algoritmo es similar al de Doolitle sélo que los u, son 1.

Hace las modificaciones necesarias en el algoritmo anterior para obtener el de

factorizacion de Crout.

Ejemplo 2 : Aplicaremos el algoritmo de Crout para la solucion del sistema de

ecuaciones:

A X B
1 6 4 X 6
5 6 7 2 . | %2 - 5
g 10 7 6 Xy 7
3 3 2 x 6
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Factorizando tenemos:
A L A

I 2 6 4 I 0 0 0 I 2 6 4
5 6 72 |5 -4 0 01 . [0 1 575 45
9 10 7 6 9 -8 -1 0 00 1 -6
3 3 2 5 =7 1325 93 6 0 O 1
de L z=b
L z b
1 0 0 0 z, 6
5 -4 0 0,12 _ 5
9 -8 -1 0 z, 7
5 -7 13,25 93 z, 6
Z
z 6
zZ, 6,25
z, | -3
z, 0,64

Finalmente nos queda resolver el sistema Ux = z donde encontraremos la solucidn x de

la matriz 4, como se ilustra a continuacion:

u x z
1 2 6 4 X 6
0 1 575 45 | 1% _ 6,25
00 1 -6| |x -3
00 0 1 x,) 10,64

x

X 1,31

Xy -1,45

x| | 084

Xy 0,64

Resuélvelo en detalle.
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3. METODO DE CLOLESKI

En el caso que 4 sea una matriz real y simétrica definida positiva la descomposicion
Lt/ podemos hacerla de manera que: A=UUT donde {/ es matriz triangular

inferior.

Usando los mismos argumentos que para la reduccién de Doolitie, podemos verificar

que los elementos de ¢/ se pueden obtener de las siguientes formuias:

1 i-t ) )
y == d, - S, | >
i k=1 ,

Eiemplo 3 : Factoricemos aplicando Cholesky.

%)

1071

—
L) —

54
Para i =1
H” :‘{Gll ::\/;)"

Mo _ 3_C

Hl 1 3

”52



a; 1043

Uyy = —=- =
13
") 3

Para i=2

Hon = AlQ ‘—uz --%WJ:Z—
22 22 TI2 Jg

V31043
6| Y2 || =2 |
3 ~Uyp 3 3 3 43
i = = =
23 oy 2& 3@

Finalmente para i =3

2 2
y 77 | [10V3) (43 _ [s8
M3 ENT 3T TP T T T IS 2) TV

S1043)
5 X2 T
V3 3 3
yt _2_‘/__2 i‘g’;
J3o32
0 0 28
3 )

Algoritmo para resolver el sistema Ax = b usando factorizacién de Choleski.

Fase 1 :l Factorizar 4.

Fase 2 . Aplicar para resolver Uz = b formula progresiva y



UTx = b férmula regresiva

obteniendola x, i=1......7%.
Entrada : dimensidn #, A, b solo se necesita la parte inferior de A.
Salida : valores w,
Paso 1 : Hacer wy, = fay;
Para j=2,. ... n hacer ty= aﬂ/u“
Paso 2 : Para m =2an hacer

m=1
. = 2
SUB : = ayy, — Dty
=1

Si SUB <0 parar; mensaje 4 no es definida

U = NSUB
1 -]
Paso 3 : Para i =m+1,.....n hacer u;, = Gy = DUy
Umm j=1
b
Paso 4 : hacer z;=—
i
1
I H
Paso 5 tPara i=2..... »n hacer gz ==b -2 Uy 2
i J=t
Zf?
Paso 6 : Hacer x, =
Uyn
1 i
Paso 7 2 para = 1 hacer x=— |z - 3 u;x;
i =i+l

Paso 8 : Salida x,......... Xp



EJIERCICIOS

1. Resolver usando sustitucion progresiva o regresiva.
2x +y +z =1
X =
3 —2u = 2
a) 2x +3y - b) 4 1
z =—
dx +5y +6z =4
2u =-2
X, +2x, Xy txy o= 6
d Xoy +5x; —3x, =-10
X4 -2x, =-5
X, = 2
Respuestas:
a) [ 3>—'27% JT b) [O: 03_1:—_1]T C) [3: 1’——],2]7!
2. ¢Cuantas operaciones se necesitan para resolver los sistemas del ejercicio 17
3. Haga un algoritmo para la sustitucion progresiva.
4, Resolver las siguientes ecuaciones lineales usando eliminacidén gaussiana.
X tx, +Xx; =6 X +2x, +3x; =8
a) x —-x, -x3 =6 b) 2x, 4x, 9x, =8

2y, +x, +7xy =12 4y, 3x, 2%, =2




Respuesta:

' T
20 34 -8
a) [s,0,0]" by | - 2= 2 =
) [6,0,0] [-2.%.3
5. Resolver los ejercicios 4 usando eliminacién gaussiana con pivote parcial.
6. Considere el sistema de ecuaciones.
Ax =5, con

Usar el algoritmo de Gauss y obtener la solucion para »=3,5,79.

=202

Respuesta: El valor correctoes [ 11,...1]"

7. Para resolver el sistema Ax = » hacemos que la matriz aumentada [A” : b"j

quede Ia forma:

1 1
A O 0 bE2
0 @i 50 by
0 0'ap, | by
ai
.2 { 1
y la solucién es 1 x; = — P =T ”
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Fste método se llama de Gauss Jordan.

a) Construya un algoritmo para este procedimiento modificando el algoritmo de

eliminacion gaussiana.
b) Aplique el método a los sistemas del gjercicio 4.

8. a) Encuentre la inversa de las matrices de coeficiente del ejercicio 4.
b) Resuelva los sistemas mediante x = 47" 5

9. Si deseamos resolver m sistemas de ecuaciones.
Ax? =p7 . p=12,...... I

cada uno con ia matriz de ceeficiente 4.

a) Si aplicamos eliminacién gaussiana a la matriz aumentada

pruebe que el ndmero de operaciones es el siguiente:

n3 2 A T . r . e
— -3 multiplicacién vy divisiones

" s 0 H
?—% mn T mh +g sumas vy restas

b) Determine un algoritmo a partir de eliminacion gaussiana para resolver los
sistemas.

¢) Apliquelo a los sistemas.
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AxS =4
2 1 3 1 4 6
A=4 4 7 =1 7 15
2 5 9 3 6 16
Respuesta: [é—,—l, 1} n-11] [1, 1, ~1]
10.  Resolver los sistemas tridiagonales.
+2x =10
2 +3x, =2 1T
a) + 2%, +x =2 py 7 T TS =
1 2 BT 2x, X3 Xy =3
Xs -x; =2
5 -x =0
11.  Factorizar aplicando Doolittie.
2 -1 1 2 =15 3
a)l3 3 9 by -1 0 2
3 3 5 4 ~45 5

12.  Factorizar las matrices del ejercicio 11 aplicando Crout.

13.  Factorizar usando Choleski.

4 1 1 1

3 -1 10 1 3 -1 1
ay |-1 3 6 b)iiz-o
10 6 54 5
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Resolver los sistemas de ecuaciones aplicandc Factorizacion de Crout.

14.
0.5x, +0.25x, = 0.35
X, X, = 0
< 035x +08x, +0.4x = 077
ay —2x;, +4x, —-2x; =-1 b
“ 0.25x, +x; +05x, =-05
~XxXy +2% =15 - _
= Xy ~2x, =-2125

Respuesta: [0.5,0.5,1]
[ -0.0935,1.5871, —1.1674, 0.5412]

Haga un programa y resuelva los sistemas obtenidos en el ejemplo motivacional

15.
3 capitulo I, aplicando Gauss-Jourdan para los valores siguientes.

a) circuito 1.

R =Ry=5, Ry=R,=10; Ry =15, R, =20
¥, = 200

Vo =0
Respuesta: 7, =169.23 : V;=153.85 V, =146.15 V,=123.08

b) circuito 2.

R =20; R,=30; Re=R,=5; R,=10; Ry=15,R, =7

V, =25
V, =200

]

Respuesta: V, =169.23 : }J;=15385 V, =146.15 V;=123.08
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CAPITULO III

METODOS ITERATIVOS

3.1 NORMAS VECTORIALES Y MATRICIALES.

Para que podamos estudiar entidades, como los vectores y matrices, necesitamos una
forma de expresar la magnitud de ellos, y poder dar una definicidn de distancia, que nos

permita hablar de convergencia de vectores y matrices.

Definicion 1 : Norma de vectores.

Una norma vectorial es una funcién de R” en R, que anotaremos simbdlicamente

COMmo;

|e|: " > R tal que
1) [xj=0; VxeR"
2)  x|=0ex=0

3 c VxeR"

M

el =[e] |<]

4 - Vx, ye R" (Desigualdad trianguiér)

L

Jx+ < [=l+ 1y

Algunas normas vectoriales.



73

Definicién 2 : La norma p de un vector x es: x| = ( | xf.]pjp

i

ipg=

i

Sip=1
x],, = E] x| suma de magnitudes
Si p=2
1
n,oo Y2
| xi, = [Z fo norma euclidiana
i=1
Y

| x|, = max | x| norma de méxima magnitud.

Definicién 3 : La distancia entre dos vectores x,yen R" es [x— y]

Ejemplo 1 : Calcularemos las normas de los vectores x = (1, 2, 10), y= (—5, -1, 2) v la

distancia entre ellos.

bell =11+ |2 +]10} = 13

le]l = 1 + 224102 = ViT5
| *]., =10

Calcula las normas de 5.
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Determinemos la diséancia en las distintas normas.

- ¥l =6, 3, 8)[, =17

= - »], =1(6.3, 8}, =109

[e=ylw =8

Con la distancia podemos definir convergencia de vectores en cualquier norma.

Definicién 4 ; Se dice que una sucesion {K k }:;0 de vectores en R” converge a xcon
respecto a la norma ||, si dado, cualquier £ >0 existe N(g) tal que:

“ xknx“<8 , VK 2N (&)
Definicién 5 : La norma de una matriz A en M, (R") en una funcion real dada por:

[o]: Ma(R") > R

tal que cumple las siguientes propiedades:

1) z0 Ve, (R")
2) “A“ 20 o A=0
3)  [K4|=1k] |4]; ke R

4) | 4+B|< |4]|+B] : V¥ 4,Be M, (R")



5)  Jaes| < jale[B] : v 4, Bem, (&)

Con el concepto de norma matricial podemos definir distancia.

75

Definicién 6 : La distancia entre dos matrices 4,5 en M, (R") esté dada por: || 4~ B|

Algunas normas matriciales se desarrolian por una correspondencia con las normas

vectoriales, las que se llaman normas naturales.

En general, definiremos una norma natural (inducida) como: 4] =

Asi tenemos:

Al = mdx [ Ax
e el

Wl g s
2_

bl = s s,
.=

Es posible demostrar que:

H
|4l = max Z’ai.j| suma ¢columna maxima

1< j=n =1

suma fila maxima

n
L. = s 3

ﬂguﬁgllf‘iﬂi
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Eiemplo 2 : Calcularemos las normas de las matrices 4 y B y la distancia entre ellas.

l4], = mae{ |6 +|7), |- 3| + |- 9] }= max {13,8}=13

7]+ |- 5| }= max {9,12} =12

>

|}y = max o] +|-3

Calcula las normas de B

Distancia:
7 7
J4-5] j[ JIl -
= -3 -2])|,
=10

e[ 2]

Conociendo los resultados de las normas de B podras determinar cual de las dos

matrices es la mayor.

En una matriz diagonal todas las normas p tienen el mismo valor, compruébalo.

El calculo de ia norma 2 de una matriz estd relacionada con . los valores caracteristicos

de Ia matriz (los cuales estudiaremos a continuacion). La magnitud de esta norma tiene

una utilidad especial debido a que ninguna otra norma es menor, pero tiene el

inconveniente de ser mas “cara” que las otras, requiere mayor niimero de operaciones.
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Definicién 7 : Sea A e M, (R") el polinomio
p (1) = det(A—AI)
Se llama polinomio caracteristico de 4

Definicién 8 : Si p es un polinomio caracteristico de la matriz 4 los ceros de pse

llaman valores caracteristicos de la matriz 4. Si A es un valor caracteristico de 4 y

x =0, tiene la propiedad que (A4 -AI)x =0 entonces x es el vector caracteristico de 4

correspondiente al valor caracteristico 4.

Definicién 9 ; El radio espectral p(4) de una matriz 4 es: p (4) =max | 4|

Donde A es un valor caracteristico de 4.

Teorema 1 : Si 4 es una matriz real » x n entonces:
D A=,

2) p(4) < 4] para cualquier Inorm.a natural

Ejemplo 3 : Calcularemos la norma 2 de una matriz.

Como A es simétrica A7 4
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1 2v(1 2 5 8
AT 4= A%= =
2 3712 3 8 13
Valores caracteristicos de 47 4

det(ATAM)LI) :(5:’ 138 J:(5-A)(13~w1)—64:65——5,1—13.1+,?.2w64

=22 ~181+1
A =9+442 =14,6 Ay =9-4/2=-34
por lo tanto p (4)=14.6

J4], = Vids

Como ya hemos definido distancia podemos ahora hablar de convergencia de matrices.
Definicidn 10 : 4 es una matriz convergente si:
fim (A")..: 0 para cada
k—w b
Teorema 2 : Las siguientes afinaciones son equivalentes :
1. A es matriz convergente

2. fim [4"]=0

-0

3. p(A) <1
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4, Iim A" -x=0 VxeR"

>0

3.2. METODOS ITERATIVOS
‘Usaremos los métodos iterativos cuando los métodos directos de solucién de sistemas
de ecuaciones, como la eliminacion gaussiana y factorizacion directa LU, no son
recomendables, por ejemplo:

o Los sistemas son de gran tamafio

o Cuando la matriz de los coeficientes es poco densa (tienen muchos ceros que no

siguen un patrén).

Ademas, los podemos utilizar para reducir el error de redondeo en las soluciones

calculadas por métodos directos.

Describiremos en esta seccion los mejores y mas conocidos métodos iterativos.

Consideremos el sistema de ecuaciones

Byl Xt Xyt +a,;, x,=b




Fscribiremos el sistema de manera que de la ecuacion E, despejamos x,.

1
X —~~—-~n(—af]2x2 — By Xg s -Gy, X, +b1)
a
x»——zm(ax AyaX -a x+b)
2 2]1 23 3 ..................... 2’1 i1 2
22
1
X =—{ = X —=A_X cceiriirinnn - - X..—a x +b
i o il iz. 2 -1 i+1,0 i in n i
i
- b,)
Xy _a_ S X Tl X _an,n—l X, T8y,

(0. @2 %3 - % ) (B )
e X, N ay  a a X, A ay
X5 )l 0\ e < R Zon Xy ...{Zg_
A R Ay ayy
= ,\ +

b,

\xn / ﬂ . a)ﬂ!“"l 0 \x” / aﬂﬂ
\. D Ty / \ /
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Con este desarrollo hemos transformado el sistema Ax=5 en uno equivalente de la

forma x=Tx+C con Te M,(R)y C vector.

S nos damos al azar un vector x° podemos generar una sucesion de vectores -
g

partir de x**'=7xF +C que converjan a la solucion x del sistema.
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Para calcular un vector «x. en la iteraccion k+1, de lo anteriormente expuesto

1

obtenemos:

14

ok
B bi‘z i Xj )
orl J:ll i=1,... n
il J=0 . para

i

Este es llamado método iterativo de Jacobi.

Al aplicar métodos iterativos se sugiere que las ecuaciones sean arregladas de tal
manera que la suma de los a; en valor absoluto sea lo mas grande posible de manera

de acelerar la convergencia.
Ejemplo 1 :

8,\‘] + Xy = X3 =8
2x; + Xy +9x; =12
x, =7, +2x, = -4

Ordenamos las ecuaciones de manera que la suma de los |a,| sea maxima.

Sx] +Xy =Xy = 3
—Tx, +2x3 =4
2% + Xy +9x; =12

: i . . . .
it =3 ok +xbr 8)=  1-0.125¢ +0.125x)
1 . _
A2 [k v2xk s 4)= 0571401435 + 0266+
7 1 3 1 3
i+ =5 —oxb —xFe12)=  1333-0222x -0.111x,



Para k = 0 consideremos x® = (0,0,0), luego :

xg = -1
Xy =0.571
x§ =1.333

Para & =1: x¥ ={-1,0.571; 1.333), y obtenemos : x* = (1.095; 1.095; 1.048)

Las estimaciones sucesivas son:

x{‘ 0 1.000 | 1.095

x| 0 0571 | 1.09%

x:’f 0 1333 ]| 1.048

Completa las otras iteracciones, la solucion exacta es x=(111)

Como criterio de término en los métodos iterativos podemos usar:

_—

- K
B

<& O x

< & .
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Ademds, debemos colocar un contador de iteraciones, para que en el caso que sea

divergente el programa se detenga.
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Si anotamos la matriz A de coeficiente como 4 =D - L-U donde:

[ 3, 0 O 0] 0. 0
0 ayy O, 0 . dﬂz"h.m_x
0 0 @yyeeenn 0
MO ....................... 0 Qyp | _;a2n"""""“‘_an,n—1 O_
0 - al2 ...................... - ai 3
U=
Eﬁ_ﬂ'ﬁfrw} JH

y lo reemplazamos en Ax =5 de donde podemos encontrar una forma para la iteracion

de Jacobi.
= nF 4 ¢ r enefecto Ax=b e (D-L-U)x =4 teniendo finalmente:

=DM L+U)* +D'h para k=0,1,.......
Determina esta ultima ecuacion.

Igualando tenemos: 7 = DT (L+U) C=D"b

Es posible mejorar el algoritmo siguiendo la siguiente metodologia cuando calculamos la

segunda estimacion para x, ya conocemos el nuevo valor de x, v si deseamos calcular
x, tenemos los nuevos valores de x, y x,. Casien todos los casos los nuevos valores

son mejores que los anteriores y es preferible usar estos en el caiculo de los x, , en
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general, para calcular un x;, en la iteracion k+1, es decir x'*, para los indices

menores que i usamos la iteracion actual xF x5 , x*1 y para los mayores que

i usamos los valores x¥, xF ... . x* correspondiente a la iteracién anterior.

Fste métaodo se conoce con el nombre de Gauss-Seidel o Jacobi mejorando el cual

acelera la convergencia de Jacobi.

Su formula es:

5 "
k+1 k
b= Y ayx; 2. a5%;
xk+l _ J=1 J=i+l P=1

Fjemplo 2: Encontremos las soluciones del sistema resuelto por Jacobi mediante Gauss-

Seidel.

x 210125 xF +0.125x
X = 057140.143 7 + 0266

213330222 1 — 011151

xl’"- 0 |1 1.041

x;’f 0 10.714 |1.014

xé’ 0 |1.032 |0.990
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Completa la tabla y analiza los resultados de Jacobi y Gauss Seidel, que puedes afirmar

sobre la convergencia.
Eiemplo 3 :

Resolveremos el siguiente sistema por el método de Gauss Seidel dandonos como

criterio de término & = 0.001

0.1x, +7.0x, —0.3x; = ~19.30
3.0x, +0.1x, — 0.2x; = 7.85

035-—02x2—100;3ﬁ7140

Primero ordenaremos las ecuaciones de modo que la diagonal principal estén los

coeficientes mayores en valor absoluto.

3.0x, +0.1x, —0.2x; = 7.85
0.1x, +7.0x, = 0.3x5 = ~19.30

0.3 ~0.2x, —10.0x, = 71.40

Despejando tenemos:

kn _ 785 _01 5 02 4

X] e -

3 3 2 37

-193 0.1 0.
g o193 01 kn +_§x§f

~71.14 3 )
£t 2 1 I-—+9»w3~xf‘+l M&%xéﬂ
10 10 10
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Consideremos como vector inicial x° = (0,0,0)

K 0 1 2 3 4

xé’ 0 2.616666 2.2427 2.252157 2.25218
xf" 0 -2.794523 | -3.08936 -3.08974 -3.08973
xé 0 -7,006 -7.01093 -7.01064 -7.01056

Determina si se da el criterioc de término en la cuarta iteracién, en caso contrario

sigue iterando hasta que obtengas: N PRI N < &

Algoritmo de Gauss-Seidel.

Enirada

Salida

Paso 1

Paso 2

Paso 3
Paso 4

Paso &

n namero de ecuaciones e incognita
A matriz de coeficiente
b vector

£  parametro de término

x(o) vector inicial

DX X s x, aproximacion, nimero de iteraciones excedidos.
: Para k=1
Si k<N
Para i=1 .. , N
i-1 il
Zal Z al-jxoj—%—br
J=I j=i+l
a

: Si ‘!x«—xo“m< £

Sinotomar k=K + 1
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Paso 6 : NUmero iferaciones excedido.

Haz un algoritmo para Jacobi.

3.3. Convergencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel

Si definimos ef = x* —x donde x=T7x+c es la solucién al sistema Ax=5,y

=Tk
tenemos ¢ = Tx* ) 4 C=Tx—C = TR —xjreb!
por lo tanto eF =7e* !

continuando inductivamente tenemos que:

e* =7%2° realizalo.

k

Analizaremos la convergencia en cualiquier norma natural. Es claro que si ¢ =0

cuando £ — « se tendra que x* - x.
Para que :

ime* = lim 7%e% = 0
ko0 k—w

se debe tener que p(T) <1.

Teorema 1: La sucesion {x" } generada por x* =7x*'+C converge a la solucién

x=Tx+C del sistema de ecuaciones Ax=»5 si p () <1.

Corolario 1 : Si | 7'|<1 para cualquier norma natural, entonces la sucesion {x*}

generada por x* =7x*"' + C converge para cualquier vector inicial x” € R”, a un vector

x e R" y se satisfacen las siguientes cota de error.
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b= =17 |-

oot s 220 o

Demostracion:
Si aplicamos norma a:

e* =T*" se tiene

=17 1= 171 |

. . . k
Si |7 <1 tenemos que fﬂnw" e’ =0

- Demuestra las dos desigualdades.

La matriz de iteracion de Jacobi y Gauss-Seidel estan dadas por:
T;=D"(L+U) y I,=(D-L)'U

Si p(T;)<1 6 p(I,) <1, la sucesion {x" } converge a la solucion x=7x+C.

3.3. Métodos de Relajacion.

Una vez conocido un nuevo valor x**!  mediante el método de gauss-seidel, podemos

lograr una mejor aproximacién usando el valor promedio ponderado de los valores

actuales y anteriores.
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De esa manera x‘* estd dado por:

xf“ =W xfﬂ + (1 - w)xf

donde x**! es el valor que se obtiene de G-5.

Se tiene:

i~f M .
k+l _ kLW 2 k+1 Z k
if j=l S=H

Donde w0 esun valor arbitrario y debe ser menor que 2 para evitar divergencia, €s
decir, O<w<z. Para 0<w<z los procedimientos se llaman métodos de sub-
relajaciéon y se pueden emplear para que obtengamos la convergencia en algunos

sistemas no convergentes por Gauss Siedel.

Para w>1 los procedimientos son de sobre relajacion y los usaremos para acelerar [a
convergencia de sistema convergente por Gauss-Siedel, estos dltimos se abrevian por

SOR (sucesion-over, relaxation).

La matriz de iteracién del método SOR esté dada por 7,, = (D—wL)™ [(-w)D+wU] I

cual la puedes obtener a partir de la Gltima formula, hazlo .
Ejemplo 1 :

10x, — X, =9
- X +10x2 —2x3 = 7
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wxt 9
k= (1 w)xf + ]O[9+x2] (1—w) xf +1—02—+1—0w

N - . W w 7
" =(1- w)x2+ﬁ[7+x{‘”+2x§]:(1—-w)xé +1—6xf+l+gx§+_i—6w

X = (1 w)x3+_{7+zxg+*]:(;_w)x§ Sx§+l+%w

Siw=1.37

Si hacemos 6 iteraciones obtenemos:
T

x = (0.97761, 0.77240, 0.85446)

Hace una tabla con las iteraciones hasta obtener la sexta a partir x® = (0,0,0)

Fl algoritmo del método SOR lo puedes hacer a partir de algunos pequefios cambios al

algoritmo Gauss-Seidel. Realizalo.

El valor de w dptimo no se puede calcular para un sistema de ecuaciones, pero en

ciertas situaciones especiales se puede determinar.

Teorema 1 : Si A4 es positiva definida tndaagonal entonces p I‘G (p( ) <1,

eleccion dptima de w para el método SOR es:

RN

y con este valorde w, p(7,)=w-1




Ejemplo 2 : Calcularemos el valor éptimo de w para la matriz

10 -1 0
A={-1 10 -
0 -2 10
/10 0
v -1 _
7, =D (L+U)= 1/10 0 2/10
2/10 0
/10 0 420
det = det 1/10 -2 2/10 z—;{[,a%——-—J
| 2000
2/10 -4
1
COMO w= =137

1+\/1 -
3.4. ERRORES EN LA SOLUCION Y NUMERO DE CONDICION.

Definicién 1 : Sea x € R" una aproximacion de la solucion del sistema Ax =5, el

vector residual r estd dado por: r = Ax -b

Ejemplo 1 : Calcularemos r en el siguiente sistema de ecuaciones:

1.01 xi«+~0.99x2 = 2
0.99):1 + 1.01x2 =72

cuya solucién es x; = x, =1

91



Consideremos la solucién aproximada:
- | 101
X=
1.01
y e 1.0t 0.99({1.01 200] 0.02
1099 1.01(]1.01 2.00| 1002
Consideremos como una aproximacion a Ia solucién:

— 2 ,
x= [0} que difiere bastante de la solucion exacta.

1.01 0.99}2.00 2.00 0.02
F = - =
099 1.01|(000] {200 -0.02

92

Este ejemplo nos ensefia que no siempre se puede probar la precisién de la solucion de

un sistema, por lo pequeno de su valor residual.

Estos sistemas se llaman mal condicionados y se pueden detectar también haciendo

cambios pequefios en los coeficientes.

Ejemplo 2 : El sistema lineal

TR

Tiene solucion x; = x, = 1. Si hacemos un pequefio cambio en 4.
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1 2
0.9999 2

y resolvemos el sistema lineal:

oo 2[5 ]l

Su solucién es  [-1.000; 2.000}

Calcula esta nueva solucion, compara el error real con la estimacion.

¢Por lo obtenido puedes afirmar que el sistema es mal condicionado?

En Los dos ejemplos anteriores el conjunto de ecuaciones pueden ser representado por
dos lineas rectas que se intersectan en (1,1). Las rectas son practicamente paralelas, lo

explica que para aproximaciones que estén lejos de la solucidn, el vector residual sea

pequeno.

Por lo anterior si tenemos una matriz es importante determinar si es mal condicionada,

por lo tanto es necesario que tengamos una medida cuantitativa de ellas.

Si ¥ es una aproximacion del sistema Ax =5
r=Ax—b=Ax— Ax=A(x~x)
luego F=A(x—x) /e A7}
Al r=x-x
Aplicando norma ha esta ultima igualdad:

B R
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Desigualdad que nos entrega el error absoluto, entre la aproximacion al sistema y su

solucién exacta en términos de 4~ y r.

Determinemos el error relativo.

|- s[4 el /e

IIXII

Fee] [

EEL

@

Ademas tenemos de:
b = Ax aplicando norma

[ 21<] 4] 1]

=2

4l

Reemplazando en (1)

”; x" H 4 e

|15

Esta desigualdad nos da una conexién entre el error refativo y el error residual.

Definicidn 1 : E! nimero condicion X(4) de la matriz no singular 4 relativo a la norma

o] se define como:  K(4) =] 4] 47|
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Con lo cual las desigualdades nos quedan:

”f;“xlISK(A) ﬂé‘.ﬂ y o 5] <k (Ll

Nosotros diremos que una matriz es mal condicionada si K (A) es un namero

grande. La pregunta es cuan grande debe ser, como regla general para las normas
estudiadas si K (A) es mayor que 1000 podria tenerse problemas.

Siempre K (A) > 1, en efecto:

K(dy=| 4]+

e as el

Ejemplo 3 : Sitenemos la matriz:

3.3330 15920 -10.333
A=} 22220 16710 9.6120
L.5611 5.1791 1.6852

~1.1701x107%  -1.4983 x 107 85416 x 10~

A =1 62782x 107 121224 x107% —3.0662 x 10~4
-8.6631 x 1070 13846 x 1071 —1.9689 x 10!
| 4] =15.933.666 | A7 =oas11s
[s.4]
K (A)=7272
K(A) > 1000

Matriz mal condicionada

Ejemplo4  : Se define la matriz de Hilbert como:

H !-"j =

[+ j—1I
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Esta matriz es mal condicionada, estudiaremos el ejemplo 4 x 4, que esta dada por:

1
i

1 1 1
1233 ,
L1017 1.000000 0.500000 0.33333 0.250000
e 23 4 5. 0.500000_ _9.333333 0.250000 0.200000
1 11 0333333 0250000 0.200000 0.166667
? ‘1‘ ? ? 0.25000 0.200000 0.166667 0.142857
4 5 6 7.

Calcularemos su néimero de condicién K () =| ], | #7']_

15999908 —119.999248 239998535 -139.999146

o —119.999245 1199945234 -2699.991455  1679.995605
1 239998474 2699991699  6479.986816 —4199.99414]
-139.999115 1679.995728 —4199.994841 2799.997803

[ H ], =2.083333 |#71] =13619.971130

K(H) = 28374.941406

que es mayor gue 1000 por lo que deberia presentar un mal comportamiento.
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EJERCICIOS

Resuelva aplicando Jacobi v Gauss-Seidel los siguientes sistemas de ecuaciones.

Usa £=10"2 y un nimero fijo de iteraciones.

9 1 2x, -—x, +10x =-11
a) 3x +3x, +9x, =0 b) 3% -x3 +8x; =-11
: - 3 10x,  —x, +2x = 6

3 +3 5 =4
T T —x, -1, ~-x, +3x, = 25

Respuesta: [ -0.65,-1.75,1.89]

[-2.85.666, —87.777, 1414.4,706.443]"

Considere el circuito de [a figura:

Rl
AN\,
L R, - R
. = AN T !
"




La ecuacion asoclada es:

(R + Ry + Ry Ji — Ry ~ Ryl =0
— Ry, +(R, + Ry +R6)i2 — Ryiy =V
~ Ry, + Ry, +{Ry + R+ R)iy =V,

98

a) Determine la solucidn para R =R, =Ry =1, Ry =R =R, =2y V,=V,=1 pore

método de Jacobi.

b) Haga el problema por Gauss-Seidel.

Respuesta: [0.3137,0.4314,0.4118]

3. Para e sistema.
4x1 - Xy =72
—x + 43:2 LmXy = 6

—-X, +4x; =2

a) Determine 7; y 7;

'b) Caledle p{7;) y p(7;) analiza ei resultado.

¢) Calcule cuatro iteraciones por Jacobi y Gauss-Seidel.

Respuesta: solucién exacta (1,2,1)

4, Demuestre que si 4 es estrictamente dominante diagonalmente, entonces
<1
5. Resuelva el sistema Ax = b exactamente si

R
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a) Muestre que 4 es positiva definida.

b) Use la iteracién de Gauss Seidel comenzando con x° = [0,O]T para obtener

¢) Repitalo con x¥ = [;ggﬂ que puede decir de los resultados obtenidos en
a)y o).
d) Obtenga K(4)

Resuelva el ejercicio 1 usando el método SOR con w =12

Demostrar que 7,, = (D —-wL)™ [ =w)D+wU]

Dados los sistemas:

4x, —2x2‘ =
10}:1 ~ X, =9
——2xl +5x2 — X3 = 2
a) ~x; +10x, -2x; =7 b) e adr 42r = 3
—2x, +10x; = 2 3 4
2 3 : 2%, +3x, =-2
2 4 —

Caicule el w dptimo y resuélvalos por el método SOR.

Respuesta: (0.9957, 0.9578,0.7915) w =1.012

(0.5034,1.001, 2.0011, - 20004) w = 18691

El ejercicio siguiente proporciona un ejemplo que el vector residual r no es un
valor confiable en la exactitud de la solucién cuando 4 estd severamente mal

condicionada.
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a) Verificar que x=[I, —1]T es la solucidn exacta de:
0780 0563 [ x| 0.217
0913 0659 y| |0.254
b) Obtener los valores de r para x=[0999, —1.001] (exacta) vy
x= [0341, —0.087Ir (muy inexacta) {Eran estos resultados previstos?

¢) Halle el det4 v las pendientes de las gréficas de las dos ecuaciones. iQué

puedes decir, basado en los resultados, acerca del condicionamiento de la

matriz de las coeficientes?.

10.  Calcular el ndimero de condicién de las siguientes matrices, refativos a |- .

a) 1 2 b) 1.003 58.09
'1.000 2 5550 3218

Respuesta: 60.002
339.866

11.  Demuestre que si B es singular, entonces:
1 _[4-5]
Ky 4]

Ayuda: Existe un vector x =0, con |x||=1, tal que B¥=0. Derive la estimacion

<]

usando |4x| =z #—1

7]



12.

13.

14.

15.
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Encuentre el nimero de condicion de las matrices del ejercicio 8.
Refinamiento iterativo. Si x es una solucion del sistema Ax =5, r = Ax~5.
La solucién al-sistema x puede ser refinada por la aproximacion : x=x-y
Donde y es la solucion al sistema: Ay=r

a) Haga un algoritmo para el refinamiento iterativo.
b) Apliquelo al ejercicio 6 del capitulo I usando eliminacion gaussiana.

¢} LU descomposicion.

Resuelva los sistemas lineales dados en el Ejercicioc 1, usando eliminacion
gaussiana con pivoteo parcial para calcular x con 3 digitos significativos. Vuelve
a usar descomposicion LU/ para realizar un mejoramiento iterativo de x

obtenido.

Resuelva el sistema del ejemplo motivacional 1 del Capitulo II aplicando Gauss-
Seidel.

Respuesta: En la iteracién 9
7, =71,76 ; T, =110.66 ; T, = 250,62
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CAPITULO IV

VALORES Y VECTORES PROPIOS

4.1. Preliminares.

En muchos problemas de aplicacién como, teoria dindmica de oscilaciones, maximos y
minimos condicionados, resolucién de ecuaciones operacionales y otros, la
determinacion de valores y vectores propios son indispensable para su solucion.
Nuestro objetivo en este capitulo es analizar los diferentes métodos NUMEricos
utilizados en la determinacién de valores y vectores propios.

Definicién 1: Sea A una matriz n x n, con valores reales, se dice que 1, es un valor
propio (caracteristico) asociado a la matriz4, si existe un vector veR" , no nulo, tal
que: Av=2A4v

Definicion 2: v se dice vector propio (caracteristico) asociado al valor propio 4.
Para determinar A es necesario determinar las raices del polinomio: det{A—14), en
efecto:

Ax=Ax=(A4-Ax=0

De esta manera tenemos un sistema de » ecuaciones lineales homogénea con »
incognitas:

4 _ Y N

A= Qe a, Y () (0
Ay Gyy — A Qyprriennn, ay, |1 x 0

\ani a?12 ................... ann '“"11) \x"/ O’)

que tendrd una solucién no nula si solo si det(4-7)=0

Definicion 3: El desarroflo de det(4 — A7) serd un polinomio de la forma:
det(d—A)= (1) |2 = p A = p 22 = p,A-p,]

que corresponde al polinomio caracteristico de 4, luego:
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det(A=A)=0=> X' = p X7 te = Py A= P =0

Las raices de esta ecuacion seran los valores propios, no necesariamente todos
diferentes entre si.

Si x es un vector propio asociado al valor propio 4, &x con k=0 también es un vector
propio asociado a A.

Se puede demostrar que el nimero de vectores propios linealmente independiente
asociados a un valor propio 1, no excede la multiplicidad de 1.

Ejempio 1 : Determinemos los valores y vectores propios de la matriz.

det(A~A)=det| 1 -1 0 [=0=F-A2-1+1=0
-1 =1 -1-A

polinomio caracteristico, de donde: 4 =1; 4, =1; 4, =-1
Ecuacion que tiene una raiz doble 2, = 4, =1, luego podremos encontrar 1 6 2 vectores
linealmente independiente asociados con este valor 1.

Vectores propios.

Para 4, =4, =1

-1 -1 -2)lx
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Como A es de multiplicidad 2 puede tener 1 ¢ 2 vectores independiente, en este caso

existe solo uno.

Xy =X
X3 =X
1 I
x=| liengeneral kx=k | 1| £#0
-1 -1
es solucion:
y=-1
3 1 X,
1 1 Xy |=
-1 -1 X3 0
x2 = —JCI
Xy = X
1 1
x=|~1] esunvectorsoluciony & | -1, con k=0 es solucion.
—1 -1

Ejemplo 2: Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficiente constante.

Sea
Y=oy 0yt + &y, Yy
¥y 22 a21y1 -+ a22y2 S P TRU + aZHy,,,

----------------------------------------------

----------------------------------------------
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' d . R
donde y; = :,;‘ U 2 N i

( ; variable independiente.
y; ; variables dependientes.

a; ; constante
Definamos:
ﬂyi l M
Y2 i)
4 = =¥
df
_yh‘J _yﬁ_
y anotando:
ryx ] /a“ a2 aln\
Ya Ty Ay @y,
YV = A=
_-y n | \anl aNZ aim J
tendremos:
704 .
= AY e ¥ = AY
ot

Una ecuacion diferencial de la forma % = Y tiene solucién de la forma y=ce® luego

e ] ary . . r . .
la solucion al sistema 7: AY deberia ser una combinacién lineal de soluciones de
/4

esa forma.
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As .
\Cn € \En /

luego :

ﬂzY‘ = c Ae
dt

Reemplazandoen: Y =AY se tiene
JceM =Ace™
(A= )ece™ =0

De esta (ltima ecuacion obtenemos los » valores caracteristicos 2 de 4, para los
cuales el sistema tiene solucion.

Ejemplo 3: Resolvamos

dy
— Ty
dy,
——t — +
g B S R !
dy,
—_——— 4 f— arim
di Y= Vo=

Sujeto a las condiciones iniciales.

H©@=5 ;3,0 =1; »(0)=30

v=|1|si =0



En forma matricial tendremos:

2 -1 Dy

-1 1 1}{|»
4 -1 -1

AY =Y
Los valores propios son A4 =1; 4, =3, A3 =-2
Los vectores propios son, para:

1

/11=1 ¢ =|2
1
}{2:3 c,=|0
1
— 4
1?3:2 Cq = 5
21

Determina los valores y vectores propios encontrados.

1 I ~4
Y=|2ke' +]0| ke +| 51 ke
1 1 21

Si r=0 obtenemos:

— 4\ ( k,

5 (11
11={2 0 S|likl=k=-2;k=11,k=1
30) 11 21)ik

Resuélvalo en detalle.

107
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La solucion es:

¥ =-2¢ +11e% ~ 47
Yy = —de’ 457

7

yy=—2¢" +11e” +21e7?

Estudiaremos algunos métodos para determinar valores propios de una matriz.
4.2. Método de Leverrier — Faddeev.

Podemos observar que la traza de A corresponde al coeficiente del polinemio
caracteristico p, de 4, los otros coeficientes p se pueden obtener en forma inductiva,

en efecto:

A=A=p =tr(4)=> B =4 -pl

r(4,)

1r{4s)
Ay=AB, = py= 33 => By, = A4y — p,]

4, =AB _ = p, =T
s
Ahora tenemos: A" —p A" —p, =

Para resolver esta ecuacion existen varios métodos iterativos como por ejemplo, de la
secante, punto fijo, Newton-Raphson, que nos permitira determinar los valores propios.
Investiga alguno de ellos.
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Ejemplo1: Si

12 3
1 -1 1

1 2 3y (-2 2 3 -1 -5 3

Ay=AB=/-1 1 3||-1 -2 3|=| 4 -7 -6
1 -1 1)1 -1 -2) {0 3 -2

1
donde B, =4 -3I ; pzm—itr(Az):—S

1 2 3N\ (4 -5 3) (12 0 O
A,=AB,=|-1 1 3|14 -2 -6

f

o]
st
N
]

Pz = —i; tr{A4;) =12

La ecuacion caracteristica 1 A +342 -54+12=0

Resolviendo encontramos los valores propios, para lo cual, debemos aplicar un metodo
de resolucién de ecuaciones no lineales por ejemplo Newton-Raphson.

Investiga en la bibliografia vy resuelve la ecuacién cubica.
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Algoritmo de Leverrier — Faddeev.

Entrada 1 dimensién n; matriz 4
Salida :  p, coeficientes de ecuacion caracteristica
Paso 1 : Hacer A= 4

Paso 2 k=1
‘ formar p}f = {r(A.)

Calcular p, = }l; 2

Paso 3 : Formar B, =4, - p, 1
Paso 4 : Si k<wn-1,sino pasar 6
Formar 4, , = AB,
Paso 5 : Hacer k=Fk+1
Paso 6 : Hacer p, primer elementode 4,
Paso 7 : Fin

4.3, Método de la Potencia.

Sean los valores propios de una matriz » x n dados en forma decreciente :

A7 E— _|,1,,|

Los valores que tengan la maxima y la minima magnitud se llamaran respectivamente
dominante y menos dominante. E! método de la potencaa nos permite hallar el valor
propio dominante.

Se tienen xp,..cooceean. x, vectores propiosdeunamatriz 4 ¥ 4,4, ... A sus valores
1

propios.

Sea v una combinacion lineal no nula:

Av=AYy ax =y o dg= Za(ﬂ,x)
=]



H M i .
A=A =AY A x, =Y. kA=Y A x;
i=l i=l i=]

Generalizando:
- r i 3
A=) a4 x;
7=}
Si o #0 ycomo 4 esdominante se tiene:

a 1
koo k X
Av= o A+ Yok le
.:2

=n

Ay n A g
?: a1x1+Za,. }1& X;

Si k%oo’—%"—

De donde: 1 =
ka0 | 4570y,

En cada iteracién normalizaremos el vector 4*v, es decir:

Ejemplo 1 :
I -1 0
A=1-2 4 -2
0 -1 1

v, = [1,0,]]"

Vigr = w

La convergencia depende de la eleccion de v, , si estd cerca o lejos de la solucidn.

i1

E Y. '
im T(hﬂjf =4, el subindice ; indica la /-ésima componente del vector.
{
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0
I 0.500
1 (A"o)i 1
vy =— | =2} =|~-1.000 ;A= =]
a 0 0 Vo Ji 1
lteracion 2:
1.5000
Avl =i —5.0000 ; a1=5
1.0000
1.5000 0.3000
1 o {an); 1s00
Avy = — | =5.0000 | =} ~1.0000 ; Ay= ( ) = 0500
ay i :
1.0000 0.2000
lteracion 3:
1.3000
Av, =|—5.0000 ; &y=35
1.2000
0.2600
v, =| =1.0000 L A= (4v); _ 13000 _ 4333
3 ‘ ’ (v,); 03000
0.2400
teracion 4 :
1.2600 .
Avy =1 -5.0000 ; a3=5

1.2400
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0.2520
Av 1.2600
v, = | =1.0000 : ( ) . = 4.8461
(), 0.2600
0.2480
Iteracion 5: -
1.2520
Avy=1|-5.0000 a4 =5
1.2480
0.2504 " .
Av
vs = | —1.0000 : ( 4}1} ! 2520_ 4.96825
0.2496 v,
Iteracion 6:
1.2504
Avg={-5.0000 , G5 =5
1.2496
0.2501
Av
v, = | —1.0000 s Ag= ( 5)1)1 1022550;:): 4.9027
0.2499 bs |
Tteracion 7:
1.2501
Avg =1 -5.0000 o g =3
1.2499
0.2500
A
v, = | =1.0000 ! vi) éiz 21—4.9934
0.2500 s '

De {as iteraciones realizadas podemos observar que el valor propio'dominante tiende
A =5 y el vector correspondiente a v=][ 1.25; —5.00;125]7
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Algoritmo Método de la Potencia

Entrada : Dimension », 4 matriz, vector inicial v, normalizado, ¢ término de corte.
Salida : A valores propios v vectores propios

Pasol : k=1; A2=0
Paso 2 : Calcular Av,_,

Paso3 : Hacer q,_, =|4v, | =max|{dv._)i],
Ak = (Avkwl)l
Vi1
Paso5 : Si lﬂk —ﬂ""I <¢ parar, sino

Paso 4

Paso6 : v, =—"=

Paso 7. k=k+1

4.4. Método de la potencia inverso

Si 4 es no singular, como 47 x,_, es la solucién del sistema Ay =x,_, podemos
aplicar el método de la potencia sin calcular A7', en efecto:

Resolvemos el sistema Ay =x,_, por algin método ya estudiado, puede ser una

descomposicién LI/ de 4, asi para encontrar y, utilizamos sustitucion progresiva y
regresiva.

. 1
Para y,; hacemos B, = una componente dominante de y, ; x;, = ™ i

ke

Por otra parte si v es un vector propio asociado al valor prepio A de una matriz 4,

entonces v y % son un vector y valor propio de la matriz 47" .

Luego la convergencia que esperamos es:
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B, — % y x, —x, donde v, es el vector propio correspondiente al valor propio
(74

menos dominante A de 4.

Ejemplo 1:
I =1 0
A=1-2 4 -2 %, =] 1,0,0]"
0 -1 2
Iteracion 1.
1 =1 0 1 3 1
-2 4 —2|Y=|0|l=>p=2;8=3  yx=|06667
0 -1 2 6 1 03333
Iteracion 2.
1 41667 1.0000
AY =|0.6667 | = y, =|3.1667 |; f, = 4.16667 yx, =|0.7600
0.3333 3.7917 0.4300
Tteracion 3.
1.0000
B, =4.1900 ; x,=|0.7613
0.4320
Iteracion 4,
1.0000
B, =4.1933 ; x, =|0.7615
0.4323

1
Por lo tanto A ~ o SOy x= [1.000, 0.7615,0.4323 |7

Haga dos iteraciones mas para confirmar el resultado.
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Algoritmo método de la Potencia inverso.

Entrada : Dimensiones, 4 matriz, x, vectorinicial, & término de corte.
Salida : B valores propios x vectores propios.
Paso 1: k=1

Paso Z: Resolver sistema Ay, =x,_,
Paso 3: Hacer g, =componente dominante de Y,

Paso 4: N B — B ” < &£ si no parar
Paso 5: Hacer x, = /_61— ¥

k
Paso 6: Tomar k=k+1

4.5. Similaridad, Ortoganilidad y Factorizacion OR.

Definicién 1 : Dos matrices 4 y B son similares si y solo si existe una matriz P tal
que:
B=par™!

Teorema 1 : Dos matrices simitares tienen los mismos valores propios.
Existen métodos que se basan en que a toda matriz 4 que deseemos calcular sus

valores propios, efectuemos transformaciones de similitud de manera gue obtengamos
una matriz B similar a 4, para la cual sea mas facil caicular sus valores propios.

En el caso que 4 sea una matriz real simétrica, entonces 5 = TT AT también lo es.
Esta igualdad nos dice, que es conveniente elegir 7 =771,

Definicién 2 : Una matriz Q es ortogonal siy sdlosi: @7 =Q™
Y una transformacién de la matriz simétrica 4 y B=0 40" se llama transformacion
de similitud ortogonal, 4 v B se dicen ortegonalmente similares.

Teorema 2 : Toda matriz real simétrica es ortogonalmente similar a una matriz
diagonal. .

Fiemplo 1: Un ejemplo de una matriz ortogonal es la matriz de rotacion.
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cosf — sen @
sen@  cos @

R(6) = {

cosd senf

(r@6)) T{ }R(—@)

~senf  cos@

Esta matriz permite" rotar un vector x en sentido contrario a las manecillas del reloj
alrededor del origen en ¢ radianesy R (—0) regresa x a su posicion original.

Ademas puedes comprobar que R(8) e (R(6))T=1

Definicién 3 : St un vector x tiene una componente distinto de cero, digamos x;, Sl el
producto de QOx hace la componente x, =0 se dice que Q aniquila a x,.

Ejemplo 2 : Consideremos

B 2 a | |+a?+a?
J?vad Jadead | L VT
0= “ se tiene Qe =
— 4 4 0
a.
_\/a12+a§' Jaf%—ag_ 2
Sioay#0, @ aniquila a,

Ademas la matriz Q puede usarse para hacer triangular superior una matriz de 2 x 2.
-3
= 5 -4

5 _

i or=; ]

. !

Un problema importante de resolver es factorizar una matriz 4 en la forma 4 =0R
donde @ es una matriz ortogonal y R es matriz triangular superior.

. 4 1
Si A:[_3 SJ Q =

|l

La mayoria de las matrices tienen muchas factorizaciones (R, que es posible obtener
usando:

» Rotaciones de Givens _
» Reflexiones aniquiladores de Householder
» El proceso de ortoganilizacion de Gramm Schmidt
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Esta factorizacion nos permite resolver:
- Sistemas de ecuaciones como:

Ax=b5; haciendo 4= QR obteniendo:

QRx=0ble QT ya que QT o= Q*]
Re=0Q"b

Usando sustitucion regresiva obtenemos el valor de x.

- Determinacion de valores y vectores propios.

4.6, Ortogonalizacién de Gramm-Schmidt

Teorema 1: Sea A4 € M, (R) no singular, entonces existe 0 ortogonal y R matriz
triangular superior no singular tal que 4 = QK.

Demostracién : Sean d',a%,...... a" las columnas de A4 que son lineaimente

independientes, por lo tanto, forman una base de R", a partir de esta base
construiremos una base ortogonal de R”.

_ } _ 1”
=—a Foa=0da
9 > Tl " 2

en que:
r;j,.:(a",q’) FE ,i—1
j=1 /
. _ ]
Ti =1 9 Zéri;' 9|2
=

de donde obtenemos:



@=rq
=
4=y g+ 2 d FEE T -
-
1 iz
A= [ai, A ,a"}: [q" _____________ ’qn} 0 ry
0

Eiemplo 1 : Sea

1
SNEEA
G *fﬁ? =| 9| s vector ortogonal “qi ”2:1
V2
1
2|
r§2:<a2,q]>:(0:}’1) (1) :_\/’_2_
N3
1
V2|
"13:<a3,qz>2(1,0,0) (1) ==
5

fin

r2 H

Or

A

119
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C1N 1)
AR
0 1 0 1
ty=a’—n, g=|1 N )
1 ‘}—_ 0
2
AN J
A
aelileE
(_J7)
243
V2
£ = r_l - 5 g, vector ortonormal ”(12“2 =1
2
V2
243
\ J
(7
243
1 3 5
— -2
r23=<a3,q2):(1,070) NEY :‘2\/?_,
V2
243




3 .
ly=a ~h3q =13 @y =

(3

3
L
q3=-f-: J3
-3
R

\

(1 =2
2 23

_ V2
A=] 0 =
142
\\/—2_ 243

Comprueba el resultado. Si 6=(1,1, z)T aplica la factorizacion para resolver el

sistema Ax=5

W § e

3

q

\

0

vector ortonormal H q3”2 =1

0

24 sl-

1
V3 )

121
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Algoritmo QR

Entrada : Dimension n, matriz 4
Salida : ¢ columnas de O
rij elementos de R
1
Paso 1 g =— =l a
d oM H Hz
Paso 2 : i=1
J=i+tho M
Fy= (aj : q’)
Paso 3 : Calcular
s i
t,=a’ - ng. q
i=1
Pasc 4 = Hacer
ri =t 1,
Paso 5 : i< np SinNoparar
Paso 6 P oi=i+l

La factorizacidn OR la podemos realizar también en forma eficiente utilizando matrices
ortogonales que aniquilen elementos de un vector dado en el espacio ».

Este procedimiento lo podemos efectuar por medio de reflexiones Hauseholder Ar .

Definicion 1: Las reflexiones de Hauseholder /Hr se definen por:

H =1 -2uu’,donde « es un vector unitario,en el espacio n, es decir,
i3 P

|2 ||2 =u u’ =1y es ortogonal, en efecto:

H' =H demuéstralo y
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H HT =1, 20 " )1 - 224" )= I completa la demostracién

La reflexion de Householder # ; que aniquila todas las componentes por debajo de a J
de un vector dado a, la podemos construir como:

Sea n= \/af% ........ '...+a;ﬂf #0 y ng(aj) = 1, entonces;
F o
_alm . a -
a, a,
1
=gy |a,tn = H;=H, satisface H = a;|={-() 7
21 P%y+ﬁ a}+1 0
_OWJ L. 0 _J
L 9

Ejemplc 2 : Hallaremos las reflexiones de Householder que aniquilen ias componentes
indicadas del vector a:

[~1,-2,2 ] aniquile los elementos bajo a =~1
[2,3,-4] aniquile los elementos bajo a, =3

j=1signo (@)=~ y p=+2+22+2% =3

a) a
D) a

| -1-3 —4

= 2 89 -2 :.__1_. -2
+ 1

+2 24 2
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, 16 8 -8 1 -4 -
=l,-—8 4 -4|=—|-8 8§ 4
12 12
-8 -4 4 +8 -4
[+ -8 B[~ 36 1
H =—|-8 4l|-2|=—]0|=3]0
12 12
8 4 8| 2 0 0
i=3 sg(a;))=+ Y 7=49+16=5
o=
N
0 L 0o o] [40 0 0
1 1
Hy=I-2—=9o——| 8[[0,8,-4]=/-—]0 64 -32/=—|0 -24 32
40
W5 4l -4 : lo 32 16 0 32 24
RS o o) 2] | 80 2
Hya=—=10 =24 32| 3|=-7|~200]=|5
0 32 24| -4 0 0

Para realizar la factorizacidn QR en una matriz 4 podemos usar matrices aniquiladoras
de acuerdo al siguiente algoritmo:

Ay =A
para j=1,.....cc... ,n p;= matriz ortogenal que aniquila todos los elementos debajo
de la diagonal de col j 4;_,, pero no altera los ceros de
las aniquilaciones anteriores.
A= Py
A,y = (‘anz--~------ﬁ2 pI)A es matriz triangular inferiory p, ;... P, €sun

producto de matrices ortogonales que es ortogonal.
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Luego A=QR donde R=4, Yy
T T
= (pn_, ................ 2 pl)T =3 i Pr-i

como matriz p, podemos usar la matriz Householder p; = H,

Ejemplo 3:
-1 3 3
A=] 2 14 1
2 —-14 2

Sig =~ n:VI+22+2ZmJ§:3

—4
u——L 2
J24
} - 1—15 g8 -8
H o=[-2——oe 2|[-4.2,2 =71——1| -8 4
! J24 24 [ ] 12
-8 4 8
1~4 8 8
H=—| 8 8 -4
12
8 ~4 8
1—4 8 g1 3 3 136 ~12 12
AI:H;AOmE g8 8 -4l 2 14 1:50 192 24
8 -4 8|2 —-14 2 0 —144 36

Sig =+ n= 162 +122 =20



. . 0 : 0 0 O
Hyo=I-20——e-—| 300,31 7-=|0 9 -3|=
? Vio 410 | =13
—1 0 -3
5 0 0
m=Llo -4 3
5
0 3 4
: 3 o 013 -1 1 115 -5 5 3
A22H2Alz§ 0 -4 3110 16 Z mg 0 -100 1]=|0
0 3 4|0 -12 3 0 0 18 0
3 -1 1
A, =R=|0 ~100 1
1
0 0 —
-4 8 8] S o] [~ -8
Q:Hlez‘l’%‘ 8 8 —4 .'g 0 - :"6—0 40 —-44
8 ~4 8 0 40 40

Comprueba que Q-QT =1 y A=0R

4.7. Método OR

126

—1 1

-100 1
o 18
5
56
3
20

Este método utiliza la propiedad “que los valores propios de una matriz triangular son

1”.

los elementos de la diagona

El algoritmo que es iterativo parte con 4,=4 vy Crea una secuencia de matrices
similares a 4 que convergen a una matriz triangular cuyos valores propios son fos de A4

Si hacemos:

Ay = A, donde A =0QR
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considerando la transformacién de similitud se tiene 4 =040 procediendo
inductivamente se tiene:

T
A= 4G

como A4 :Qk R, , entonces :
Ay =R G

Es posible demostrar que fa matriz 4, tiende a una matriz triangular superior, cuando

k tiende a infinito, en cuya diagonal aparecen los valores propios en orden decreciente
de magnitud.

Eiemplo 1 : Sea

- 40.1107 9.6 -72
A= -5 ~ 241107 -3
0 -25 -3.1107

Haciendo 4, =4 una factorizacidn QR de 4,es:

~0.9923 00877  0.0873][-40421 -65438 7.5158
A, =1-0.1237 -0.7033 —0.7001 0 354354 3.6732 |=Q,R,
0 -07055  0.7087 0 0 -0.7326

-393012 2.8430  13.4354
A =RQ,=|-43833 -27.5116 —22-2048
0 05169  ~05192

-0.9938 0.1108 -0.0021][39.5449 02240 -10.8912
A =0 R =~-01108 -09937 0.0186 0 27.6621 23.5434 |= QR
0 0.0187 0.9998 0 0 ~0.9593

[-39.3261 3.9565 -10.9671
A, = RO, =| -3.0661 ~27.0469 24.0529
0 -~0.0179 -0.9591
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De la misma forma tenemos:

~39.1892  4.8967 9.0675
Ay=|-21199 =-27.1738 ~-24.8499
0 0.0006  —0.9754

Los elementos de la diagonal convergen a :

Ay = —38.4253 A, =-28.1107 A, =-0.9761
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EJERCICIOS

Encuentre los valores propios por el método de Leverrier-Faddeev. Determine los
vectores propios, de las matrices del ejercicio 2.

Use el metodo de la potencia para calcular el valor propio dominante y el
correspondiente vector propic.

7 3 -2
a) A=| 3 4 -1
-2 -1 3
3 -4 3
by B={-4 6 3
3 31
Respuesta: Valor propio vector propic
A =9.60555 (1.0, 0.6056, —0.3944)
B = 8.86988 {~0.6043, 1.0, 0.1509)

Aplique el programa anterior a las matrices:
[5 2 -1 -1
3 3
4= 0 0
I -1 4 1
3 0 0 3
5 -2 05 1.5
-2 5 15 ~05

-0.5 1.5 5 -2
15 ~05 -2 5

Usar x=(1,111)

Respuesta: Valor propio vector propio
A6 (1,10, 1)

B4 (L1, 1, 1)
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Aplique el método de la potencia inverso con x° =[0,1,2 |* a la matriz:

3 01
A=:0 -3 0
1 0 3

Respuesta: A=2 v=(,0,1)7

Fl método de la potencia inverso podemos modificarlo para encontrar el valor
propio mas proximo a un escalar ¢ fijo. En efecto:

Av=dve(A-C 1 Yv=(1-C )v

donde 1 es valor propio de 4 <> -0 es valor propiode 4-0 7 y v un valor
propio.

Asi si 4, es el valor propio de A4 mas préximo ¢ entonces A, - G es el valor
menos dominante de 4.

Luego el valor dominante de (4~0 1) 'es 4, = ﬁ

Por lo tanto para calcular el valor propio mas proxime a ¢ de A procederemos
de la siguiente forma: :

1) Hallar el valor propic dominante de (4-O° 7)!, 4, cuyo vector
asociado es v,

2) El valor propio 1 de 4 mas proximo a O es 4, zﬂ%ﬂ)" y su vector

propio es v, .

a)  Aplique el método para calcular con x°={1,1,1]" y el valor propio de 4

5
mas proxime O = ——
2
A=0 -
=3
Respuesta:

Vg :[0, 1, OIF
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b) Modifica el algoritmo de la potencia inversa y obtiene el aigontmo
correspondiente a este método.

Cémo estan relacionados los valores y vectores caracteristicos de a A con los de
A.

Pruebe que si 4 es similar a B, entonces detA = detB.

Aniquila las segundas componentes de vector x usando la matriz aniquiladora de
Householder.

a) x=[512]" by x=[12,5]" ¢ x=[02]

a) Dada la matriz:

2 0 0
=3 0 =10
4 10 10

Haga la factorizacion QR usando el método de Gramm-Schmith.

a) Resuelva usando la factorizacién QR el sistema Ax =5 donde b=]1, 0, 0]"

10. Haga la factorizacién QR de A usando reflexion aniquiladora de Householder.

11.

12.

-5 -1 , 4 3 0 2
2 = 2} b) A:[s J 2 A:[z o}
12 s
4 A:_ 5 3}

Use la factorizacion QR de 4 vy resuelva los sistemas Ax=5.

a) b=[-13 32]" b) p={10]"
- 7 {1 417
c) b=[1,1] | d) b“[z’oJ

Haga el algoritmo para calcular los valores y vectores propios de 4 usando el
método OR
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13. ge define una matriz de Hesseuberg superior, como una matriz que contiene s6lo
ceros en los componentes debajo de la subdiagonal inferior, es decir, tiene ia

forma:

0

-

H=y) i que % =0  Vi>j+]
Dele forma Hussenberg a las siguientes matrices.

12 10 4 2 -1 -1
A=110 8 -5 B=|-1 2 -1
4 -5 3 -1 -1 2

5 -2 =05 15
-2 5 15 -05
-0.5 1.5 5 =2
15 1.5 5 =2

=

14. Use el método de la potencia inverso para determinar los valores propios vy
vectores propios del ejercicio 13, con 107 de precision.

Respuesta: A =20.19841 [1, 0.8224536, —0.6527870 x 102
7.99995
-5.198410
C : 4.999997 1, - 0.999999, 1, - 1]
© 3999999 - [0.9999995,0.999999, 1, 0.99999]
8.999987 [-0.9999992, 0.9999992, 1, -1}

2.000001 [0.9999989, —0.9999985, 0.9999994,1]
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15. Use el algoritmo para determinar los valores propios de las matrices del ejercicio
13, con 107° de precision.

16. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
a) 3 =4y+5y, s n0)=1

Yy =33 42y, 5 p(0)=0

b) » = ;=2
ylz =N i Y (=1
I -1 3 1t
Respuesta: by »= —ie +5e

3 -
3 it

1
ty=—e -
yg() 5

17. Una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden #, con coeficiente constantes
: -1
tiene la forma  a, y" +a, " + ., +a, y=0

La podemos resolver transformandola a un sistema de ecuaciones diferenciales
haciendo la sustitucion adecuada, por ejemplo si tenemos:

aly"+a2y!+a3y:0 /1 a(a #0)

y by +by y=0

Y =3
Y =y =y
¥ =y,

tenemos: y, =y,

Yo ==y = by
Resuelve la ecuacién : ¥ =3y 42y =0
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