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GEOMETRIA

Ahora vamos a desarrollar una de las partes mds hermosas de la
Matemética:
LA GEOMETRIA.

PBIENVENIDO AL MUNDO DE LA GEOMETRIA!

Etimolégicamente la palabra GEOMETRIA proviene de dos vo-
ces griegas:

GEO = TIERRA.
METRON = MEDIDA.

Por lo tanto, etimolégicamente significa: Medicién de la tierra.

BREVE HISTORIA DE LA GEOMETRIA.

La historia dice que la Geometria se nicia en Egipto alrededor del
ano 3.000 A.C., por la necesidad de medir los terrenos que eran inun-
dados por las crecidas del Nilo. También necesitaban conocinmentos
adecuados para construir las pirdmides, momimentos, elc.

Aproximadamente 7 siglos A.C. pasé la geometria de los egipeios a
los griegos, quicnes le dan un gran impuiso.

La geometria antigna era sélo INTUITIVA, se aceptaban los he-
chos sin necesidad de probarlos.

THALES de Mileto (600 A.C.) introduce la idea de PROBAR los
hechos. Ilsta contribucién da inicie a la GEOMETRIA DEMOSTRA-
TIVA. Los métodos demostratives inventados por los griegos fueron
aplicados en la LOGICA, que ¢s el estudhio del razonamiento correcto.




La geometria actual, se conoce como

“GEOMETRIA EUCLIDEANA”,

porque se basa en el libro escrito por el sabio EUCLIDES (aproxi-
madamente 280 A.C.), lamado “ELEMENTOS”, cl cual sigue usdn-

dose como texto con miry pocas variaciones.

En o siglo XIX se inventaron otros sisteras geométricos, distintos
a los de Fuclides, estos sistemas dan inicio a las GEOMETRIAS
NO EUCLIDEANAS. Uno de estos sistemas fue inventado por el
roatemético alemdn RIEMANN (1854).

Los drabes conservan y transmiten a QOccidente la ciencia griega.
A principios del 8. XV y XVI se inician en Occidente los estudios
geométricos, en un sentido moderno.

En esta misma época: DESCARTES y FERMAT, establecen la
GEOMETRIA ANALITICA.
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Nombres
Alfa
Beta

Clamma
Pelta

BEpsilon
Zela,

Eta
Theta
fola
Kappo
Lambda
My
Ny
Xi
Omieron
Py
Rho
Sigma
Tau
Ipsilon
Fi
Ji
Psi

Omega

CONCEPTOS BASICOS.

La Geometria estudia las propiedades y relaciones de las figuras
geométricas. Se sustenta en una sistematizacién rigurosa y légica de

principios v definiciones.

La (leometria se divide en dos grandes campos: Geometria Plana

v Geometria del Espacio.



Constrairemos una Geometria en base a: Definiciones, Teoremas
(Proposiciones que para ser evidentes necesitan demostrarse. Constan
de dos partes: Hipdtesis: Suposicién de una cosa, posible o imposible,
para sacar de ella una consecuencia. Tesis: Lo que se quiere demostrar)
y Postulados (s una proposicién que se admite sin demostracién).

Para poder construir la Geometria se necesitan algunes elementos
para comenzar y estos elementos son los Términos Geométricos No
Definidos, son los mds sencillos y fundamentales, como ser: Punto,

Recta y Plano.

1. DEF.: MEDIR: Consiste en comparar dos magnitudes de la
misma especie, considerando nna de ellas como ?Unidad de Medida”.
Al nmimero resultante de esta comparacién se le lamard Medida.

2. DEF.. PUNTOS COLINEALES: Dados los puntos, distin-
tos: A, B, C, ... pertencientes al espacio, se dirdn COLINEALES si
existe una recta que los contenga.

3 DEF.. ANGULOQO: Figura formada por dos rayos que tienen

un origen en comyin.
—3 -3

ANGULO AOB = ZAOB = OA U OB

Las figuras geométricas las nombrarermos, principalmente, en sen-
tido positivo.

ey 3

OA,0B LADOS ZAOB

§) VERTICE ZAOB

En caso contrario hablaremos de dngulos negativos.

Ej.: medida del dngulo ABC= LABC =459 6 — 3159

Bl ZAOB divide al plano en 3 subconjuntos disjuntos:

INTERIOR ZAOB, ZAOB y EXTERIOR ZAOB

Una forma de generar el interior de wm angulo es la siguiente:
Suponga gue el rayo OA se hace girar alrededor del origen O, hasta
que tome la posicién OB. La revolucién del rayo QA genera el interior

del 4ngulo BOA.

No existe limite respecto al mimero de revoluciones que se pueden
efectuar.



En este caso: Fl rayo OA se llama TADO INICIAL del £BOA.
Fl rayo OB se lama LADO TERMINAL del ZBOA.
O se lama VERTICE del ZBOA.

La abertura del dngulo puede ser medida por medio de la medida
sexagesimal (Medida usual: grados, minutos y segundos) o por medio
de la medida circular (radianes).

Medida sexagesimal:

4. DEF.: GRADOQ: 1 grado = 1° = 3—2—0 de revolucion.

6 . H . i“ i .
1 minuto = 1 = g de grado.

i .
1 segundo =1 = -é% de minuto :'z—sidé de grado.

Medida en radianes:

5. DEF.: RADIAN: Angulo del centro, subtendido por un arco
de circunferencia, cuya longitud es igual a la del radio de la circunfer-
encia.

Conversién: Ambos sistemas de medida estdn relacionados por las
siguientes equivalencias:

19 = % radianes.
1 rad. = 17‘39 grados.

Para reducir: grados a radianes: Multiplicar los grados por E
radianes a grados: Multiplicar los radianes por %

En forma decimal se obtiencn las siguientes aproximaciones:

17 == 0.0174532 radianes.

1 racl. == 57.29578°,

6. DEF.: BISECTRIZ DE UN ANGULU: Rayo gue, par-

tiendo del vértice, divide al dngulo en dos dngulos de igual medida.



7. DEF.: ANGULOB COMPLEI\’EENTARIOS: Son dos ©
més Angulos, cuya Suna de sus medidas es de 90°.

8. DEF.: ANGULOS SUPLEMENTARIOS: Son dos o mAS
sngulos, cuya suma de sus medidas €8 de 180°.

9. DEF.: TRIANGULO: Iis 1a tmién de tres segmentos en. forma
consecutiva. (Es una fgura plana cerrada).

TRIANGULO ABC = AABC = ABUBCU CA
Flementos del AABC:
A vértice del AABC.
B vértice del ANABC.
gjértice det AABC.
AB lado del AABC.
BC lado del AABC.
CA lado del ANABC.
/CAB sngulo interior del NABC.
/ABC angulo interior det NABC.
/BCA angulo interior del AABC.

Angulo exterior de un tridngulo: Fs aquel formado por i lado del
triangulo y la prolongacion de otro lado.

Sean: De(prolongaciéng) tal gue [CADL
Tie (prolongacion AB) tal que [ABE].
Fe(prolongacion BC) tal que [BCE].
/BAD éngulo exterior HABC.
/CBE Angulo exterior ANABC.
/ACF angulo exterior HABC.

SEGMENT 0S NOTABLES EN UN TRIANGULO.

10. DEF.: ALTURA: Fs el segmento perpendicular trazado

deade un vértice a 1a Tecta que contiene al lado opuesto.



11. DEF.: ORTOCENTRO: Es el punto de interseccidn de las

rectas que contienen a lay alturas.

12. DEF.. BISECTRIZ: Es el segmento que divide al dngulo
interior del tridgngulo en dos partes iguales.

13. DEF.. INCENTRO: s el punto de inferseccion de las
bisectrices. Fste punto tiene la caracteristica de ser ¢l centro de una
circunferencia inscrita en el tridngulo.

14. DEF.: MEDIANA: Segmento que une el vértice con el punto
medio del lado opuesto.

15. DEF.: BARICENTRO: Es el punto de interseccidén de las
medianas. Este punto tiene la caracteristica de encontrarse a + del
lado, respecto de la longitud de la mediana.

18. DEF.: MEDIATRIZ: s €l segmento perpendicular en el
punto medio de un lado.

17. DEF.: CIRCUNCENTRO: Es €l punto de interseccion de
las reclas que contiencn a las mediatrices. Fste punto tiene la par-
ticularidad de ser el centro de una circunferencia que circunscribe al
tridngulo.



TRIGONOMETRIA

Fista parte la vamos a orientar, principalmente, al cdlewdo de razones
trigonométricas.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Las razones trigonométricas, con las cuales trabajaremos, son seis:

NOMBRFE ABREVIATURA
SENO sen

COSENQ cos

TANGENTE tg
COTANGENTE  clyg

SECANTE sec

COSECANTE cosec

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO:

A

Fig.*

DADO : AABC ; £ C RECTO y 4B =2¢




DEFINICIONES:

_ __ Catete Opucsto
sen Hipoteniusa
cos — Ca&}?.o Adyacente __

tpotenuas
f Cateto_Opuesic
g Cateto Adyacenie
i " Catelo Adyacente __

g T " Cateto QOpuesto

Hipotenusa
Cateto Adyacente

Hipotenusa

| lwpotenusa
COs €C Cuateto Opuesto

orin R I [ R g (oD 18 |r te

i

!

sec =

OBSERVACION: Segrin estas definiciones se Hiene:

1.~ Las razones seno y coseno de un dngulo no pueden ser mayores
que 1.

9.- Las razones secante y cosecante de un angulo no pueden ser
menores que 1.

EJERCICIONS:

1.- Graficar un tridngulo XYZ, donde:

£ Z recto

L X = «a

LY = i
Determinar:  a) sen o b) cos « c) lg o
d) ctg e} sec f) cosec 8

2 - Graficar un tridngulo PQR, donde:

AP recto
£ = a, PQ =2, R(=25

Determinar: a) £12 b} sen o c) cosec «
d) cos LR e)sec 4R £} tg(80° — )



RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO DFE 60°:

Realiza la siguiente experiencia:
1.- Dibuja un trisngulo ABC equildtero, con lado de longitud 1u.

2.~ Dibuja un punto D perteneciente al lado CA de tal manera que
BD es una altura del tridngulo ABC.

Bajo las condiciones dadas, determinar:
a) LBCD

b) LCDB

¢) LDBC

d) CD

e) BD

f} sen 60°

g) cos 60°

k) tg 60°

i) ctyg 60°

j) sec 6O°
k) cosec 60°

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UNA ANGULO DE 30°:

Aprovechemos €l tridngulo de la experiencia anterior.

Determina: a) Bl ABCD by LDBC  ¢) LCDB d) £BCH
) Longitud del cateto opuesto al dngulo de 30°

£} Longitud del cateto adyacente al dngulo de 307

g) sen 30° h) cos 30° i) tg 30° i) etg 30°

k) sec 30° 1) cosec 307
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO DE 45%

Realizar la siguiente experiencia:

1. Dibujar un trigngulo ABC, isésceles, con dngulo recto en B y
catetos de longitud lu.

2. Dibujar un punto D perteneciente al lado CA de tal manera que
BD es una altura del tridgngulo ABC.

Bajo las condiciones dadas, determinar:

a) LACAB by ABCA ¢) £ABC d)CA e)DA
f) I AABD g LABD  h) 4BDA i) 4DAB

iy BD k) sen 45° 1} cos 45  m}ig45°

n) ctg 45° o) sec 45°  p) cosec 457

EJEMPLOS:

1.- Completar ¢l siguiente cuadro:

Angulo/Razon sen cos fg ctg sec cosec
30°
45°
60°

2.~ HEncontrar X si;

tg?45° — cos® 60° = zsendb® cos45” 1g60°

SOLUCION: 11 =21 L.V/3
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3.- Resolver 2 sen’f — bsenf + 2 =0

SOLUCION: 2sen®0 — 5senf) -+ 2 =0
(2sentl — 1)(sent) —2) =0
senf = § = 08 = 30°
senf = 2 no hay solucién

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

Existen mmchas relaciones entre las razones trigonométricas, que
son verdaderas para todos los valores que puedan tomar los argumentos.
Las principales identidades fundamentales son:

RELACIONES RECIPROCAS:

1 1
. fal s 6 = 7 & == & =
1) e cosec 0 2 v sec # 3) tad ctgd
4) tg = 228 5) ctgt = =8

RELACIONES PITAGORICAS:

6) sen?d + cos* 0 = 1 7)tg?0 + 1 = sec’ 0

8) 1+ ctg?d = cosec?d

{Todas estas relaciones son demostrables, jdemiestralas!)
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Expresar cada una de las razones trigonométricas en términos de
las otras razones trigonométricas.

E

3.: Expresar senfl en términos de: cos 0, tgl, clg @, secf ¥

cosect

Solucidn;

b)

d)

gent = /1 —cos? @

tgd tgf

sec 6\ /1+1g20

sen § = (cos ){tg Q) =

1 i
St = cosecld /] + ctg? 0
“sec? ¢ —1
sen fd = e
sec ¢
1
senfd = -

cosecl)
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
COMPLEMENTARIOS

RAZON CO—~ RAZON

seno COS ENOC
tan genle cotan gente
sec ante cosec ante

TEOQ.: La razén trigonométrica de un dngulo es igual a la corazén
de su dangudo complementario.
Sit a4+ 3 = 90°(e y B Complementarios)
Entonces: sena = cos 3
cos o = sen [3

tg @ =clgp
cg o = tg 3
sec o = cosec 3
coseca = sec 3
Ej.: Expresar: sen 30° mediante la razén cos

IDENTIDADES

Dadas las siguientes relaciones: f(t) y g(t), st f(t) puede ser trans-
formada en g(t) o viceversa, entonces diremos que {{t)=g(t) es una
identidad.

Para demostrar una identidad, debe alterarse sélo uno de los miem-
‘bros hasta que tome la misma forma del otro miembro, el cual no debe
ser alterado.

Las transformaciones se realizan empleando las identidades funda-
mentales:

Ej.: Demostrar la sigumiente identidad: T = 1 - 2sen’a



Demostracién: Desarrollando cl primer miembro, se tiene:

b ] 2
: sen‘a cos® a—sen’a
1 —tgfe I—I5C el R )
= ] = 5 7 == COB 0 — geEn" —
1 + f;g2(1£ 1 4 sen‘a cos? atsento
cos? a cost o

= (1 — sen’a) — sen’a =1 — 2sen’a

Desarrollando por el segundo miembro y expresando todo en funcién
de tangente, se tiene:

1-—2sena = 1-— ___,t_ﬁ_’f;_ _ ltiga—2t5a
1+ tg*c 1+ tg?a
. 1 tgta
1 4tgla

RECOMENDACIONES PARA DEMOSTRAR IDENTIDADES:

a) Recordar las identidades fundamentales.

b) Cualquier razén trigonométrica puede ser expresada mediante
otra razén trigonométrica.

¢) El miembro a desarrollar debe expresarse en funcién de las ra-
zones trigonométricas del otro miembro.

d) Se debe tratar de descomponer en lactores las expresiones que
sean posible.

¢} En lo posible se debe tratar de evitar el uso de radicales.

f) Antes de iniciar el trabajo, se deben ver las posibles simplifica-
clones.
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EJERCICIOS:

I.- Dernostrar, si es posible, las siguientes identidades:

1.- sec’ a — cosecta = tg’a — cot g%

cosfB 14 senf
1 —senfd  cosf3

3.- senty — cos*y = 2sen’y — 1

tg?6 4+ 1 :
4.- - = gec® §
2cos(8) — sen(90° — §) e
cotge —cos € cosecs
5. . =
cos® g 14 sene

6.~ {asenw+ b cos w)? + (bsenw — a cos w)® = a? + B2

cos?(90° — a)

P 1+ 5en(80° — o)

II.- Resolver para xe 1O

1- dsenz = 3 cosecr Besp:z=1%
2.- sec’ x = 3tg?z — 1 Resp.: z =%
3- 2senzigx+1=1tgz +2senx Resp.: z = {%i}
4- gz — cotgx = coseca Resp.: z = %
2senc — Jco
HI.- S8isec o = 42 hallar el valor de s Resp.: 3
dseno — Yeos

IV.- 51 sen A = 2 probar que vn? — m?lgA =m
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ANGULOS DE ELEVACION Y DE DEPRESION

T, . o .
Sea AR una recta horizontal y AC otra recta en el mismo plano.

Fig.2 Fg.3

En 1) : Como C estd por encima de la horizontal, el dngulo A se
Jlama dngulo de elevacién del objeto C visto desde A.

Fn 2) : Como C estd por debajo de la horizontal, el dngulo A se
llama angulo de depresién del objeto C visto desde AL
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BJEMPLOS:

1.- El 4ngulo de elevacidn del remate de una chimenea, a una dis-
tancia de 90m, es 30°. Hallar su altura.

Solucién:

30°

90

Fig. 4

tg 30° x:;% == h =90 ﬁ . »ﬁ = 30v/3m

2.- Desde el puesto de vigia de un barco que tiene 48 m de altura se
observa que el dngulo de depresién de un bote es de 30°. Hallar
la distancia del bote al barco.

Sohicién:
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tg60° = & == z =48 V3m

3.- El angulo de clevacién de la parte superior de una torre es de 30°,

acercandose 100m se encuentra que el Angulo de elevacién es de
60°. Hallar la altura de la torre.

Solucidn:

X 1 0

1g30° = gy == h = Zs(x 1+ 100)

tg60° =2 =3z ="h
coA3x = —j—g—(z%lDO) == 3xr = 7+ 100 == 2z = 100 == z = 50m

- h=50/3m

BJERCICIONS:

1. Hallar el 4ngulo de elevacién del sol cuando la sombra de un poste
de 6m de altura es de 2+/3m de largo.

Resp.: 43

2.- Un asta de bandera estd enclavada verticalmente en lo alto de
un edificio. A 12m de distancia los dngulos de elevacién de la
punta del asta y de la parte superior del edificio son de 60° y 30°,
respectivamente. Hallar la longitud del asta.  Besp.: 83
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3. Los dngulos de elevacién de la punta de una torre desde dos lu-
gares que estdn en la direccién este de ella, separados por una dis-
tancia de 60m, son 45° y 30°. Hallar la altura de la torre. Resp.:

30(V/3 + 1)

4. Desde'lo alto de un acantilado de 45m de altura, los dngnlos de
depresién de dos botes que estdn en el mar en la direccién norte
del observador, son 30° y 15°, respectivamente ;Qué distancia
hay entre los botes?.

45(1—+/3tg 15°)

Resp.: tg 15°

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO
CUALQUIERA

ANGULO EN POSICION PRINCIPAL O NORMAL: Con-
sideremos un sistema de coordenadas tal que su origen sea el vértice
de un 4ngulo y uno de sus lados coincida con el eje positivo de las
X. El lado del dngulo sobre el eje de las X se lama lado inicial v el
otro lado final. Esta posicién de un dngule en un sistema coordenado
bidimensional se lama posicién principal o normal.

Y
A
.-/X
ﬁﬁ%ﬁ'&/{ =
W
L8 | ladoinicial
0
Bp.7

Se dice que un dngulo pertenece al primer cuadrante (L.C.) cuando
estando en posicién normal, su lado final cae dentro del primer cuad-
rante. Fjemplo:60°,-330°,25° etc.

Una definicién similar rige para los dngulos pertenecientes a los
demas cuadrantes.
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Ejemplo:100°,-200° € 1iC
-119° € HIC
-10°,710° € IV C

ANGULOS COTERMINALES: Son aquellos que, estando en posi-

cién normal, tiene lados finales coincidentes.

Fiemplo: 30° y -330°, -10° y 710°, ete.

ANGULOS CUADRANGULARESW; Son aquellos que, estando en

posicién normal, su lado final coincide con el eje X ocon el gje Y.

Son dngulos cuadrangulares: 0°,90°,180%,270° y todos sus cotermi-
nales.

Supongamos que « sea 1n angulo no cuadrangular y en posicién
normal, y P(x,y) un punto cualquiera diferente del origen, en el lado
final del d4ngulo. Las seis razones trigonométricas de « se definen en
términos de la abscisa, la ordenada y el radio de P, como sigue:

. ordenada __ ¥ — _rudio . I
SehG = radio T CARECe ordenada i
. ahscisa ey _ Tadin . r
COBY = adin B HER " gbscisa | x
. ordenadn Y . abacisa . &
tgo - abscisa = ctge T prdenada T Y
Y A
&
Px.y)
T
P P{x,
r 7 : |
5 > i 3
,// b y y j
P s i
e i : ; =
. _ LA
G X X X 0]
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X X N A
| i !

Pyt X

Fip. 10

De estas definiciones se obtienen las siguientes identidades funda-
mentales:

senacoseco =1  tga — L& sen?a +cos? o = 1
cosasecar =1 clga= 222 I +ig°0 = sec”
tgo cig o =1 1+ ctg?e = cosec’n

VARIACION DE SIGNO DE LAS RELACIONES
TRIGONOMETRICAS

Sea o un dngulo enalquiera en posicién normal v P un punto cualquiera
de su lado final. Sea OP = r,r > 0. Luego el signo de los valores de las
relaciones trigonométricas de o depende del signo de las coordenadas
de P.

St o es un dngulo del primer cuadrante, P tiene ambas coordenadas
posttivas, luego todas las relaciones trigonométricas de « son positivas.

Haciendo un andlisis andlogo, se puede determinar que si o &
IIC, (z < 0,y > 0), serdn positivas seno y cosecante; las demds nega-
tivas. 51 o € HIC, (z < 0,y < 0), serdn positivas tg y ctg las demds
negativas. Sia € IVC, (x> 0, y < 0), serdn positivas cos v sec y las
demss negativas.
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Y
A
sen y csec (+) Todas {+)
i !
[ m e !V : — x
tg y otg (+) cos y Sec (+
fig. 12

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
CUADRANGULARES

Fl lado terminal de estos dngulos coincide con uno de los ejes coor-
denados. Luego se tiene:

1- Parad) 1 p e pe piy =0

Y
A
) X
0 i
P{r,0)
g
sen( =% =0 cos ec ()’ no estd def.
cos(}*%zl sec 07 =1

tg0" =% =20 ctg 0 no esté def.
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2- ParaQ0”: r=rz =0,y =7r

Fig. 14
senf(° = ¥ =1 cosecO0® =1
cos 90° = ( sec 907 no esta def.
tg 9010 estd def. ctg 90° ==

3- Para 180°r =1,z = —r,y =0

P =<

[ ]

P(-r,0)

Fig. 15
gen 180° = 0 cosec 180° no estd def.
cos 1807 = -1 sec 180% = —1

tg 1807 =0 clg 1807 no estd def.



4.- Para 270°r =rz =0,y = —r

4>_<
i

v

-

Fig. 16
gen270° = —1 cosec270° = —1
cos 270° =10} sec 270° no estd def.
tg 270° no esta def. clg 270° =

i.- Hallar ¢l valor de: tgw cos %1 + sec 27 — cos ec‘}i”— = A

Solucidn: A=00+1—~ (~1) =2

2~ ;De qué cuadrante debe ser @ si cosf es negativo?

Solucion: Comocosf < 0= 0 Ilé 11T
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3.- Encontrar los valores de cos o v tg s seno = f’.; yael C

Solucién:

17

Ja

19
Fig. 17

, .15 _
Jocosa = Y lgo =

K
15

10sena — 6cos o
dsenc + 3cosa
Selucidn: ctgo=%2>0=a€l 6 IIIC

4.~ Si 3ctge = 2;hallar el valor de

a)Siae IC

4sena - 3cos 4%»&3;723-5 T

b)Siae lIIC
10:??3 o 62—7123
A SN N, | -

=3 -2 7
471§ -+ 37;:-5?
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
NEGATIVOS

Sea o € IC y P(x,y) un pumto de su lado final, OP= r. Luego
—a € IVC. Sea Pi(z1, %) un punto sobre su lado final tal que OP =
()PI == 7

rer, o=, Y= 4%
oosen(—a) = B = —= = —geno
T
cos(—a) = B = — = cosa
e

=l "
tg(—a) =4 = = —tge
sec(—a) = secor

cos ec(—a) = — cos ecay

ctg(—a) = —ctga
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EJERCICIOS:

tg?30° 4 sen?30° — sen?45°

1.~ Caleular el valor de:
¢ or e tg260° + ctg?45e — ctg?30° + cos? 60°

Resp.:wl%
2.~ Determinar los valores de cosax y {ga,si sena = Ig,{—,, aecllC
3.- 5i senA —cos A =0,A ¢ fC, hallar cosecA

Resp.: cosechd = /2 )

sen(—30°) + cos 90° cos ec(—45°)
tg?(—60°) + 2

4.~ Determinar el valor de:
{1427
Resp.: —‘——J]r—ﬂ———)

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS COM-
PUESTOS

1.- COSENO DE LA DIFERENCIA

i
A
Pt{cos csena) ¢
d PHoos 3 3en 3)
o
A
@
Y : ]
e g R
Fg. 20

——
d? = PiPy = (cos B — cosa)? + (senf3 — sena)?
= cos’ F — 2cos Beos a4 cos? o + sen?B — 2senfBsenc 4 sen’e
= 2 — 2cos [ cosax — 2eenisenc



Se hace girar el AOP, P, en el sentido del reloj tal que P coincida
con ¢l punto {1,0). Luego o — J queda en posicién normal y las nuevas
coordenadas de P, son P(cos(a — f3), sen(a — )

F: 3
"} = Pt{cos(c- B} .senfas - B}

/ \
\

4 N\

o
\ //
s

. e

Fg. 2t

d? = [1 — cos{a - B2 + [0 — sen(a — B)°
=1 — 2eos(a — ) + cos*{a — ) + sen?(a — f)
= 2 — 2 cos{ax — )

2~ 2cos(a — 3) = 2 — 2cos Beos @ — 2senfBsenc

sloos{a — [3) = cosacos B + sena senﬁl
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2- COSENO DE LA SUMA

Como la [érmula anterior es una identidad, reemplazando 3 por
—{3, se obtiene: '

cos{a — (—B)= cos acos(—f3) + sena sen(—3)

cjcos{o+ 3) = cos o cos F — sena sen(

3.- SENO DE LA SUMA

sen{a + 3) = cos [90° — (o + A)] = cos [(90° — a) — ]
= c08(90° — ) cos 3 + sen(90° — a)senf

= gene - cos I + cos v - senf?

slsen(a 4 3) = sena cos F + cos o senfd

4.~ SENO DE 1.A DIFERENCIA

En la férmula anterior reemplazando § por —§, se obtiene:

sen{a — ) = senccos § — senf3 cos a{

5- TANGENTE DE LA SUMA

sen(a+3)  seno-cos @+ senf - cosa
cos{a + 3) T cosa - cos 8 — senasenf3

/ i cos o cos 3

tg(at+l) =

tga + tg0




6.- TANGENTE DE LA DIFERENCIA

En la férmula anterior sc reemplaza 3 por -3,

_ tgatgh

Atle =B = 1T h

EJEMPLOS:

1.- Determinar el valor de tg75°

SOLUCION:

tg75° = tg(45° -+ 30°)

_ tgd5° + £g30°
T 1 tgd5e . tg30e

3 3443
s

- WA ¥ SV S SV
1 - ¥3  3=/8  3-v3 3+v3
3 3

_ 946v343 _ 1246v3
- T 9.3 6 =24 \/é

2.- Demostrar que: senlo ) = ctg} — clga
sence senf3
DEMOSTRACION:
sen{a— 1)  senca cosf — senfd cos o
sency - send sen o - senf?

senc - cosff senf cosa

senc - send seno senf?

= clgf} — clgo
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3.- Demostrar que cos 75” - sen 75° = sen(-45°}

DEMOSTRACION:

co8 75° — 5enT5° = cos(45° + 30°) — sen(45” + 30°)

= cos45% cos 30° — sen 452 sen 30° — send’° cos 307 — 3en30° cos 45°

— Y2 VM3 V2 1 v2 V3 1 2
2 2 2 3772 "7 T2
= "24 2 = W"\éé = gen(—45°)
EJERCICIOS:
1.- Sitga = J‘gg,seca < O,secd = %5—’, sen F < 0, determinar el valor
de:

sen{a + 3),tg{(8 — a), cosec [90° — {a + )]
Resp.iig(f — ) = 2=

2.- Demostrar que:

1+ ctg(a+ Betge
ctga — ctglae+ )

ctgl

3-Sitga=% y f=45 hallar tg(a— ) Resp.:%

3

FORMULAS DE REDUCCION

Dea a un angulo cualquiera:
L- Para (90°+ o) 6 (5 + )

sen{90° + a) = 5en90° cos & + cos 90°sena = cos o
cos{90° + o) = cos 907 cos @ — send0°sena = —sena



sen(90°+a)  cosa

tg(90° = = = ¢t

9(90° +a) cos(90° + a}  —seno e

1 1
1g(90° + o) = - -
90° e e =

seel° + 0} cos(90° + )  —senw cosee
cos ec(90° + a) = - LI sec o

sen{90° + a) - cos o

Haciendo un desarrclle andlogo se obtiene que:

2.- Para (180° —a) 6 (7w —a)

sen(180” — a) = senl80° - cos o — cos 180° sena = seno

cos{180” — @) = cos 180° cos a 4 sen180°sena = —cos
sen{180° — o) sena

tg{1R0° — ) == = =~

( %) cos(180° — @)  — cosa ger

3.- Para (180°+a) 6 (7 + @)

sen (180° 4 ) = senl80° - cos a + sena - cos 1807 = —sena
cos(180° + a) = cos 180° cos @ —- senl8(sena = — cos
tg(180° -+ ) = tgor

4~ Para (270° —a) 6 (¥ —o)

sen(270° — a) = — cos
cos(270° — a) = —sena
tg(270° — a) = ctg o

5- Para (270°+a) 6 (¥ +a)
sen{270° 4+ o) = —cos
cos(270° + a} = sen «
tg(270° + ) = ctg o

;iObtenga todas las razones trigonométricas restantes!!
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EJEMPLOS:

1.- Determinar el valor de: cos G - 3
SOLUCION:
cos 0° - sendb0° - ty(—135°) =1

en 450° - tg(—135%)

- 5en{360° + 90) [—tg{90° + 45%)]

= —5en 90° |—ctgd5

_—

2.~ Resolver V8 € [0, 3607]

S
sen = 5

SOLUCION: senf < 0=>0¢c [If

1.
Se sabe que senf = 5 .

2
a) 8i0 € I[IC:
oLosen{(m + 8) = —senf = —

- .. T
SO =w T =T

b et

b} Si 8 € IVC : sen(2n — 6) = —send

. - B e 1100
L O=2Tr— % =2

EJERCICIOS:

=]

6 IVC

L
2

1.~ Expresar sen(—1.583)° en funcidén de un dngulo agudo.

Resp.: — cos53°
2.- Determinar el valor de ctg

3.- Resolver para 8 € [0, 27)

a) cos?f = 4 Regpuf s, 20 20 02
b) sec § = —2 Resp.:¢
tg?0—-1 % 3n 5v 7
= =1 Resp:i %, 5 T 7

23 oy
= . Resp.-1
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4.- Expresar en su forma més simple :
sec(180° + o) + ctg(90° + &) - tg{180° + a)

B~ Demostrar:

sen(180° — a) ctg(90° — o) cos{360° — «)
tg(180° + )  tg(90° + o) sen(—a)

= Sef ¥

6.- Completar el siguiente cuadro, usando el dngulo de referencia:

RAZON
ANGULO

1207

135°

150°

210°

2252

240°

300°

315°

330°

sen cos tg ctg sec cosec

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO
DOBLE

Si en las identidades correspondientes a sen(o -+ ), cos{a + 3) ¥

tg{a + 3)

se hace a = [3,8¢ obtiene:

1.- sen2a = sen{o -+ «) = sen @ cos @ + SENQ COSCY

© senlo = Z2sena coso

2. cos2a = cos(e -+ @) = cosa - cos o — SENQ - SENQ



cos 200 = cos? @ — senta

=1 2seno

= 2cos? o — 1
Zlgo
3.- tg2a = ———=—— Demostrar!
1 —14%a

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL
ANGULO MEDIQ

1.~ Se sabe que cos 2 = 1 — 2sen’a =

R E NG
haciendo o = g?se obticne que:

seng == oy /122090 T} signo se determina segin el cuadrante al cual

soopss e B
pertenezca de 3

2.- Se sabe que cos 20 = 2cos? o — 1 =>

cos ¢ = by /1Hom ke
o

hactendo a = I ,se obtiene que:

cos § = /24228 Fl signo se determina segiin el cuadrante al cual

o @
pertenezca de 3

aend

3.- Demostrar tg% T
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EJEMPLOS:

1.- Hallar el valor de senl2(°

sen120° = sen(2 - 60°) = 25en60° cos 60°

Solucién: - T
e 7 2 5

2.~ 51 clgo = :513,04 € IVC. Determinar senZa,cos2a y  tg{n -+
2ax)

SOLUCTON:

4 - =12 Ve = ... e 32 g o =3
Sictger = =32, € IVC == sena = 3,008 ¢ = 35, Ig = 35

e g, =b 12 _ ~12
sen2a = 2senccos e = 2 =2 < i =T

poory

i3

cos?czﬁlw—‘Zsen?a-—_l—Q(:l“g 213018
g 2. (11"55) ZIEQ 190

tg(n + 20) = tg2a = - 1 e mAE s o L
1—tg?a 11— (Mﬁi 2 %i, 119
sen2A

3.~ D {1 s = lgA
emostrar que: T cty
Demostracidn:
gen2A 2genAcos A 2senAcos A 28enA cos A

T—cos24 1 (1—2sen?A) T 1 1+2sen?A 2sen?A

cos A
= = ctgA
senA ¥
4.- Demostrar que: tg% = 1§$e
‘ . , sen§ . ) .
Demostracién:  tgg = amplificando por 2seng se obtiene:
cos 3
2
236%2% 1 cosd

2887!.% oS % senl
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5.- Siseca = —1if a € I1IC. Determinar sen$ y  cos(3w + £)

SOLUCION: € [T C== S € IIC

13
15
Fig. 2
e
a) 86%% = —‘*511 = :/-i_?

b} cos(37 + %) = cos{m + %) = — 08 § = —(— w{i} = e

EJERCICIOS:

1.- Demostrar que:

senZo

tgoy = ———e
a) g 14+ cosla

b) tg{§ -+ 45°) — tgo = seca

2.~ Determinar el valor de: £g22,5% senl5® Resp.iy/2 — 1; Y822

3- Sictga =2, a ¢ 1 C,cosecB =2 8 llIC

4 127

senle - cos 3 — tg3 - secfB

28 __ 3
cOE* s — 2=

Dieterminar el valor de:

Rc:«zp.:ig—fi
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TRANSFORMACION DE PRODUCTOS A SUMAS
Y VICEVERSA

L- TRANSFORMACION DE PRODUCTOS A SUMAS:

Se tiene que:

sen(a + ) = sena cos # + senBcos
) sen(a — ) = sena cos B — senf cos

sumando miembro a miembro, se tiene:

sen{a + 3) + sen(a — () = 2sena cos 3

. | senccos B = L [sen(a + 3) + sen(a — B)]

Andlogamente, restando se obtiene:

senfcos @ = 1 [sen(a + ) — sen(a — )]

cos{a + 3) = cos &t cos § — sen senf
) cos{a — f3) = cosacos J + sena senfs
bro,se tiene:
cos{ax + f3) + cos(a — B) = 2cos acos

cosexcos 3 = L [cos(a + () + cos (e — B)]

sumando miembro a miern-

Anslogamente, restando se tiene:

l sena senf = 2 [cos(a + ) — cos (a — B)] l

11- TRANSFORMACION DE SUMAS EN PRODUCTOS

Si en las formulas anteriores se hace:




Sustituyendo se obtiene:
1)senz + seny = 2 seng(z -+ y)cos 2(x — y)
2)senz — seny = 2cos ;(z + y) senz(z — y)
3Jcosz +cosy = 2cos iz +y)cos iz —y)

4)cosz —cosy = —2seny(z + y)seng(z — y)

BEJERCICIOS:

cos 78 — cos hé 1465
pry PO

I.- Demostrar que:

Demostiracion:

cos 7& — coe b —2senbd - gend

senbb — sen7é 2 cos 66 - sen(—6)

_ —senbd - send 1066
= T cos66 - send Y

2.~ Demostrar que: cos 3o + sen2a — senda = (1 — 2sena) cos 3a

Demostracién:

oos 3o + (sen2a - sender) = cos3a + 2cos 3o - sen{—a)
== cog 3a — 2 cos 3 - sena
= (1 — 2sena) cos 3o

‘ 1+ -
3.- Demostrar que: e — sl tgk
14 senp +cos it

Demostracidn:

Teoospr | semp con 2 it i ©® #
14senp—cosp —+-+= sen*s + sens cos §

) g T 1-4cos sem, 2 . B2
1+ senp+cosp  SRERE LIRS cos® b sen - cos G
/o £ /5
sent (senf + cos )
B £ 5
cos £{cos & + senk)

I=4
72




EJERCICIOS:

1.- Demostrar que:

2.~ Demostrar que: sen20° -

3.- Demostrar que:

sen2e -+ senba — seng

OBSERVACION:

cos 2a + cos Bex -+ cos &

= tq2c

send0°® - sen80° = 1/3

senibo — sen?2a = senToa - sen3a
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Considerando que las razones trigonométricas cumplen con la defini-
cién de funcién, en adelante hablaremos de funciones trigonométricas
en vez de razones trigonométricas.

GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Variaciones de las funciones trigonométricas:

| Funcién\g | 0° a 90° | 90° o 180° | 180° a 270° | 270° a 360°

sen 6 0 a1l 1 a 0O 0 a—1 -1 @ 0
cos O 1 a 0 0 o —1 —~1 a 0 g al
tg 6 0 a +o0|—o0al 0 a +o0 |—ocoal
ctg 0 +oo a 010 a—o0 +oo a 0 0 a —o©
sec # ia+o0 |—0a -1 |—1 a—00 +ocal
cosect +oo ¢l 1a 4o —xa —1 |—1a —oo

Observacién: En los gréficos trigonométricas siguientes, el Eje X
estd medido considerando 7 = 3, 14
GRAFICA DE SENO: (-—oc,+oo) — [~1,1] / f(z) = senz

1

0.57

Seno (Fig. 23)

-0.5]

-1r
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Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y la otra por -1. Después

de 27 la grélica se repite, entonces se dice gue el periodo del seno es
21t
GRAFICA DE COSENO: (—o0, +00) — [—1,1] / f(2) = cosx

03]

Coseno (Fig. 24)

Se trazan dos paralelas al Fje X, una por 1 y la otra por -1. Después
de % la grafica se repite, como de —% a % hay 2w, entonces se dice

que el periodo del coseno es 27,

GRAFICA DE TANGENTE : R— {“—Kgﬂlw, ke Z} s (—00, +00)/
flz) = tgz

<2

Tangente (Fig. 25)

Se trazan tres paralelas al Fje Y, una por —% otra por § ¥ otra por

5
3
2 ) u -
Después de £ la grdfica se repite, como de —~Z a £ hay 7 entonces
18 5 pLe, 5 EY Y,

se dice que ¢l periodo de la tangente es .
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GRAFICA DE CONTANGENTE: R—{km,k € Z} — (—00, 400}/
flz) = cot gz

Cotangente (Fig. 25)

Se trazan dos paralelas al Eje Y, una por 0 y la otra por 7.
Después de 7 la gréfica se repite, entonces se dice que el perfodo de
ia colangente es 7.

GRAFICA DE SECANTE: R— (2k+ 1),k €Z } —
R—(~1,1) / flz) =secz.

\

&
pa
3]

1

f

-3 -2 -1

Secante (Fig. 26)

Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y otra por -1 y se trazan
tres paralelas al Eje Y, una por —7, otra por § y otra por %5. Después
de 27 la gréfica se repite, extonces se dice que el perfodo de la secante
es 27,
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GRAFICA DE COSECANTE: R—{km k € Z} — R—(~1,1) /

flz) = cosecx

N

——

Cosecante (Fig. 28)

Se trazan dos paralelas al Eje X, una por 1 y otra por -1, y se trazan
dos paralelas al Eje Y, una por 7 y otra por 27.

Después de 27 Ia grafica se repite, entonces se dice que el periodo
de la cosecante es 2.

EJERCICIOS:

- a) Graficar: f(z) = sen(} — )

b) Comparar con el gréfico de f{x) = cosz ;Qué puede concluir?
2.~ a) Graficar: f(z) = tg(270° — )

b) Comparar con el grafico de f(x) = cot gz jQué puede concluir?

3.- ;Qué concluye al comparar los graﬁcos de f{z) = sen(180° + x)
con €l de f(z) = senz?
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ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Definicién: Se Naman Feunaciones Trigonométricas, aquellas ecna-
ciones que contienen razones trigonométricas de dngulos desconocidos
y que son vdlidas dnicamente para determinados valores de dichos 4n-

gulos.

Ejemplo:
sent =0=— 1z, =0
Lo =T

Chequeo de las soluciones: Si los valores encontrados son solucién,
deben satisfacer la ecuacién.

Si: oy =0==>sen0=0 . =z = 0 es solucién.
Si: oy =7 == genw=10 . zy=7 es solucidn

. El conjunto solucién = S = {0, 7}

Si una ecuacidn tiene una solucién, tiene en general, un conjunto
infinito de soluciones.
Soluciones generales: senz =0 ==z, =0+ 2nm,n €’
To=7w+2na,nEL
Periodo: 27
En general veremos soluciones particulares en las cuales: 0 <z <
2

RECOMENDACIONES PARA REDUCIR LAS
_ ECUACIONES
TRIGONOMETRICAS A TIPOS MAS ELEMENTALES:

a) Fxpresar todas las funciones que intevienen en la ecuacién en
términos de una sola funcién de un mismo dngulo.

b} Reunir todos los términos en un solo miembro.

¢) Descomponer en factores, siempre que sca posible.
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EJEMPLO:
Resolver la ecuacion : senz — 2senz cos ¢ = {

SOLUCION: senxz — 2senxz cos x = 0

senz(l —2cos ) =0==> a)senz =0== 2;=0+2n7
Ty =7+ 2nw

b)1l-—-2cos z=0
oS & m—é—m xy = %+ 2nyw
Zy=Z 2 5= {0,71',%,%5}

OBSERVACION:

(Generalmente, al elevar al cuadrado ambos miembros de una ecuacién
o al eltminar denominadores, se intreducen soluciones extranas. Todos
aquellos dngulos que no satisfacen la ecuacién original deben ser elim-
inados como solucidn,

EJEMPLOS:

1.- Resolver : Vz € [0,27), sen zcosz =0

SOLUCION:
senzecosz =0=> alsenzr =0 =>z=0+4+2kr =0 (k=_0)
=>r=5+2%kn =7 (k=0)

b} cost=0=>z =%+ 2%kn=235(k=0)
=3 4 2k =% (k=0)

. omes " 3
Pl 1 {0,?1',5,‘2‘
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2.- Resolver : Vz € [0, 3—;‘—] , 8€n2x = cos 2k

SOLUCION: sen2x = cos2z = tg2z =1 =

3.- Resolver V8 € {0,27), cos 8 — send = cos 20

SOLUCION:

cosfl — senf) = cos 26/*

cos® @ — 2sent cos f + sen’f = cos? 20

1 — sen26 = cos? 20

1 — sen20 = 1 — sen?20

sen?20 — sen2f = 0 = sen20(sen26 — 1) =0

= a)sen2f = 0 == 20 =0+ 2kn => 0 = kxr = 0,7n(k =0,1)
20 = 14 2m = 0 = Lk = 5, % (k = 0,1)
b)sen26 = 1 = Qﬁm%+2kﬂ:>§:%+kﬁx%,%’l(kw0,l}

5

. 5={0,3,

N

{Ias demds soluciones son soluciones extrafias)

4.- Resolver Yz € [0, 27]

2cos2x + tgx =2

., SENT
Solucién:  2(1 — 2sen®z) + =2
cos T
sent 2(2senz cos x)senz — sens

4sen’s —
COS &

cos
senx(2sen2z — 1) = 0,con cosx # 0,=>
a)senz = 0 == x=0+2kx =027 (k=0,1)
z=m+2kn =7 {k=10)
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bysenlz = 3 = 20 =%+ 2%kn=> z=J+kn="752(k=01)

20 = 4 2%k = =L 4kr=32 1T (k=0,1)
S {O?TQ’JT & 13w 5w 17w

112 317202 12

BEJERCICIOS :

Resolver Yz € [0, 27} :

1. sen2z = —senzx Resp.:{0, & =, &
2. Ycosz senx + 2cos ¢ = ldsenz Resp.: {3,12§ —51}
3. cosecx + ctgr == /3 Resp.:{»“gé}

4. v/2cos3z ~ cos T = cos bz

Res T x5 Tw Jwm llw m Sn Tm 16w
p-{5 5 % 6 o6 5 8 B8

9. Tt = 2 —clgx Resp.:{£, 3%

6. senrcosz =1 Resp.:¢
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Sea y = senx. Sabemos que para cada valor de x se obtiene un y, es
decir si conocemos ¢l dngulo, el valor del seno de ese dngulo es nico.
Sin embargo, si conocemos el valor del seno de un dngulo, ese dngulo
puede tomar infinitos valores.

ete.

. . _ 1 _ 1 3 9
Ejemplo: senz = —5 == % = 7,7 >

Esto sucede porque las funciones trigonométricas no son biyectivas.
Para que lo sean, y por lo tanto posean inversa, es necesario restringir
los dominios de ellas.

Hechas estas restricciones, se definen las funciones trigonométricas
inversas de la siguiente forma: retomando nuestra funcién inicial y =
senz, intercambiamos x con ¥, es decir z = seny, de donde al despejar
y, se obtiene y = arcsenz que se lee, "y igual arco seno de x”, y llamada
funcién inversa del seno. La funcién arco seno de x representa el dngulo
Cuyo Seno es x.

A continuacién veremos las graficas de las funciones trigonométricas
inversas con sus caracteristicas principales.

1.- Para f{z) = arc sen x siendo sen : [-£, £l — [-1,1] yarcsen:
il 13

0.5

seno (Fig. 29)
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A 08 0o -04 02 2..04 06 03

arco seno (g, 30)

Si la gréfica de f{x) = sen x se rota en 90° en sentido contrario a las
manecillas de un relo] y luego se mvierte sobre st misma se obtiene la
grafica de f(z) = arc senz. Lo mismo sucederd en las demds funciones.

2.- Para f{x) = arc coszsiendo cos : [0,7] — [-1,1] ¥

arc cos: [—1,1] — [0, 7]

1. \
1] \
0.5]

\

-1 035 0 0.5

arco coseno (Fig. 31)

3- f(z) = arctgzsiendo tg : (=5, 5} = Ry arctyg : R —(-%,7)

~17

-1.51

arco tangente (Fig. 32)
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Graficar las demds funciones mversas, determinando su dominio y
recorTido.

LWJEMPLOS:

i.- Calcular y = arc S’(“nif, considerandola como:

a) relacién inversa
b) funcién inversa

SOLUCION:

. | - V3
a) ¥ = arcseny => seny = 3

(T4 %mkEZ
Y=\ By 2%kmkeZ

es deair, arcsenlv,;j representa cualquiera de los dngulos cuvo seno

es ;g_s
b),;wwar(sen—"c——é senywl/—:m:i»y—#’é [ 2,2}
es decir, arc sen 31: representa el tnico dngulo que pertenece al do-

rmnio mstrmgldo de la funcién seno correspondiente al recorrido de la
funcién arc seno.

9._ Determinar el valor de tg{arctgu)

SOLUCION:
Sea gre bgp = = lga =4

| tglarctgp) = tgo = p

e ; By e 8] 63
3.- Demostrar : tg [arcsen(—%) — arc cos il =10



Demostracién:
5 i
3 3
T 12
&
4 5
Fig. 33 Fig. 34
Sea o = aresen{—2) = sena= - = a € IVC

oS L 5 - 2
Sea = arc cos 13 => cosf= 5 =+ FE€IC

tga—tgf _ F=P

1_;_59(1.@/3“1_.%.15?: b

sotgla—fB) =

4.~ Resolver 2 are cfg? + arccos g = are Cosec

SOLUCION:
Vi , 5 4
a
: 3
g% Fig. 36
Sea = arcetg?2 = ctga =2 = ac IC

Sea = arc cos-gz>cgs[f:§:>ﬁe Ic

o, 20+ B =arccosecx => coser (204 F) =

1 1
~sen(2a - 3)  sen2a - cos §+ cos2a - senf3

1
~ 2senc - cos o cos 3 + {1 — 2senZa)senf




r % & ii0-Th§ E+E *
BJERCICIOS:
1.~ Calcular:
a) cos(arctg(—$)) Resp.: 22
b} are cos (tg (—2F)) Resp.: ¥
c} arc cos ec % Resp.: &

2.- Demostrar:

T

a) Zarct L = are cos &
a a-tx

b) sen (2arc sen x) = 2xy/1 — 2°

\/5—];5:

/2
c) arc cos 4/ § — arc cos o =%

3.- Resolver:

a) are cos & - are Sen T = Ore cos 1v/3 Resp.:{(), Ju o}
b) 2arc ctg? 4 are cos 3 — grc cosecx Resp.a{2}
: 7 c oS § : COS € Pt

zi-1

¢) arcctg®= + arclg £+ =0 Resp.:¢




GEOMETRIA ANALITICA

COORDENADAS

Si consideramos la recta de los mitmeros reales (R), nos encontramos
trabajande en un sistema unidimensional.

Sisterma Unidimensional:

N
< N T

> EJEX

Fig.38

A todo punto P en el eje le corresponde un real v a todo real n le
corresponde un punto.

Es decir: 5i: £ € Eje X,3n € R/ P <=3 nsiendo

n la coordenada de P.

(El punto P con coordenada 7, se denota: P (n))
0(0)} es el ORIGEN del sistema.

Sean Py (x1) y Pa{zy) dos puntos dados de una recta. Para deter-
minar la longitud del segmento 1% se tiene:



‘OP1+P}I)2f—5p;=¢$1+}jjpgﬁiﬂgﬂ$

P}_Pgﬂ.’ﬂg—'.’lﬁl

La longitud de un segmento se obtiene restando a la coordenada del

punto final, la coordenada del punto inicial.

De esta forma: AP, =33 — X2
= —{®z — =)
BP = -bB

Fstos segmentos se denominan segmentos dirigidos.

1,a distancia entre dos puntos se define como ¢l valor absoluto de la

longitud del segmento rectilfneo que los une, es decir:

[P = | R P|

EJEMPLOS: 1) Determinar la distancia determinadas por el origen

y los siguientes puntos:

a) P(2)

Solucién: |G P} = 2 = | PO
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b) A(-T7)
Solucidn: hdgala
c) B(0)

Solucidn: (OB = 0 = |BO}|

Luego: OB =0<0=15

2.~ Con los datos del problema anterior, determinar : [P A

Solucion: [PA| = [{(—7)—(2)| =]-9| =9
o también |AP| =2 - (=7)] = 19| =9

St consideramos dos rectas de mimeros reales: Ly vy Ly, donde:
LiN Ly = {0} = ORIGEN del sisterna.

Con ésto se da origen a un sistema bidimensional.

Graficamente:

Fig. 3
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EieYo
Eje de las
Ordenadas

P EeXo

Eje de kas Abscisas

Fig. 40

(Eje X) N (EjeY) = {0} = ORIGEN del sistema.
Si: (EjeX) L (EjeY) se origina un sistema bidimensional recto:

plano way
EJEY
A
i
B
— e EJEX
A o4 P . >
44
a2
v
Hig. 41

Una abscisa y mma ordenada forman las COORDENADAS REC-
TANGULARES de un punto, las que se denotan mediante una pareja:

P{abscisa,ordenada) = P(z,y), com: 2,y € R.

A todo punto PP del plano {(wxy) le corresponde un tnico par
ordenado y a todo par ordenado le corresponde un tinico punto!!
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Al segmento determinado por el origen del sistema v un punto P

del plano, se le Hama: RADIO VECTOR, siendo [OP] = r

Si: r # 0, r es considerado, siempre, positivo.

Los ejes dividen al plano 7xy en cuatro cuadrantes: I, I1, IfI y IV.

Signo de las coordenadas ubicadas en los cuadrantes:

I (+,4)
H: -+)
I (-4
IV: (+, ~)

Al Sistema Coordenado Rectangular, también se le lama: SIS-

TEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS.

EJERCICIOS:

1.- Dados : Un Sistema Cartesiano.

a) Ubicar los puntos en wxy
b} Determinar: |OA]

0B

0C]|

|BC|

2.« Dados: Un Sistema Cartesiano.

D{0, —4)
£(0,2)
F(0,9)
0(0,0)

a) Ubicar los puntos en mxy
b} Determinar : {OD]

o]

OF]

D
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3.- Con los datos de los problemas: (1} ¥ (2), determinar:

a) |AD]
b) |AE
c) |AF|

4.- Dados los siguientes puntos: P(2,3) y Q(6,6)

a) Ublcar los puntos en 7 xy

b) Trazar una paralela al Eje X por P.

¢) Trazar una paralela al Eje ¥ por Q.

d) (7 Eje X) N (1 Eje Y)= {5}

e) Determinar las coordenadas del punto 5.
f) Determinar: |PQ)|

GENERALIZACION DEL ULTIMO PROBLEMA:

Dados: Pl(a"?hyl) Yy Pﬁ(ﬂﬁ;yz)
Deternminar: | PPy

DES.: Hacer una gréfica con los datos dados.
Trazar wma paralela al Fje X por P,

‘Trazar una paralela al Eje Y por [

(" Eje X) 0 (1 Eje V)= {8}
Determinar las coordenadas de 8.
Determinar : {5

Determinar: |55,

’}}1}32{2 — EADIS'?' n ]S’Pziz

BB = /(@ = 21)2 + (g - )2
iLa distancia se define como no negatival

EJERCICIOS:

L.- Dados los puntos : £1(—3,2) y (5, —1). Determinar: L2 Py
Resp.: v/73
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2.- Dados los puntos: P4(3,3), Pa(—3,-3) v F(—3v3, 3v/3).
Determinar el lipo de tridngulo generado por los puntos dados.
Resp.: equildtero

3.- Dos de los vértices de un tridngulo equildtero son los puntos:

{(-1,1) y (3,1). Determinar las coordenadas del tercer vértice (dos
soluciones).

Resp.: (1,14 2+/3)

4.- Determinar la ecuacién algebrdica que expresa el hecho de que
el punto {x,y) equidista de los puntos: (-3,5) ¥ (7,-9). Resp.:
br —Ty—24 =10 '

DIVISION DE UN SEGMENTO EN UNA RAZON DADA

Teorema: Si Pi(z1,41) y Fa{xs, y2) son los extremos del segmento
PPy, y P(z,y) divide a '\ F, en la razén r = %‘3} entonces las coor-
depadas de P, son: ‘

_ Zytra Wit T

., F -1

X
1+» ° - 14r

DEMOSTRACION:

» EJEX

fig 42

A; proyeccidn de Py sobre eje x
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A proyeccién de P sobre eje x

Ay proyeccién de P, sobre eje x

By proyeccion de Py sobre eje y

B proyeccidén de P sobre gje v

Bj proveccién de P sobre eje y

Por geometria elemental A Pl Ay ~ ANPITA ~ AP A

PP AA

3
e = ——— pero Aq(21,0), Alx,0) ¥y As{x4,0
T v 1(21,0), Az, 0) y Ax(2,0)
»P r ;

o B BT T L
PP, Ty — T 1+r

Procediendo de la misma forma con las ordenadas, se tiene:

Bl (U:yl)a B(OJ y); BQ(Oa UZ)

PP BBy Y1+ T2

PP, BB, Ya—1U 147

s T '7-"4“1

Caso particular: Si I? es punto medio del segmento dirigido PP,
entonces r = 1, ¥ :

Zy + Ty Y1+ U
oy --—’ y I r————
2 2

(Observaciones:

1.- Las razones deben ser consideradas con su signo, por tratarse de
segmentos dirigidos.

2 - Debe tenerse cuidado con la sustitucién de coordenadas.

3.- Si el punto de divisién es externo al segmento dirigido Py 7%, la
razén r es negativa.

EJEMPLO:

Los puntos extremos de un segmento son Pi{2,4) y (8, —4). De-
terminar el punto P(z,y) que divide a este segmento en dos partes tales
que:
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BP: PP = -2

SOLUCION: Como r es negativa, F es un punto exterior del seg-
mento. Haga el grafico aphcando la Brmula se tiene:

— Bt Ty . _ i + T B T R
1+ r =i : 147 -1
S P(-4,12)
Otra forma;
Hscribiendo las razones divectamente se tiene:
PP ~ 8
Tﬂ—f——,—:gx e T e B e
PP 22—z
PP y+4 4
S = B =yt 4 =—84 2y=y=+12
o R Y Y ==y
o P(—4,12)
JERCICIOS:

Dados: P(1,4) y Py(5,0),determinar:

a) Las coordenadas del punto P(z,y), que divide al segmento di-
rigidoe P P, en la razén: r = 3
Resp.: P(4,1)

b} La razén en que el punio {4, 1), divide al segmento dirigido P /%
Resp:r =3

¢} La razén en que P divide al segmento dirigido /4 7.
Resp.: r = —4

d) Las coordenadas del punto medio del segmento dirigido £.P;
Resp.: (3,2)
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PENDIENTE DE UNA RECTA

Dadas: In v Lo

Iy 0 Ly={P}
Se forman dos pares de dngulos opuestos por el vértice.
Gréficamente:

Fig. 43

DEFINICION: ANGULO DE DOS RECTAS DIRIGIDAS: Es aquel
formado por los dos lados que se alejan del vértice.
Ejemplo: «

Si : Sentido de L1 = Sentidode Ly = o = 0°

L} H LQ =
Si : Sentidode Liopucsto Sentidode Ly == o = 1807

Sélo trabajaremos con dngulos menores o iguales que 180°.

DEFINICION: ANGULO DE INCLINACION: Se llama dngulo de
inclinacién de una recta, al Angulo formado por la recta (considerando
sn sentido hacia arriba) y el Fje X (considerando su sentido positivo).
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Graficamente:

Fig. 44

(1 < Angulo de Inclinacion de < 1807

DEFINICION: PENDIENTE O COEFICIENTE ANGULAR: La
pendiente ¢ coeficiente angular de una recta corresponde a la tangente
de su angulo de inclinacién.

Sea: a dngulo de inclinacién de L.,
Pendiente = m = fga

aagudo ==pendiente positiva == m > 0.
aobtuso = pendiente negativa == m < 0.

Si: L [{FjeY) =L L (Eje X)

. Angulo de Inchinacién =....

Pero: tg90° no estsd definida.

-.La Pendiente de una recta paralela al Fje Y o perpendicular al
Kje X, no existe.

La caracteristica de las coordenadas de este tipo de rectas es que la
abscisa es siempre...

TEOREMA: Si Pi(z1,11) ¥ Fa(zs, y2) son dos puntos de una recta,

Yo —h
o & #ﬂ"'?
Iy — Iy

entonces m =



&5

Demostracién:

g
i

PHYLYY

f
|
PP _%_ Bix2yf)
l |
/ | |
= > i Ly
i Al a
b : 4
Fig. 45
L= recta que pasa por 1 ¥y F
o—=dngulo inclinacién de L
a=dngulo B P, P, o
Por trigonometria se tiene: m = tga = %
= Y2 yl"yz’xl - 15
Eg—-XTy T Tz
EJEMPLO:
Dados A{1,6} v B(8, —5),determinar:
a) La pendiente de la recta AB
b) El angolo de inclinacién de la recta AB
SOLUCION:
<+ L K
84)

Fig. 46

S
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6—(~-5) 11 11

a) mm-"m_m:.?:——.f—

b) a=arctg(—%) = 122°28'16"

ANGULO DE DOS RECTAS

Dados: Ly y L
Ly N Ly = {C}
Iy M {Fje z) = {A}
Iy N {(Eje o) = {B}
61 y 02 Angulos Suplementarios que forman Ly v Fo

Gralicamende:

|
12 A

Fig. 47

th y (9 stempre se van a medir en sentido positivo.
fin cada angulo se va a encontrar:

Recta Imcial == Pendiente Inicial
Hecta Final—=Pendiente Final



67

In 6 se tiene: 1yes la Recta...oo.
1111 s la Pendiente....._....
Lyes la Recta.....oo..oce....
mees la Pendiente...........
¥n 0, se tiene:Lqes la Recta. ...l
g es la Pendiente..........
Tiesla Recta. oo,
m,es la Pendiente..........
Se determinars #; y 03 en funcién de las pendientes (my y my).
De los lados que forman los dngulos &y y 3 se tiene:

Caleulo de 6,: En A ABC 0 = 0y + 0y == 0y =g — oy

tgop—igony

== bg By = tglan — o) = St

Caleulo de 0y Fn A ABC, 8y = ay + (180° — o) =3

tgoy — lgas

tg 8y = Lg(ay + (180° — aa}) = tglon — ) = 1 + tgastgo
juilin

(Siempre se va a restar: La Pendiente Final menos la Pendiente

Inicial del dngulo en referencia).
Reswmiendo: 190 = m2 T

, donde: mym -1
1 - w1y 1 7

Donde: my es la Pendiente..............
s e la Pendiente................

CASQS ESPECIALES:

a) RECTAS PARALELAS: El dngulo que forman esder.........0. e
", tg0° == £g180° = 0 = {ATL == my — 1y = 0 = my = my
Reciprocamente:

. —0
Si: mq = mo = i,gz‘)m():zz>{ 0 — 180° ©
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I “LQ <> 1T = e

b) RECTAS PERPENDICULARES: En este caso: ¢ == .........

No es posible emplear la formula : g0 = ~ 21
1 4+ myrme

porque: {g90° =7
Pero es factible escribir la férmula como cot g -

1
ot gl == 4+ g
mg — m-!
1 ,
©ocotg90° =0 = 1 My
7”}2 o ml
Ll +mamg =0 = mymg = —1
Reciprocamente:
Si: mymg = —1 == cot gl = 0 = 0 = 90°
[Jl —L L2 e Ty 1Ty == -———1
EJERCICIOS:

1.- Dados los siguientes puntos : A(—2,1), B(1,5), C{10,7) y D{7.3)

a} Determinar el tipo de cuadrildtero que se forma.
b) Determinar la medida del dngulo agudo.

2.- Dados: A{2,5), B(8,—1) y C(~2,1)

a} Determinar el tipo de tridngulo que ellos forman.
b) Determinar la medida de cada uno de los dngulos mteriores del
tridngulo.
3.- Dados: A(2,4), B(7,3),C(6,—-2) y D{1,—1)
a) Determinar el tipo de cuadrildtero.
b) Demostrar que sus diagonales son perpendiculares.

¢} Demostrar que las diagonales se dividen, mutuamente, en partes
iguales.
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DEMOSTRACION DE TEOREMAS GEOMETRICOS

Los métodos de la Geometria Analitica permiten demostrar los teo-
remas de la Geometria Flemental. Lo principal es poder ubicar, la
fignra geométrica, en la forma mds conveniente, en el sistema coorde-
nado, de tal manera que las coordenadas de sus puntos principales sean

lo mds simple posible.

EJEMPLOS:

1.- Ubicar un tridngulo en un sistema cartesiano, de tal manera que
Ia cantidad de variables sea la menor posible. (Buscar dos solu-

ciones).
2 _ Dados: Cuadrildtero ABCD

E punto medio del segmento AB
F punto medio del segmento BC
(G punto medio del segmento C'D
H punto medio del segmento DA

Demostrar que ¢l cuadrildtero EF'GH es un paraleldgramo.

LA LINEA RECTA

DEFINICION:

T.inea recta es el conjunto de puntos (o lugar geométrico) tales que

tomando dos puntos diferentes cualesquiera Pz, ) v Polae, ) de
. o — 1
&l, el valor de la pendiente ”m” calculada por: m = vﬁw-#’i? . 5 W
Ty — I

resulta siempre la misma constante.

Sabemos que dos puntos, distintos, P (z1,y1) v Fa(z2,y2) determi-
pan una tnica recta, cuya pendiente es:

Y2 — U1
g == = E F Ty
g — I
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Si se toma otro punto de la recta P(z,vy), entonces se va a tener la
siguiente ecuacion:

Yot _ U
Xg — Xy r— Ty

[sta es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos £, y /5. De
esta ecnacién, practicamente, se deducen todas las otras ecuaciones de
la recta.

Ei.: Determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos:

A(2,1) y B(-8,5).

FORMAS ESPECITALES DE LA ECUACION DE LA RECTA:

a) Eecuacién de la recta que pasa por dos puntos: Fs la forma pre-
Y=Y Y2

sentada anteriormente, es decir: 2. - T 22 — I

b} FORMA PUNTO PENDIENTE: Como: Ty — &

entonces la ecuacion anterior queda de la siguiente forma:

Y79 sy~ = mlz —2)
T — X
Esta 1ltima expresién es la ecuacién pedida.
Ej-: Determinar la ecuacién de la recta que pasa por (3, —4) v forma
un angulo de 60° con el Eje X.

c}) FORMA ORDENADA EN EL ORIGEN: Entenderemos por or-
denada en el origen a la ordenada del punto de interseccién de la
recta con el Fje Y. Por lo tanto, en el caso anterior, si el punto
(x1,21) es (0, b), entonces la ecuacién queda de la siguiente forma:
y=mx+b

Ej.: Determinar la ecuacién de la recta con pendiente -3 ¥ que
intersecta al Fje Y en el punto {0,7).
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d) FORMA SIMETRICA: Si la recta intersecta al Fje X en (@, 0) y
al Eje Y en (0, b),entonces, aplicando la forma (a), se tiene:

¥t o 8oy gy — b) = —bx == ay —ab+ bz =0

i bf + ay — a})/fg . ""f‘”“:l
Ej.: Determinar la ecuacién de la recta que intersecta al Eje X en
el punto A(—2,0} y al  Eje Y en el punto B(0,5).

ALGUNAS ECUACIONES ESPECIALES DE RECTA:

a) Graficar una recta paralela al Eje Y, que pase por el punto (3,5).
Determinar otras coordenadas de esta recta. La particulandad
de todos estos puntos es que: Lag abscisas son ..o

- La ecuacién de una recta perpendicular al Eje X o paralela al Eje
Y es: z=mn, nck

b} De acuerdo a lo anterior la ecuacién del Eje ¥ est x =

¢) Graficar una recta paralela al Eje X, que pase por el punto (4,-2).
Determinar otras coordenadas de esta recta. La particularidad

-+ La ecuacién de una recta perpendicular al Fje Y o paralela al Eje
X es: y=1, n e R’

ECUACION GENERAL DE LA RECTA.,

Todas las ecnaciones que hemos visto anteriormente tienen la forma:
Az + By+ C =0.

Todas las ecuaciones de esta forma representan una recta, donde,
necesariamente, A o B deben ser no pules.

Fista ecuacién se lama: BEcuacién de Primer Grado en dos variables
o Ecuacién Lineal.
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Ahora vamos a chequear si realmente una ecuacién de este tipo rep-
resenta una recta. Para ésto analizaremos, en la ecuacidn, el coeficiente
de "y, es decir..........

Se pueden presentar dos casos: B =06 B #0.

Caso1: B=0:5: B=0= A#0.

-, La ecuacién queda como: Az + O =10

L Ar=—-CU =2 ~= "TC que es la ecuacion de una recta paralela
al Fje....por el punto...............

Caso 2: B # 0: La ecuacién queda de la forma: Az+By+C =0 / 7};

%3: + v+ —% = =y = ——gm % que os la ecuacidn
de una recta de pendienter m = ...l y ordenada en el ori-

Fj.: Dada la siguiente ecuacidon: 3z — 5y +2 =10
Determinar:

a) Su pendiente

b) Tres puntos de la recta.

CONDICION DE PARALELIEMO:

Sean:
Iy :A1m+81y+6’1 ={
_LQ Z A2$+ Bgy—{-CZ == {}

IR 5 P Iy T ceerivericiene i

Sabemos que : Lyl <= My e ..

R ) HLQ = AIBQ — BlAg =

Ej.: Dadas:
1:224+3y—1=40
Lo:dx+6y+7=20



Determinar si: Ly || Ly

CONDICION DE PERPENDICULARIDAD:

Sean:
L; 7 A}_.’E + B;ly -+ O} =8l
Lo gz + Boy +Cy =0

R T r— TLE, 5 e
Sabemos que : Ly L Do &= = -1
A Al 1.
{—ﬁ}%g}wmym> ...........................................

g L Ly &= A1A2 4+ Bi1By =10
Fj.: Dadas:
L,:32—2y +3=0
Ly:dx+6y—1=0

Determinar si ellas son perpendiculares.

CONDICION DE COINCIDENCIA:

Sean:

L1 K Alaz+Bly+C; =0

Lo Aoz + Boy +Co =0 _

L, coincidente con Ly <= Ay = kAy By = kBy, O = k(3 con
k £ 0. ' '

Ei.: Dadas:

hizt+2y+3=20

Ly:3z+6y+9=10

Determinar s1 ellas son coincidentes.
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FORMA NORMAL DE LA ECUACION DE LA RECTA

Una recta también es posible determinarla conociendo Ia distancia
del origen a la recta v el dngulo que cste segmento forma con el eje
x. Al dngulo entre el segmento perpendicular a la recta v el sentido
positivo del Fje X lo llamaremos w y a la longitud del segmento la
Hamaremos p.

Sean: 0 origen del sistema
Ac L

OA L L

OA=p

Fg. &

Angulo entre: OAy el Bje X = w

.Las coordenadas de A son {p cos w,p sen w).

- Fl dangulo de inclinacidn de la recta es: 909 + @

-.La pendiente de la recta es: m = tg(90° +w) = —cotgw

.51 se tienen: El punte A v la pendiente m de la recta, entonces se
conoce la ecuacién de la recta, aplicando la forma Punto Pendiente,

es decir: ¥ — p senw = — cot gw{z — p cos w).

y — psent =229 (4 — p cos W)

Realizando las simplificaciones del caso, se tiene:

lr cos w + ysenw —p =1
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Obsgervacion:

Si la recta pasa por el origen p = 0. En este caso se supone que la
recta estd dirigida hacia arriba del origen y por lo tanto 07 < w < 180°.

EJEMPLO: Determinar la ecuacion normal de la recta que no pasa
por el IIIC, cuyo dngulo de inclinacién es de 120° y la distancia del
origen a la recta es de 5 umdades.

SOLUCION:
L 4 ¥
5
& @ » A
\ 4 \\
Fig. 48
p=35

120° = =7 + 90° == w = 30°
. forma normal de [ es:

z cos 307 + y sen30® - 5 = 0

\/§$+§yﬁ5=(}
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REDUCCION DE LA FORMA GENERAL DE LA
ECUACION DE UNA RECTA A LA FORMA NORMAL

Sea Az + By + C = 0 la forma general de una recta (*) z cos w +
ysenw — p = 0 su forma normal. 5i ambas ecuaciones representan la
misma recta sus coeficientes son proporcionales. Luego:

Veosw = kA == cos? w = k2A*
2)senw = kB == sen®w = kB2 == kAT + BY) =1 (o)

3) —p=kC
De (()‘,’) foses W,A2+Bz%0

A B C
x+ +
44/ A% 4 B2 AZ Bzy ++/A? - B2
Es evidente que no podemos usar el doble signo del radical. Luego
debermos notar gue:

=

a) Sip # 0, debe ser positivo, luego en 3) k y C deben ser de signos

distintos.

b) Si la recta pasa por el origen, p = 0y =0,y 0 < @w <
180° entonces

sen w > 0. Luego en 2) k y B deben tener el mismo signo.

¢} Por dltimo st B = C = Qentonces senw = 0 = @w = (7 ==
cosw = 1,

Inego de 1) k y A deben tener el mismo signo.

EJEMPLO:

Reducir la ecuacion 12z — 5y — 52 = 0 a la forma normal y hallar
pyw
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SOLUCION: 12 — 5y — 52 = 0(x)

Como C = —b2,k >0

H

— 1 s
k= JIid+2s T 13

Multiplicando (*) por & se tiene 2z + Fy—22 = 0 {forma normal)
xicosm:%ysenw:%::#wefvc

c.w = arccos 2y p=4

APLICACIONES DE LA FORMA NORMAL

1.- Distancia de un punto a una recta.

Veremos la distancia desde un punto dado a una recta cuya ecuacion
es conocida.

¥
L 4

~

48

Sea I, una tecta v P; un punto € L. Por Iy tracemos una rocta
L. b &
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Sea M su interseccidn. Para obtener las coordenadas de M, hace-
mos:

Sea Az + By + C = 0 la ecuacién de L siendo m = —--é.

Como I L L , =

2=

TLauego la ecuacidén de I/ es:
Y= :%(E_ﬁfi):#Bx“Ay_(Bmi—Ayl):O

Resolviendo el sistema entre L y L' se obtiene que las coordenadas
de M son:

e ABm Al BC Bz -ABy —AC
Y= AT ; &= Ay pE T

-la distancia entre M v Py es:

AR T By SO ,
@ == vAZ3R? | Hamada distancia no dinigida entre P v 1.

¥sta ecuacidén es vialida para todas las posiciones de 7.

Teorema: La distancia no dirigida entre wn punto Pz, 1) v una
recta Ax + By + C =0 es:

;d — [Azy 4By O/
AL LB

Teorema: La distancia dirigida entre un punto F{z:, 1) v la recta
Ar+By+C =0es:

=

Ax Bt .
_M:T_i@g{ml giendo r = £/ A% + 17

en donde el signo del radical se elige de acuerdo a:

a) 81 ¢ # 0,r es de signo contrario a .
b)Si C=0y B+#0,r y B tiene el mismo signo.
¢) 81 C=B=10,ry A tienen el mismo signo.
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Observaciones:

1.- Silarecta no pasa por el origen, d es positiva si £y y el origen estan
en lados opuestos de la recta. En caso contrario, d es negatbiva.

F-

Fr.t6

dy >0
dy < 0

2 _ Si la recta dada pasa por el origen y P est4 por arriba de la recta,
entonces d es positiva. Fn caso contrario, d es negativa.

by 4

Fig 5t

d_§>0
ds <0
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Ejemplo:

Determinar la distancia dirigida y no dirigida de la recta x—y—5 = 0
al punio P(3,4).

B <

A

Fg 9

a) distancia dirigida: como £ ¥ 0 estdn al mismo lado de la recta,
"d” debe ser negativa.

4 s 1-24(-1)-4-5

Vs =2

Sl

b} distancia ne dirigida:

d=|-3v2| =3v2

2.~ Fcuacién de las bisectrices de los dngulos suplementarios formados

por dos rectas dadas que se cortan:

Sean Az 4+ By +C = 0y Az + B'y + ' = 0 las ecuaciones de
L v I’ respectivamente: Sean: Iny Ly las bisectrices de los dngulos
suplementarios.
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Fig 5

Por geometria elemental, la bisectriz de un dngulo es el L.G. de los
puntos equidistante de los lados del dngulo.

. da] = |dal; ida] = lda]

Como “dy v dy v “ds v dy” serdn numéricamente iguales, la in-
terpretacion analitica conduciria a la misma ecuacidn para ambas bi-
sectrices. Por esto se hace necesario considerar a dy,dy,ds y d4 como
distancias dirigidas para poder hacer una distincién entre [y y Lo,

Para P sobre L;, P v ¢l origen estan en lados opuestos de L, laego
dies positiva.
Andlogamente ds.

Luego para [q;d; = da (1)

Para F? sobre Ly, P y €l origen estén en lados opuestos de L, luego
ds es positiva, en cambio d, es negativa.

Luego para Ly @ dz = —d4 (2)
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Luego para (1)

Az + By+C Ar+By+C'

e ernaciones de la bisetriz 1y

£VATL B 1A% | B»

Para (2)

Az + By +C MA’:;:—!— By+ ¢
£/ A? + B? A A2 4 B2
WJEMPLO:

ecuacién de la bisectriz I

Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por
lasrectas z +y— 1 =0y 2z -y + 1 =0, y demostrar que son L entre
sf.

SOLUCION:

Toytisl

a) dl Edg

25:“%] w &‘!\'i/]él o 2\,6:1’: s _\/j.y o \/ﬁ — m\/gw _ \/5?} 5 \f'/g —

I

la ecuacién de B es: (2\/5 + \/5) Tk (\/5 — \/i) 1y -+ \/Q = V/’g ==

|
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b) dg 5 —-d4

Fg=1 28—+l =
= = Bz + vVBy — V5 = 2v/2x ~ 2y +
V2 +v/5 voy vy

V2 =
(\/5 - 2\,@) %+ (\/5 + \/ﬁ) y— V5 — /2 = 0 es 1a ecuacion de B,

mmﬂz\/iJr\/Z%m B2 _5-8 -3
VB VZ T VEHVe ’

—1 =rgon 1,

FAMILIA DE LINEAS RECTAS

Vemos «que una recta queda determinada cuando conocemos dos
condiciones independicntes de ella. Luego, una recta que satisface solo
una condicién no es nica, hay infinitas rectas que la cumplen.

Definicidn: La totalidad de rectas que satisfacen una tinica condicién
geométrica se Hama familia o haz de rectas.

Por ejernplo, todas las rectas cuya pendiente es 3 forman una famiba
de rectas paralelas.
Analfticamente esta familia puede representarse por la ecuacién.

y=3c+k,siendo k €R

e

=

1 0.3 _0 //” 15 2
=

Fig. 55
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Al asignarle un valor a k, obtenemos la ecuacion de una de las rectas
de esta familia.

(Mro ejemplo seria el de la familia de rectas que pasan por el punto
P{2,3), cuya ecuacién es: y — 3 = k(z — 2) donde k es la pendiente.
Esta ecuacion no incluye la recta z = 2 aunque pasa por {2,3).

¥n general & recibe ¢l nombre de pardametro de la familia.

Es de especial interés la familia de rectas que pasan por la in-
terseccién de dos rectas dadas. Sean [ : A+ Biy+4 Oy = 0y
Ly : Az + Boy + Cy = 0 dos rectas que se cortan en Fy(x ).

Consideremos la ecuacidn:

(*) k(A4 By + C) + ka{Asz + Boy + Cs) =0, ky ky con-
stantes enalesquiera menos el caso en que amabas sean cero. Demostraremos
que es la ecuacion de la familia de rectas que pasan por /7).

Comeo kv ky son constantes, la ecuacidn anterior representa una
recta. Como I’y € Ly y Ly =

441561 + Blyl 4 Cl = {)

Asxy + Boyy + Co =0

Si en (%) hacemos & = 1,y = y,0btenemos ky -0+ k- 0 = 0 que
es verdadera VEyy ks.

", (x) representa todas las rectas que pasan por I (z1,y1)

En particular, si ky # 0,k = Oobtenemos de () Ly v sl &y =
0, ka # 0, de (*) obtenemos Ly

Sin embargo po nos interesa obtener Ly y Ly de (x)
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De (%) si k; # 0, obtenemos:
Az + By 4 C1 + {2 (Ao & Boy + Cy) = 0
Az + By + G+ k(Asz + Boy + Cy) =0

Fsta ecuacién nos permite obtencr la ecunacién de una recta que
pasa por la intersecciéon de dos rectas dadas sin tener que buscar las
coordenadas del punto de interseccion.

FJEMPLOS:

1.- Determinar el valor de k para que la distancia del origen a 1
recta & -+ ky — 7 = 0 sea 2.

SOLUCION:
m+ky—7xo/77%ﬁ

1 k e
z - Yy — e S
VLR F Vit ¥ T iR 0

: 7o . 3vE
.W——Zﬁkw:ﬁ-—f

2.- Una recta pasa por €l origen y por la interseccién de 3n+2y— 14 =
0y x— 3y - 1= 0. Hallar su ecuacidn, sin determinar el punto
de interseccion.

SOLUCION: Bz 42y — 14+ k{z —3y—1)=0

(0,0) € recta . —14—~k=0=>k=—14

. Beuacion pedida es x — 4y = U
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EJERCICIOS:

3.-

L

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por (3, —4) y forma
un angulo de 607 con el Ije x.

Resp: a3 —y—3vV3-4=0

Dado el tridngulo : A{4,5), B(—2,0) y C(2, —-3),determinar la
ecuacién de la mediana que pasa por C.

Resp.: 1lx +2y — 16 =0

Determinar las intersecciones con los ejes de la recta que pasa
por el punto {1,6) y es perpendicular a la recta de ecuacién: 2r +
3y —7=10, Resp:-.z=-3 y:%

Fmpleando haz de rectas, determinar el miembro del haz que
pasa por la interseccidn de :2x +y~2=0 y x -y +7 =0y
que es perpendicular a la recta de ecuacién: x + 6y — 3 = 0.

Resp.: 3z + 6y — 27 =140
Empleande haz de rectas, determinar la pendiente de la recta

que pasa por el origen v por la interseccidn de : x — dy + 1 =
0 v 3z+4+y+2:=0 Resp: 13z+117Ty =0

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por el punto en
que:2r + 3y — 8 = 0 intersecta al Eje X y es perpendicular
a la recta que pasa por los puntos: A(1,3)y B{2, —1).

Resp: v —4dy—4=20

Determinar la ecuacion de la recta cue pasa por la interseccidn de

las diagonales del trapecio enyos vértices son: A(1,0), B(0,2), C(—3—

1) ¥ D{—1,-5) y que es paralela al Fje Y.

s, |
Resp.: 2= —3

Fmpleando haz de rectas, determinar la ecuacidn del miembro
que pasa por el punto (1,2} y el punto de interseccién de las

medianas del tridngulo de vértices: (2,0),(—5,1} y {(—3,7}.
Resp.: 22+ 9y — 20 =0

Determinar la ecuacién de la familia de rectas que son perpen-
diculares a la recta de ecuacidén: 2 — 3y +6 =0.

Resp: 3z 4y —3z: —11 =0
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10.- Determinar la ecuacién del haz de rectas que pasa por la intersec-

cién de las rectasiz+y—5=0 y drdy+1=10. Resp.: mx—
y+T7+2m=20

CIRCUNFERENCIA

DEFINICION:

Fs el lugar geométrico, de todos los puntos del plano, que equdistan
de un punto llamado centro.

CGraficar una circunferencia de centro .

Marcar un punto A en la circunferencia.

BADIO: Segmento que une el centro de la cireunferencia con un
punto cualquiera de la circumferencia.(OA)
Marcar otro punto B en la circunferencia.

CUERDA: Segmento que une dos puntos distintos, de una misma
circunferencia. (AD).

DIAMETRO: Fs una cuerda que contiene al centro de la circunfer-
encia.

Si: C € @,

D€ Q4

O eCD.

Entonces: (1) es un didmetro de la circunferencia de centro 0 y
rachio .

SECANTE: Recta que intersecta a la circunferencia en dos puntos
distintos (TB)

TANGENTE: Recta en ¢l mismo plano de la circunferencia, que Ia
intersecta en un {inico punto.

Si: % (10 =%

Entonces T es una tangente a la circunferencia de centro 0 y radio
r en el punto A.

ARCO: Es una porcién de circunferencia limitada por dos puntos

o
de ella. (AB).
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ALGUNAS PROPIEDADES:

1.- En una misma circunferencia, a arcos de igual medida, correspon-
den cuerdas de igual medida (Graficar).

2.- Un didietro perpendicular a una cuerda, divide a la cuerda en
dos partes de igual longitud (Graficar).

3.- Un didmetro perpendicular a una cuerda, divide al arco que sub-
tiende a la cuerda en dos partes de igual longitud (Graficar).

4.- En toda circunferencia, las cuerdas de igual longitud equidistan
del centro de la circunferencia. (Graficar).

5.- Los arcos de una circunferencia comprendidos entre dos cuerdas
paralelas son de igual Jongitud. (Graficar).

6.- Todo radio es perpendicular a la tangente en el punto de tangen-
cia. (Graficar).

7.- Las tangentes trazadas desde un punto exterior de una circunfer-
encia tienen igual longitud. (Graficar).

Vearmos ahora la circunferencia desde el punto de vista de la Geometria
Analitica.

Determinaremos la ecuacién de una circunferencia con centro en =l
origen del sistema y radio r.

o [P = m
Aplicando la férmmula de distancia se tiene:

Flevando al cnadrado ambos miembros, se tiene: (2% +y° =r7
Esta es la ecuacién de una circunferencia con centro en el origen del
sistema v radio 7.
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Ahora se determinard la ecuacién de una circunferencia con centro
en Clh,k) y radio r.

$1 C es el centro de la circunferencia y P{x,y) wn punto cualquicra
de la circunferencia, entonces aplicando la definicién de circunferencia
se tiene:

[CP] =7
Aplicando la férmula de distancia se tiene:
Elevando al cuadrado ambos rmembros, se tiened® — 1) + {y — k)’ =17
Esta es la ecuacién de una circunferencia con centro en (b, k) y

radio 7.

EJERCICIOS:

1.- Determinar la ecuacién de una crcunferencia con centro en el
origen del sistema y radio 3.

Resp. 22 +92 =9

9. Dada la siguiente ecuacién de una circunferencia: z” + 2 = B
Determinar su centro y radio.
Resp: C{0,0), r = /b

3.- Determinar la ecnacién de la circunferencia de centro (—5,1) ¥y
radio 2.
Resp: (z+52+(y—1)? =4

4.~ Determinar si la ecuacién 1 2 +y* + 6x + 4y + 12 = 0 representa
una circunferencia. Fn caso afirmativo, determinar su centro y

radio. (Sugerencia: Tratar de dar a la ecuacién presentada, la
forma de la ecuacién de una circunferencia con centro en (A, k))

GENERALIZACION : Desarrollando la ecuacion:
(o — Y’ + (y = k)P =7
o = T S
Colocando todos los elementos en el primer miembro, se tiene:

%yt — 2hx ~ 2ky + (B2 + K — %) =0
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Si: —2h=D,-2%=F, h2+k®—ri=F

Entonees la ecuacidn queda de la siguiente forma:
2?4+ y?+ Dx+ Ey4+ F =0
Ahora, partiendo de la ecuacién : 22+ + Dz + By + F = 0 veamos
st ella representa una circunferencia.
Asociando, se tiene: (#® + Dx) + (y* + By} = —F

2 72 ;
Sumando: (‘—"2)-) + (%) a ambos miembros, para formar cuadrados
perfectos, se tiene:

[+ Dz + ()] + [ + By + ()] = —F+ (8)"+ (8
Lo anterior es igual a: [r -+ g}g + [y + %]? = —F 4 (%)Z d (%)‘2

Si: —F+ (2)" 4 (E

) ., )
2 ) > (), entonces la ecuacién anterior representa

una circunferencia de:  centro= (-— 1;——, = —*;5) y

radio = \/~F+ (8)" + (§)’

i . 2 2 » .
Si: —F - ( %?—) + (Ez—) = {},entonces la ecuacién representa sélo un
punto:

: : 2 2 5
oir —F (%) + (%) < (,entonces la ecuacidn no representa un
lugar real.

EJERCICIOS:

1.- Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en la in-
terseccion de las rectas:

Ly 224+y—1=0y
Ly :x — 3y -+ 3 =0 v que pase por ¢l punto: (1, —1)
Resp.: (2 —12+¢* =5
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1

Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en (2, —3)
v tangente a la recta de ecuacién: 3z—2y+1 = 0 Resp.: (z—
224+ (y+3)2 =13

Determinar la ecuacién de Ia recta tangente a la circunferencia
de ecuacidn:

224 y? — 22+ 10y +17 = 0, en el punto: (1, —2). Resp.:y= —2

Determinar la ecuacién de la arcunferencia que pasa por log pun-
tos, no colineales:

A(1,2), B(—2,8) y C(—1,—5).(Sugerencia: Cada punto debe ser
solucién para la ecuacién: z? + y? + Dz + By + £ = 0. En este
caso, las incogmitas son: 1), Ky F).

Resp.: 1727 + 17y* — 49z + 65y — 166 = 0

Determinar la ecnacion de la circunferencia inscrita en el tridn-
gulo cuyos lados tienen por ecuacién: z =0, y =0 y 3z 44y —
1 =i

. I ¥4 5 PV
Resp.: (#—3)"+ (¥ — %) = 1a
Determinar la ecuacién de la circunferencia que es tangente a los

gjes coordenados v que pase por el punto (1,7}

Determinar la ecuacién de la circunferencia que sea tangente al
Eje Y, que pase por el punto {(—1, 1) v cuye centro se encuentre
en la recta de ecuacién: 2z +y+4 =0

Sean:

Criz®+y'+Diz+ By+ F1=0  y
Co:a?+y* + Dox+ Boy + Fop =0

Se define:

Jooe

2

Recta de los centros de C v Oy como aqguella recta que pasa por

i centros siendo: B(FL — Fyz — 2Dy — Do) y D5 by — Dyl = 0

su ecuaclén

Fje radical de C; y Cy : restando miembro a miembro las ecua-

ciones de U v Cy,s¢ obtiene: (D= Do)z -+ (B —Ea) y + 7 — by = 0]

llamada ecuacién gje radical.
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b)
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OBSERVACIONES:

Si 'y v O se cortan en dos puntos, el eje radical pasa por estos

dos puntos coincidiendo con su cuerda cormin.

Si ¢y y O, son tangentes entre si, ¢l eje radical es la tangente
commin a ambas circunferencias.

St 4 v (U3 no se cortan y ne son concéntricas, el gje radical no
tiene mingin punto comiin con ellas.

La recta de los centros es perpendicular al eje radical {Dermiestrelo).

Cada par de tres cirenmlferencias no coneéniricas tiene un eje rad-
ical, es decir, hay tres ejes radicales. Si ellas no tienen una recta
de los centros comiin, sus tres ejes radicales se cortan en un punto
flamado centro radical.

EJEMPLO:

Determinar las ecuaciones de la recta de los centros y eje radical
de :
Criz?+y+2z—dy—-6=0yCh:a’+y° 402y =0

SOLUCION:

Para Cy : C1(—1,2) v para Cy : Cy(2,1)

. ecuacién recta de los centros
y—~2=2(z+1)

2?2y + 2z -4y —6 =

4yt -4z —2y=0 restando

6x — 2y — 6 = 0 = 3z — y — 3 = { ecuacion eje radical
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TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA

Sabermos que la tangente a una circunferencia es perpendicular al
radio trazado por el punto de tangencia.

La ecuacién de la tangente a una ® queda perfectamente determi-
nada si conocemos su pendiente y el punto de tangencia (o algin
otro punto). Si tenemos uno de estos datos el otro debe determi-
narse a partir de las condiciones del problema. Consideraremos
tres casos:

a) Hallar la ccuacién de la tangente a una & dada y que tiene
pendiente dada.

b) Hallar la ecuacién de la tangente a una @ dada en el punto de
tangencia dado.

c¢) Hallar la ecuacién de la tangente a una & dada y que pasa por
un punto exterior dado.

Para cada uno de estos casos, el procedimiento es similar. En
cada caso se da una condicion. Con ella escribiremos la ecuacién
de la familia de rectas que la cumplen. Esta ecvacién contiene un
pardmetro que se determina aplicando la condicién de tangencia.

EJEMPLO:

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la @ 427 4 4y* + Bz -+
4y — 47 = 0 que tengan m = —3

SOLUCION: Ao “%’I‘ +k

4z* + 4(32® — 3wk + E%) + 8z + A2z 4 k) —A4T =0
da? + 92? — 122k + 457 4- 8z — 6x + 4k — 47 =10
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1827 ++ (2 ~ 12k)x + 4k + 4k — 47 =0

-, 4% — 4ac = 0 llamada condicidn de tangencia =
(12k — 2)7 — 4 - 13(4k? + 4k — 47) = 0

144k% — 48k 4+ 4 — 208k? — 208k + 2444 : 0
B4k — 256k | 2448 = 0/ : (—16)

AR? 4+ 16k 153 = 0 = (2 + 17)(2k — 0) = 0 =

Y 4 Y
by ==,k =

o

S qpEs —%aﬁ Y B2+ 17T=0

y:: m_%x%—gfpgx%wgy"g:@

EJERCICIOS:

Hallar Ia ecuacion de la tangente a la @ 22 +7* — 206y —3 = 0
en ¢l punto (—1,6).

Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto

(-2, ala®

2yt +2r - 8y+12=10

TRANSFORMACION DE COORDENADAS:

Las Transformaciones de Coordenadas se usan, principalmente,
para simplificar las ecuaciones o resaltar alguna propiedad del
ligar geométrico.

Fstudiaremos dos tipos de Transformaciones:
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TRASLACION DE EIES:

Y :
A A&
Pos
&
o X
g » X
v
Fig. 56

En el gréfico se tiene que:

(Eje X) .} (Eje X')

(e Y) | (Bje V')

0(6,0) en el sistema XY
¥{h, k) en el sistema X'Y’
P{z,y) en el sistemna XY
P2y} en el sistema XY’

r=~h+a
y=k+y

Podemos notar que:

Fistas son las ecuaciones de transformacion para la traslacion de
ejes coordenados.
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Al efectuar estas sustituciones en una ecuacién dada, se obtiene
una nueva ecuacién de la nusma gréfica, referida a los nuevos ejes
coordenados (gjes trasladados).

La traslacidn de ejes, generalmente, se usa para elimnar los tér-
minos e primer grado en una ecuacién.

EJEMPLOS:

Transformar la ecuacién 22 + 42 + 22 — 6y + 6 = 0 trasladando
los ejes al nuevo origen (—1,3).

SOLUCION: Las ecuaciones de traslacidn son:

z=7 -1, y=19 +3. Reemplazando en la ecuacién dada se
tiene:

(@ — 12+ +32+2(z —1)—6(y +3)+6=0
Desarrolldndola y reduciendo términos semejantes se obtiene: s
Y =4
Transformar la ecuacién 2x% 4+ y? + 16z — 4y -+ 32 = 0 en otra de
tal manera que carezca de términos de primer grado.
SOLUCION:
ler. método: Sean x = 2/ + h,y = ¥ + k las ecuaciones de
traslacion:

2’ + A2+ (v + k)2 + 16(z' + h) —4(/ +k)+32=0

Desarrollando y ordenando se obtiene:

222 4y %+ (4h+168)2' + (2k — 4)y/ +2h* + K +16h— 4k +32 =0
de donde: 4h + 16 =0 = h = —4
2k ~4=0= k=2

Tuego el nuevo origen s {—4, 2} v la ecuacion resultante es: 2124

¥ =4

2do.Método: Por completacién de cuadrados:

Hx®+8z+16)+y? —dy+4=—32+32+4



Q7

e +4) + (y —2)> =4

siendo:

¥=ct+4=h=—4
f =y —~2=> k=2
La ecuacién resultante es: 20’7 + ¢/ = 4

BJERCICIOS:

Dada la siguiente ecnacion : 1% 4y*—4z-+24y—36 = 0. Trasladar
los ejes al muevo origen 0/(2,3) y determinar la ecuacién que se
genera.

Resp.: £™2 — 42 +4 =0

Dada 1a siguiente ecuacién : 22— 2zy—5y” +z— 3y = 0. Mediante
una trasiacién de ejes coordenados, transforme la ecuacidn dada
en una ecuacién que no contenga términos de primger grado.

Resp.: 1222 — 60y — 242y —1=0

ROTACION DE EJES:

Y
4
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En el gréfico, sean (z,y) las coordenadas de I’ segin los ejes
XY y (2',¢) las coordenadas de P segiin los ejes X'Y":
Fn el tridgngulo OAP:

=OA=rcos(fl +a)=rcos § cosa-rsend sena
(+)

y=AP =rsen{f + o) =rsen & cos «+rsenc cos 0

Enel n0ALD:

2 =0A=r cosa, Yy =AP=rsencq

Sustituyendo en (*), se obtiene:

z=a cos ) —y senf
Y =z’ sen @ + y’ cos 8 stendo O S f < 6Q°

son las ecuaciones de rotacidn.

Al efectuar estas sustituciones en 1na ecuacién dada, se obtiene
una nueva ccuacion de la misma gréifica, referida a los nuevos ejes
coordenados (ejes rotados).

La rotacidn de ejes, generalmente, se usa para elirninar e} término
Xy en una ecuacién.

EJEMPLOS:

y'4

Transformar la ecuacién: 2% — 2xy + 1° — x = 0 rotando los ¢jes

45°

SOLUCION: Las ecuaciones de rotacién son:

z =12 cos 45° — 1f send5® = Y2y — Ly
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y = o sen 450+ 1f cos 45° = Y2/ | 2y
Reemplazando en la ecuacién dada se tiene:
(o — ) - 2 — Py + )
O+ Py - (O + ) =0

Desarrollando y reduciendo términos semejantes se obtiene: 49f%-

V22 + /2y =0

Transformar 42 -+ 4zy + % + VBz + 1 = 0 en otra que carezca
del térmmne en xy.

SOLUCION:

Sean:

z =2 cos 8 —1y send
y=1x senl + 1y cos O

Reemplazando en la ecuacién dada, desarrolldndola y ordendn-
dola se obtiene:

(4 cos? @ + 4 cos 0 sen @ + sen?0)z’® + (4sen’d — 4 sen @ cos 0 +
cos® 8)y™*

+{—6 cos O sen 0-+4 cos® O—4 sen®@)z’y/ Bz cos 0—+/By send+
=00

de donde: 4 cos®> 8 — 4 sen?d — 6senf) cos § =0
4cos 20 —~35en28 = 0= {g2l = % =

cos 20 =3,20 € IC=0€IC
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T 3
g . f1—eos®w _ , [fiv% 1
., senfl = o = 7=

3 - 3
o 1+4-cos 26 it+g . 2
CQSOW\/V——————“‘ZWM'\IJQ =

Reemplazando estos valores en (*), s obtiene: 5z/% 424~y +1 =0

EJERCICIONS:

1.- Transformar 222 — 52y +27° = 0 en olra que carezca del término
en Ty.

Resp.: z™ — th}' =0

2~ Transformar 2z —y — 2 = 0 de tal manera que esta rects sea
paralela al nuevo ¢je @/

Resp.: ¢’ = 5—2535—



101

OBSERVACIONES:

Si efectuamos ambas transformaciones a una ecuacion, puede
obtenerse una simplificacién mayor de clla. Existen ecuaciones
que permiten cfectuar estas transformaciones en forma stmultdnea.
En general es preferible efectuarlas separadamente.

En el caso de una ecuacién de 2do. grado en la cual los términes
en 22, zy,y? forman un cuadrado perfecto, los ejes deben rotarse
primero y luego trasladarse.

El grado de una ecuacién no se altera por transformacién de co-
ordenadas.

Por transformacién de coordenadas verilique que al simplificar la
ecuacién:

7% — 10zy +y% — 10z + 2y + 13 = 0 se obtiene 2" - 3y"* -6 =0

CONICAS

Estudiaremos clertas curvas muy importantes en la Georetria
Analitica y que se originaron al considerar cortes en diferentes
angulos de un doble cono circular recto, mediante un plano, dando
lugar a las figuras llamadas cénicas las que, segin el dngulo de
corte, reciben el nombre de : Pardbola, Flipse e Hipérbola.

PARABOLA:

Definicién: es el lngar geométrico de un punte que se mueve en un
plano de tal manera que su distancia a una recta fija es siempre
igual a su distancia a un punto fijo que no pertenece a Ia recta.

Fl punto fijo se Nama FOCO y la recta fija DIRECTRIZ.
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Flementos de una pardbola:

Fig 58

' = directriz

F = foco

I = eje focal

V = vértice, AV = VI
B B = cuerda

C ' = cuerda focal

L R = lado recto

P F = radio focal o radio vector

ECUACION PARABOLA CON VERTICE EN EL

ORIGEN Y EJE FOCAL UN EJE COORDENADO

Sea X eje de la parabola. Por definicién se tiene que:
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Y
&
o Flt > X
K= p

Fiy 60

FP| = [PA| =

VE =iy =lz+p [
z? — 2zp+ p* +y? =z + 2xp + P’

Torma ordinaria ecuacién pardbola

ANALISIS DE LA ECUACION:

1.- Interseccién: [l origen es la timica interseccion con los gjes.
2.~ Simetria: solamente con respecto al eje x.

3.- Extensién: y = 2, /px =
y es real si p y = son del mismo signo. Luego hay dos casos:
p>op<o

Sip> o=z >0= e LG seencuentra a la derecha del ¢je
-4,y la curva se extiende indefinidamente en esa direccion. En este
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caso se dice que la pardbola se abre hacia la derecha. Ahora si
p< o= <o=el LG. se encuentra a la izquierda del eje i, vy
la curva se extiende indefinidamente en esa direccién. Se dice que
la parabola se abre hacia la izquierda. La ecuacién de la directriz
o8 &= —p.

4.- No tiene asintotas verticales ni horizontales,

5- Si en y?2 = 4pz, hacemos ¢ = p = y = +% = L.LR =
|4p| =longitud lado recto

Fn forma andloga se demuestra gue la ecuacién de la pardbola
con V(0,0) y eje el gje v, es i = 453, siendo Fo,p) ¢l foco.
Igualmente st p > o, la pardbola se abre hacla arriba vy s1 p < o
la pardbola se abre hacia abajo. La ccuacién de la divectriz es
y=—r

3 b)
¥ ¥
F-S A
/ _\\\
B A
Fig. &1 Fig. 52

y* = dp,p > o0 y? = dpm,p <o
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- g
& ¥ } ¥
¥ 3 &
/ ¥ X
5 X

Fig.63 Fig 56

¥ =Apy,p >0 z? =dpy,p<o

EJEMPLOS:

1.- Una pardbola cuyo vértice estd en el origen y cuyo eje concide
con ¢l eje x, pasa por ¢l punto (—2,4). Hallar la ecuacién de la
parabola, las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz v
la Jongitud de su lado recto.

SOLUCION:

coyt = Apr,p <o
(~2,4) ¢ pardbola =
16 = —8p=p=—2

y? = —8x, ecuacion pordbola
F(—2,0), coordenadas del  foco
z = 2, ecuacion de la directriz

LLR -~
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Fig. 65

2.~ Una cuerda de la pardbola % — 4z = 0 cs un segmento de la recta
z—2y+3=0

Hallar su longitud.

SOLUCION: Haga un grafico que represente el enunciado.

y*— 4z = 0

oz =23 1=y —8y+12=0=(y—6){y—-2)=0

BHy=06=c=9_" F(9,06)
y:Zs:}:cxl.‘.Pz(lyz)

oo d=/BAT 16 =/80=4v5

ECUACION PARABOLA V(h k) ¥ EJE PARALELO
A UN EJE COORDENADO

Consideremos una pardbola con V{(h, k) v eje paralelo al ¢je X.
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La ecuacién de esta pardbola con respecto a los ejes XY’ es
y? = dpd

- » X
0 S—
| Fig.68

Pero:
g=a2 +h=>x=x—h
y=y +tk=>y =y—k

it oA
*. sustituyendo se obtiene que: } (y = k)" = 4p(z — h) lForma or-
dinaria ecuacién pardbola V(h, k) v eje //eje X

Anslogamente se obtiene que la ecuacién de la pardbola con

V(h, k) v eje paralelo al eje Y es : [z — h)? = 4p(y — k)|

Fon ambas ecuaciones |p| es la longitud entre el vértice y el foco.

Fn ellas hay tres constantes arbitrarias e independientes. Luego
deben tenerse tres condiciones independientes para determinar su
ecuacion,

Desarrollando (y — k)% = 4p(a — k) se obtiene:
y? — 2k -+ k2 = dpr — dph = 7 — dpz — 2k + k7 + 4ph =D

que es de la forma: yQ 4 ax+agy +as =0 1)

a = —dp
siendo: as = ~2p
as = k*+ 4ph
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Completando cuadrado en la ecuacion 1) veremos que representa
una parabola cuyo eje es paralelo al eje X.

Al discutir Ia ecuacién 1) suponemos que a3 5 0. Sioy =0, la
ecuacién toma la forma: 4? + a9y a3 =0 2}

Si las raices de 2) son reales y desiguales ry y rp, entonces 2)
toma la forma:

(y —ri){y —r9) = 0 y el L.G. corresponde a dos rectas, y =
71, ¥ = r3,paralelas al eje X.

Si las raices de 2) son reales e iguales, el L.G. corresponde a dos
rectas coincidentes paralelas al eje X.

Si las raices de 2) son complejas, no existe L.G. real.

Una discusién andloga se realiza para la ecuacion:
(z— h)? = 4p(y — k)

1- Hallar la ecuacién de la pardbola cuyos vértice y foco son los
puntos (—4,3) v {—1, 3)respectivamente. Hallar las ecuaciones
de su directriz v €je.

e

Fig. 67

SOLUCION: p=-~1+4=3
FEcuacién pardbola : (y — 3)? = 12(x + 4)
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Fleuacion directriz : x = —7
FEeuacion eje : y=23

2.- Reducir a la forma ordinaria; encontrar las coordenadas del vér-
tice y foco, las ecuaciones de la directriz, eje focal y la I.L.R. de
dy? — 48z — W0y = 71

SOLUCION: 4y — 48z — 20y =71/ : 4

Y
Iy

il

V(-2,502)

B A

N

Fig. 88

- 12z — by =%
y2~5y+2§::1233+1_1+%5':12$+24
(y—8)?=12(z+2) =dp=12=p=3
LV(=2,% oy F(LY)

Ecdirectriz x = —5 Ec.eje focal y=2 I.L.R. =12

3.- Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje x, ¥
que pasa por los puntos (0,0}, (8, -4} y (3,1)
SOLUCION: La ecuacién de la pardbola es de la forma: y? +
Dr+ Ey+ 1" =10
- (8,0) € pardb. = F=90
(8, ~4) € pardb. = 16+8D —AE+F =0 |
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Resolviendo el sistema se obtiene: I? = —1, £ =2, F = 0. Luego
la ecuacién pedida es: 9% — z + 2y = 0

EJERCICIOS:

- Determinar la ecuacién de la pardbola, cuya directriz tiene por

ecuacién: y = 1y foco #(3,-2)

Resp.: (x —3)? = —12(y — 1)

(a)} Determinar la ecuacién de la pardbola con vértice V(2,3) ¢ foco F(0,3)

(b} Determinar la longitud del lado recto. Resp.: LL I =8

Dada: 22% -3z +8y+1=0

(a) Reducirla a la forma canénica.  Resp.: (z— %)% == —4(y— &)
(b) Determinar las coordenadas del foco.

(¢} Determinar las coordenadas del vértice.

(d} Determinar la ecuacién de la directriz.

(e} Trazar la gréfica

LA BELIPSE:

tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de ese
plano es siempre igual a una constante, mayor que la distancia
entre los dos puntos.

Los dos puntos fijos se llaman focos. La definicion exchuye el caso
en que el punto mévil esté sobre el segmento que une los focos.



Elementos de la elipse:

uyl

i!

N

LD'

71

'y " = focos
rectal = eje focal
V y V' = vértice
VV? = eje mayor

C = centro

recta I' = eje normal
AA = ejemenor
BE = cuerda

EE = cuerda focal
LI/ = lados rectos

D = didametro

F'P y PF = radios vectores de PP
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ECUACICN ELIPSE DE CENTRO EN EL ORIGEN
Y EJES DE LA ELIPSE, LOS EJES COORDENADOS.

Sea la elipse con centro en el origen y ¢je focal comcidente con el
eje X. 0es el punto medio entre I i #7. Sea [7(c,0) y F'(—¢,0) sus
coordenadas y £(x,y) un punto cualquiera de Ja elipse.

Y
A0b) 1P(xy,

Fig. 70

Por defimeidén | F7F 1 + !E—fj | =k = 2a, stendo a > ¢

LA ErP v 4 o)+ =2

VETPTS =2 Va7 [

22+ 2xc+ P4yt = 4a® —4da Sz jc)‘l + 42 + 22— 2ze+cP 4P
zec—a?=—ar/(x—c)2+y: /J?

at o+ 222 — 2xea® = a2 — 2xca® + o2 + a%y?

2(a? — %) + o¥y? = a®{a® — &)

Comoa>c=>a’>ct=a?l~c?>0 Sea a?—*=10%
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3}22:2 N azyz — a’h? / - alh?

st I—l 5 B N
T B 1 Vorma ordinaria ecuacién clipse
ANALISIS:

1. a) Interseccionesgje X, 81 y=0=z=+ta = Vi(—a,0) v V{e,0)
- la longitud del eje mayor = 2a
b) Intersccciones eje Y, st £ =0 =y = + b= A(0,b) y A0, D)

. la longitud del eje menor = 26

9 La elipse es simétrica con respecto a ambos ejes coordenados y al
origen.

3- Exiensién: =z =k s -y =z e R, Vy €i-bbl
y=+ VaP—a?=>ye R V€ [~a,a]

~. la elipse es una curva cerrada que no tiene asintotas horizon-
tales ni verticales.

. - 2 2 .
Coomo la abscisa de Fes ¢ = y = £% = L.L.R. = =, Anslogamente
Y a o B
para F'
. - + Y
La excentricidad de 1ma elipse se define como: e = £ = ~%——"’~ :

Comoa>ce<l

i consideramos que la elipse tiene su centro en el origen ¥ eje
focal coincide con ¢l gje Y , haciende un desarrollo andlogo al
anterior, obtenemos (ue sil ecuacion es:
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AT5,0]

Siempre el denominador mayor estd asociado a la variable corre-
spondiente al eje coordenado con el cual coincide el eje mayor de
fa elipse.

1- Hallar las coordenadas de los vértices v focos, longitudes cie
mayor v menor, excentricidad y la L.L.R. de 1627 + 2512 = 400

SOLUCION: 1627 -+ 25y% = 400 /400
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A
4
v \\v
I \?‘ F s
)
Fig. 1
%+%:1

02=925=a=>5
B =15 = b=
VI(=5,0) y V(5,0)
-l =P=%—-=18="=0=c=3
s F(-3,0) y F(3,0)

Long. eje mayor = 2a = 10

Long. eje menor = 2b =8
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2.- Hallar la ecuacién de la elipse gue pasa por (%, 3), tiene su
centro en el onigen, su eje menor coincide con el ¢je X, v la
longitud de su eje mayor es el doble de Ia de su eje menor.

Fig, 73

a?z? + Py = %

Como (m‘éz, 3) € elipse = La® 4+ 9b? = @%b’ como o = 2b =
T + 97 = 4 = 16B% - 4% = () =

b =4 = a® = 16
42 2

. la ecuacién pedida es : T o .

e

=2 4

<

ECUACION ELIPSE CENTRO (hk) Y EJES
PARALELOS A LOS EJES COORDENADOS

Consideremos nna elipse centro O'{A, k) y ele focal paralelo al ¢je

X
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La ecuacién de la elipse segin XY’

Y Y
A A

e et

» X

Fig. 4

r=u th=9 =x—h

PO —yr k=Y =y —k

} Sustituyendo se tiene:

R N et
- a? b2 orma ordinaria ecuacion clipse

Clh, k), eje focal paralclo eje X.

Anslogamente, si su eje focal es paralelo ¢je Y, se Liene:

GRS Ol

2.- b b Forma ordinaria ecuacién elipse

C(h, k), eje focal paralelo eje Y

Considerando la ecuacion 1}, desarrolldndola y ordendndola obte ~
NeIos:
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b2zt 4 o?y? - 20%hx — 2a2ky + b*h? 4 a®k? — B =0

que es de la forma: Az? +Cy? + De + By + F =0 )

stendo:
Ao B
C = a?
D= -2bh
F = —2ak

F = b?h? + a’k? — o2b?

Evidentemente los coeficientes de A v C son del mismo signo.

i Toda ecuacién de la forma ) representard siempre una elipse?.
Para responder llevemos la ecuacidn a) a la forma ordinaria.

2 . > o2 ry2 2 ;

A+ a4 )+ CWP + gy +i&) =+ - F
i T AR -4ACFE . ¥
Alz + ;ﬂ)z +Cy + 21(:)2 = & "'"J'C"mc‘* / AC

Ry B y2
(s 4 (v + 56)  CDP1AER_4ACF
Y A - 4A%C7

2. ApE_ ; . .,
Sea; SO IAE —LACE .. pf Si M # 0 la ecuacién queda:

(@+51) W+35)°
MO MA
de la elipse.

= 1 que es la forma ordinaria de la ecuacién

Como A y C deben ser del mismo signo, consideremos que son
positivos. Luego si «) debe representar una elipse, M debe ser
positivo. Su denominador 44%2C? es positivo, luego €l signo de M
dependerd de su numerador. En resumen si:

1. OD? 4+ AE? - 4ACF > 0, «) representa una elipse.

2. CD? + AE*~4ACF =0, ) representa €l punto (2, — &)
Hamado elipse punto.

3. CD? + AE? — 4ACF < 0, o) no representa un 1.G. real.
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EJEMPLOS:

1.- Los vértices de una elipse son los puntos (1,1} ¥ (7,1) y su excen-
trcidad es %. Iallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas de
sus focos v las longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada

lado recto.

SOLUCION:

Fig. 75

2P =00 =1=0b =8

(z—4)*  -1°
e et

F(h+e1) = F(5,1)
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F'{h~c,1) = I7(3,1)

LEMa =% =6
L.E.Me, = 2b = 4-/2

LLR =2 =1

vl

Reducir a la forma ordinaria, y determinar las coordenadas del
centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor v menor,
y la de cada lado recto y la excentricidad, si 92 +4y” —8y—32 = 0

SOLUCION: 9z% 14y? — 8y - 32 = 0

> X

Fig. 7
922 +4{y* — 2y +1) = 32 + 4

0z +4(y — 1)2 =36 /: 36

z?  (y - 1)
B W e SR |
it
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L at=9=a=3 b=4=b=2 C(01)}
v{0,4) y V'{0,—-2)

@ P=2=0-4==2=5=c=5
s F(0,145) y F'(0,1—+/5)

L.EMa. =2a=6

LE Me. =2b=4

262 .
LR =" =% ¢=S=45
e

EJERCICIOS:

I- Si: (2,~1) Centro de una Elipse.

Longitud del Eje Mayor == 10

(Eje Mayor)paralelo (IZje X)

Longitud del Eje Menor =8

Determinar:
a.- Ecuacién de la Elipse. Resp.: &2 4 WHE =
b.- Excentricidad

c.- Coordenadas de los Focos.

d.- Coordenadas de los Vértices.

9.- Dada la elipse de ecuacién: 22? +y” = 4

Determinar todos sus elementos y graficarla.
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Dada la sigmiente ecuacién : z? + 4y% + 4z = 0, reducirla a la
forma ordinaria, determinar todos sus clementos y graficaria.

Resp.: € == 3;
HIPERBOLA:

DEFINICION: es el L..G. de un punto que se mueve en un plano de
tal manera que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias
a dos puntos fijos del plano, es siempre igual a una constante,
positiva y menor que la distancia entre ellos. Los puntos fijos se
Haman focos.

Esta definicién excluye €l caso en que el punte movil se mueva
sobre la recta que pasa por los {ocos a excepcidn del segmento
comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este
segmento no pertenccen al L.G.

La hipérbola consta de dos ramas diferentes, cada una de longitud
miinita.

ELEMENTOS DE UNA HIPERBOUA:

E B
L L
A
Pt H
F £ f F i
1 i E!
. K
N
i
Fg. 77

= eje focal
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I = ejenormal

F'y F = focos

V' y V =vértices

C = centro

A'A = eje conjugado
BB = cuerda

B = cuerda focal
'L = lados reclos
H'H = didmetro

ViV = eje lransverso
P y FP = radios vectores de P

ECUACION HIPERBOLA C(0,0) Y BJE FOCAL
UNO DE LOS EJES COORDENADOS

Consideremos uma hipérbola con C(0,0) y gje focal el eje X. Sea
P(x,y) vwn punto cualquiera de clla. Aplicando la definicion de
hipérbola se tiene que:

Y
A

il P(xy}

Flcg)  JV W\ Fed)
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'd} —dg} ek w Za?Za < 2¢

x4 ey 4 y? — z—c)2 14?2 =2a
Uy

Vet e+ =20+ /-2 +2 [/

@2+ 2we + 2 + 4% = da® + davV% + 2* - 2xc + 4 3

22c? — Zxca® + a* = o?2? — 2wca® + a*2 + aly?

&~ —ely” = [Pe=ntla® o e e B o® = b Bl

Sea: ¢ —a? =0 . Pa?—ad%? =0 [ ad%?

=y

a__ b? Forma ordinaria ecuacién hipérbola C(0, 0) y eje focal, eje X
ANALISIS:

1.- Intersecciones:

ay = 0 =p

y ¢ R.Sm embargo se consideran los puntos

A0 by y A(0,b) como extremos del gje conjugado.

> kongeje conjugodo = 2b

b)y=0=>z=+a= V(-0 y V(a,0)

;. long. ejetransverso = 2a

2.~ Simetria: hay con respecto a los ejes y al origen.
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Fixtension:
a) § = £2v/a? ~a2= y €RVzc (oo, —ajUla+o0)
b) v= £/ +bt = x €¢RVy€ER

. no es una curva cerrada

Asintotas: No tiene asintotas horizontales ni verticales, pero si
tiene dos asintotas oblicuas que se estudiardn més adelante.

Como la abscisa de Fes ¢ = y = % = L.L.R. = 22 Andloga-
mente para F'.

Excentricidad: € = £ > 1

Haciendo un desarrollo andlogo al anterior, se obtiene que la
ecuacién de la hipérbola con C(0,0) y eje focal el ¢je ¥V es

Y T
2w

La variable de coeficiente positivo corresponde al eje coordenado
que contiene al eje transverso.

ASINTOTAS DE LA HIPERBOLA:

Tenemos: bz’ — a’y? = o’b?

ot
yzi%ﬂ:ﬂz—a :::i:g.r\/l—i—i

In esta ecuacién si x aumenta sin limite 1 ~ % -+ 1 y por o

b . sy o B S
tanto y = +rz, que representa dos rectas y = Zx, ¥ = — ;T que
son asintotas de la hipérbola.

DEMOSTRACION: Sea Pi{z,71) un punto de la hipérbola y

br — ay = 0 la ecuacién de la recta.
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X
Fig. 19
g = bz — ayl _ by + an| _ b2 — a4 _
‘ VE 1 a? bz Fay] VB2 + o by o+ agsl
2.9 9.9 919 e
boei — oty = a°b° > d = EcTT——

51 P se pueve de tal manera gue T — 00,1 — 00 =>

d — 0,5y = Za‘ os asintola de la rama derecha e izguierda.
Anslogamente sucede si P (z¢ y1) estd sobre la rama zquierda,
es decir y = vvgzz también es asintota.

OBSERVACION: Si ¥?2? — o%y* = a%b? es la ccuacién de una
hipérbola, facilmente se determinan sus asintotas haciendo b%z”
a?y? = 0 = (bz—ay)(bz-+ay) = 0y luego bx—ay = 0, br+ay = 0

son las ecnaciones de ellas.

HIPERBOLA EQUILATERA O RECTANGULAR.

Sea la hipérbola para la cnal a = b, luego la ecuacidn de clla es
2
&

transverso v conjugado iguales, siendo # ~ y = 0,2 +y = U sus

asfntotas. Fstas rectas son perpendiculares, por esta razdn se le

HDaana también hipérbola rectangular.

— 4* == a” lamada hipérbola equildtera por tener los ejes
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Fig. &0

Una ecuacién 1itil de la hipérbola equildtera es 2y = k, k con-
stante # 0. Es una hipérbola que tienc de asfntotas a los ejes
eoordenados. Si los ejes coordenados se giran 45°%, la ecuacién se
transforma en 2? — i/? = 2k

HIPERBOLAS CONJUGADAS: Sidos hipérbolas son tales
que el eje transverso de una es idéntico al eje conjugado de la otra,
v viceversa, se dice que cada una de ella s conjugada de la otra.
Ambas se depominan hipérbolas conjugadas.

. 2 o 2 yl o2
Si una de ella tiene por ecuacion: ¥ — % = 1 la otra es 5
2 e . .
= 1 que resulta facihnente cambiando el signo de uno de los

miembros de la primera.

EJEMPLOS:

Hallar las coordenadas de los vértices v los focos, las longitudes
de los ejes transverso y conjugado, la excentricidad y la longitud
de cada lado recto para 9y° — 427 = 36



SOLUCION:

B ~<

O 2 4.’,(,'2 2= 36

c=/a> + 0% = /13

L.eje transg. = 2a =4,

Fig. 81

F(Ov \/1_?;) ¥ -FI(G> M\/ﬁ}

log . ejeconjugado = 2b =6

2

128
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2. Fl centro de una hipérbola esta en ¢l origen, y su ¢je transverso
estd sobre €l eje v. Siun foco es el punto (0,5) y la excentricidad
es igual a 3, hallar la ecuacién de la hipérbola y la longitud de
cada lado recto.

X

4 2
¥ -l
=g =1

E-a?=F =258 =p = =

2 2
YD 1 7y - 02” = 200
kD R
ot 200 3 _. 80
L.LER. = B =28 0=

3.- Hallar la ecnacién de la hipérbola que pasa por el punto (3,-1),
su centro estd en el origen, su eje transverso sobre el eje A, v una
de sus asfntotas es la recta 20 4 3 V2y=20
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Y
&

> X

Fg. 83
(22 4 3vV2) (22 — 3 2y) =k
4z — 18y* =k
(3, ~1) € hip. = 36 ~ 18 =k = k = 18
. 4x? - 18y* =18 fal

222 - 9y? =9

4.- Hallar las coordenadas de los vértices y focos, v la excentricidad
de la hipérbola que es conjugada a 922 — 47% = 36

SOLUCION: 4y® —92? = 36/:36 = £ . 20 =1

Lal=0=a=23 - V(6,3), V'{0,-3)
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P=4=>b=2 F(0,+/13), F'(0,—/13)
2=ag?+b=13= c= /13 exl/g—g

ECUACION HIPERBOLA CENTRO (b,k) Y EJES
PARALELOS A LOS EJES COORDENADOS

Consideremos una hipérbola con centro (¥ (h, k) y ejc focal paralelo
al eje X.

y'
N s

p X

O'(hk)

» X

Fig. 84

e 2
T.a ecuacién de la hipérbola segtin ejes X'V es — — %} =1 (x)
a
pero r=0 +h=>z=z—h

y=y +hk=y=y—k

Sustituyendo en (*) se tiene:

R
a? b2 | Forma ordinariaecuacién hipérbola C(h, k)

y eje focal paraleloeje X
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Anslogamente:
—k? (z-h)7*

a2 B2 Forma ordinaria ecuacion hipérbola C(h, k)

y eje focal paraleloejeY.

BEJEMPLOS:

1.- Reducir la ccuacién 42* ~ 9y® 4 327 + 36y + 84 = 0 a la forma
ordinaria v determinar coordenadas del centro, vértices v focos,
longitud ejes transverso y conjugado, longitud lado recto, excen-
tricidac v ecuacién de las asintotas.

SOLUCION:  4(2? + 8z -+ 16) — 9(¢* — 4y + 4) = —-64 + 64 — 36
Oy—2) —4(z+4)2=36 /:36

(y-2° (@47 _

. ! 1 C(-4,2)
Y
A
%r/

Fig. 85

@t =d =a=2
FPe=0=5b=3
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=13 = c= 13
s VI(=4,0) y V(—4,4)

F(—4,2=VA) y F(-4,2+3)
L.eje trans. = 2a = 4

L.ejeconj. =2b=6
LR =2 =9

a

e:ﬁ_::@

a 2

Asintotas: 3(y—2) — 2{z+4) =0= 25 -3y + 14 =0

3y —~2)+2r+4)=0=22+3y+2=0

Hallar el éngulo agudo de interseccién de las asintotas de la hipér-
bola 9% — y2 — 36z — 2y + 44 =0

SOLUCION: 9(22 — 4w+ 4) — (12 + 2y + 1) = 44 1 36 — 1

(y+1) —9(z —2)* = 9 = Asintotas : 3z —y—~3=0=m; =3

0= mg = —3

e ey — —3=3 =6 3 = _ag w7
Dtga =T = 2 =0 =070 = o = 36, 87

- Hallar Ia ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto {46},

tiene ¢l eje focal paralelo al eje X, ¥ sus asintotas son las rectas
20+y—3=0y 22~y—1=0

SOLUCION: (2z+y—3) (2z—y -1} =k
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{48 EHIp=1l-1l=k=k=11

codx? 22y 4 2xy — P —y— 62+ 3y + 3~ 2x =11
427 -8z — ¢y + 2y = 8

Az — 22+ 1)~ (¥~ 2y +1)=8+4—1

Hr—1P—(y—1)? =11

-1 w1

il -
T 11

4.- Demostrar que la elipse 22 + 3y? = 6 v la hipérbola 2?2 — 3% =
3 tienen los mismos focos.

>-<

Fig. &
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a? =6 = a =6
=2 b=+2
=4 c=2

s FN(=2,0) v F(2,0)
.

‘g—yil:}:éa?::}@az»/?;

P=1l=ab=1
=4 =c=2
FI(~2,0) y F(2,0)

.. los focos son los mismos

OBSERVACION IMPORTANTE.

g los coeficientes A v C difieren del signo, la ecuacién Az*- Cy* -
Dz + Ey+ F' = 0 representa una hipérbola de ejes paralelos a los
coordenados o un par de rectas que se cortan.

EJEMPLO:

Determinar que curva representa la ecuacién: #”— A —2x+1 = 0.

SOLUCION:

-4y —-20+1=0

72— +1-—4y4 =0
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(6= 1)~ 44 =0
r—1-2y=0=a0—-—2y—1=40
r—14+2y=0=2z+2y - 1=0

. representa dos rectas que se cortan.
EJERCICIOS.

a) Eseribir la ecuacidn de la Hipérbola con centro en {-2,1), con

cje transverso de longitud 6, paralelo al eje X y con eje conjugado
. 212} ]2 4

de longitud 8. Resp.: Lﬁ—i}}}— — 531—6—)— = ]

b} Determinar: excentricidad, coordenadas de los focos y de los

vértices.

¢) Determinar: Las ecuaciones de las asintotas.

d) Graficar la hipérbola.

a) Graficar la hipérbola de ecuacién: 42* — y* + 36 = 0

b) Determinar la ecuacién de la hipérbola conjugada y graficaria.

Resp.: 4z* — y* = 36

Dada la siguiente ecuacién: 22 — 92 — 22—y + 1 = 0, reducirla a
la forma ordinaria y graficarla.

R :
CAS T €S

4

Resp.:



ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

Sea:

Ax? + Bry+ Cy® + Dz + By + F = 0 la ecuacién general de
segundo grado. Considerando B # 0, veremos que por medio de

una rotacién podremos transformar (1) en otra de la forma: (2)
A4+ Cy? + D + By + F' =0

Hemos estudiado anteriormenie que si (2) representa un L.G. real,
corresponde a una cénica, a un punto o a un par de rectas. Como
por transformacién de coordenadas la naturaleza de un L.G. no
se altera, entonces (1) debe ser también una cénica, un punto o
un par de rectas. Luego la ecuacién (1) se toma, generalmente,
como la definicién analitica de cénica.

Efectuando una rotacién para (1), tenemos:
z=x cos @ —y senl, y =z senl +y cos @
Al cos 61 senf)? + B(x cos 8 —y/ sen) (2’ send) + ' cos §)+

C(# send +yf cos )%+ D(x cos 0 —y send) + E(z senf+y cos 0)+
F=0

Desarrollando y agrupando términos, se obtiene:

¥y A 4 By + C'y? + D' + E'yY + F' =0, siendo:
A = Acos® 8+ B senf cos 0+ C sen?d

B = 2(C — A)sen® cos 0 + B{cos® 0 — sen?0)

O = Asen? — B sen# cos 0+ Ccos® 0

1Y = Dcos 8§+ Esenf

B =Fcos 6~ D sent

Flam B

Si %) debe carecer del término en 'y, debemos hacer :

2C — A)senf cos 0 + Blcos® § — sen0) =0

(C—A)sen20+ B cos20=0,8 A£CW920= 354 (3
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Si A= (U Bcos 20 = 0,como B # 0 se sigue que cos 28 =
0 * %)

Como 0° <8 < 90° = 0° < 2 4 < 180°.
Luego de **} 2 § = 90° =l = 457

Resumiendo: Teorema

La ecuacién general de segundo grado: Ax? - Bzy + Cy? + D+
Fy+ F =0, en donde B # 0, puede transformarse siempre en
otra de la forma:

Ax? 4+ C'y2 4+ D2’ + E'y + F' = Q haciendo girar los ejes coorde-
nados un dngulo positivo agudo @ tal que: tg 20 == A—’E—G, st A#£
Cy 0 =45%s1 A=C.

Conclusién importante: En (3) como B # 0, g 26 # 0 y por
lo tanto  # 0 en todos los easos. Luego la ecuacién (1) puede
transformarse en la forma (2) girando los ejes coordenados un
angnlo diferente de cero. Luego si {2) representa una cdnica, el
eje focal es paralele o coincide con los ejes coordenados. Luego st
(1) es una cénica, el eje focal debe ser oblicuo con respecte a los
gjes coordenados.

El indicador : T = B? — 4AC

Hemos visto que si en la ecuacién (1) Az*+ Bay+Cy?+ Dz +Ey+
£ =0, efectuamos una rotacién, se transforma en la ecuacién:
(x) Ax?*+ B2y + Oy + D' + By + ' =10 |, siendo

A = Acos® @ + B senfcos® + Csen’d

B = 2(C — A)senf) cos 0 + Bcos? 8 — sen’8)

7= Asen?# — Bsenf) cosf + C cos?f

D= Dcos + Esen 0

E' = Fcosf — Dsen 8

ETJ{ s p‘r

bole)

Si escogemos ) de acuerdo al teorema anterior {¥) toma la forma:

A2 4 Oy? 4+ D' + By + F =0 (2)



DPefiniciones:

Si A’ 0 (7 esignal acero, (2) representauna cénica género pardbola.

Si Ay (' sondel mismosigno, (2) representa una comica género
elipse.

Si A y O son de signo contrario, (2) ropresenta una cénica
géncro hipérbola.

Usando las tres primeras relaciones de (), puede demostrarse
que: B? - 440" = B — 4AC que es una relacién independiente
de 8. Como B? — 4AC no cambia de valor para ninguna rolacion
de los cjes coordenados, se llama invanante.

Por otro lado cuando la ecuacién (1) se transforma en la ecuacién
(2), B' = 0y la relacién anterior queda: B? — 4AC = —4AC

De las definiciones anteriores:

Si A’ o (7 esigual a cero, la ecuacién (2) y por lo tanto la (1) es
del género pardbola, y por lo tanto B 2 —4AC =0

Si A’y ¢ son del mismo signo, la ecuacién (2) , y por lo tanto
la (1) es del género elipse, lucgo: B* — 4AC <0

Si A y C' son de signo contrario, la ecuacién (2), ¥ por lo tanto
la (1) es del género hipérbola y luego: B? - 4AC >0

Luego B? — 4AC recibe €l nombre de "indicador” y se denota por
I = B? - 4AC.

BEJEMPLOS:

Determinar la naturaleza de la cénica.

dx?— 12$y+9y2 —8 \/l‘?)m - 14\/f§y+2 17 = (0. Reducir la ecuacion
& su forma canénica por transformacion de coordenadas. “Trazar
el L.G. v todos los sistemas de ejes coordenados.
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SOLUCION: 4% — 122y + 9y* = (22— 3y)? = hacer primero una

rotacion.

a) [ = DB~ 4AC =144 —4-4.-9 =0 . es género pardbola.

b} Para eliminar el término en xy, hacemeos givar los ejes coordenados
3
B —12 12

un dngulo & tal que tg 20 = 75 = =F = ¢

Fig. 87
887’529—":%
cos 20 =2
1—cos 28 w{%w 2
genfl = 3 == T

s ——pcoes 5
cog (= , /il 28 I+t s
’ 2 b V13
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. las ecuaciones de rotacion son: z ==~y ~ ~Zayf

2 r 3 s

Y= ﬁ.ﬁl -|- \/‘1"3‘7]

Sustituyendo, se tiene:

4(%7“ N —y’)z """ 12(\/?"13 ‘‘‘‘ '\/nyr)(frg o \/Ea )+ g(x/”T t
Lef 2 —8VIB( Gyt — Fgy) — WVIS( e + ) + 117 =0
36 /Laxf,y/_!_igya nx;z 1(}8,1,7‘/+ _Alel_i_"fgyiﬁ_’; fﬁs 2 {Mmg 4
+8y? — 2407 + 16y — 282’ — 42y + 117 =10

1312 — 52x' — 26y + 117 =0=> y? — 42’ — 2/ +9=10

- haciendo una traslacién, se obtiene que: /%2y 41 = 42/~ 041 =
. Y

4p' — 8

(# — 1)} = 4(z’ — 2)
y.r!Z 4zt

Y“ A
Yi

Fig. 88
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2.- idem ejercicio 1 para 7% + 8zy + 16y* —dx — 16y + 7 =0

SOLUCION:

T

I=P5B?-4AC =64 — 4.1-16 = 0, cénica género pardbola

t.f]?&mx%*%gw*% = COS 2‘9"“772
sen = 1;%—:7‘%
cos § = 1;%7 ﬁ
r= =t — =y, Y= et 4y
ai r:cy'—{— Oy 4 8212 B iy 128yiqy. 32,02 26, 2y 180y
%.2 JL f_*_ ,yf_n__m t 16

Ly 47 =
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1.- 422 — 24zy + 11y? + 56z — 58y + 95 =10

2.

Byt By 47=0 |17

2802 — 68+4/172 + 119 =0

68T ETR 60—~ 137,064
T 578 e

-, no representa 1 L.G. real

EJERCICIOS:

Deternrinar la naturaleza de la ednica dada, reducir la ecuacion
a su forma canénica por transformacién de coordenadas. "Irazar
el 1..G. y todos los sistemas de ¢jes coordenados.

42?2 — 20zy + 25¢7 + 4z — 10y + 1 =0

COORDENADAS POLARES

1l sisterna de coordenadas polares presenta, para ciertas curvas
P 1Y ’
y tipos de lugares geométricos, algunas ventajas sobre las coor-

denadas rectangulares.

En el sistema polar, cualquier punto se localiza espeaficando su
posicién Tespecto a una recta fija y 2 mmn punto fijo de esa recta.
La recta fija se llama eje polar ¥ el punto fijo, polo.

y je polar v el 1 jo, polo.
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80°

B A

Fig. 90

(_j:fg = ¢je polar
O = polo

Sea £ un punto cualquiera del plano. SeaOP =r y £ A OF =
#. Luego conociendo r y 8 se podrd determinar #. Fstas dos
cantidades se laman coordenadas polares. Bn particular r se
llama radio vector v & angulo polar. Luego las coordenadas de P

se simbolizan por (1, 7). La recta que pasa por ¢l polo,perpendicudar
al gje polar se lama el gje a 307.

¢ se mide partiendo del eje polar hacia ¢l radio vector. Serd pos-
itivo o negativo segvim "Trigonometria. Para el caso de [, cuyo
radio vector es negativo, se mide el dngulo polar primero y de-
spués se toma el radio vector sobre la prolongacién del lado final
def.

Un par de coordenadas polares (r, #) determina sélo un punto en
el plano. Sin embargo el reciproco no es verdadere ya que un
punto # puede ser determinado por (. ¢ + 27n), siendo "n” un
enterc cualguiera.
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Fn nuestro estudio convendremos, a menos que se especifique lo
contrario, en tomar el radio vector r como positivo ¥ su dngulo
polar 0 comprendido eutre cero y €l dngulo positivo menor gue

360°.

A tal par le lamaremos par principal de coordenadas polares del
punto. Las coordenadas del polo son {0, #)siendo # un dngulo
cualquiera.

BJEMPLO:

1.- Graficar los puntos : F1(3,7%), (-5, 3;—‘)! Py(2,%), Py(—4.%)

90°

Fig. o1

9.- Construir el tridngnlo de vértices P, (5,60%), Po(—2, 2} y Py(~4,150%)
SOLUCION:
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150° ~

Fig. 92

3.- Un hexdgono regular tiene su centro en el polo v dos lados parale-
los al eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades,
hallar e} par principal de coordenadas polares de cada uno de sus
vértices.

SOLUCION:
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Se forman A equildteros

L Pi(2,0),  Pa(2,60°)

Rg(27 1200), .P4(21 'IT)

P5(2,240°), Fs(2,300°)

TRANSFORMACION DE COORDENADAS POLARES A
RECTANGULARES Y VICEVERSA

Sea Pun punto cualquiera cuyas coordenadas rectangulares son
(,y) ¥ polares (r,9).

A
Pixy) o (r,©)

Y

Fg. 94

De la figura tenemos:

cosfl =2 = x=r cos 8§ |, ; : :
T =22+ =7 (o
sen92%2>§:7’83n0} oY ()

Ademds tg 0 = £ = 0 = arcig?

De a) r = £ /2? +
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ok
Y
senf =¥ = — <2
¥ T :t'\/ﬁ':z + '!,‘2
T
cos =% =
7 —+ /.’3'32 cpa y2
EJEMPLOS:

1.- Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de los
puntos cuyas coordenadas rectangulares som: a) (—2,3) v b) (3,—2)

(3,2)
Fig. 95

2) r = VAT = VI3
B = arctg(—2) = 180° — 56,31° = 123, 69°

-, las coordenadas polares son {+/13;123,697)
b)r=+0+4= V13

0 = arcig(—2) = 360° — 33,69° = 326,31°
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:. las coordenadas polares son (v/13;326,31°)

2.~ Pasar a la forma polar: a) 22 +y% =4

SOLUCION: 72 = 4 s=2e9 = £2

b)xcosw+y senw —~p=0

SOLUCION:
r cos § cos w + 1 senfsen w—p=10
7 {cos @ cos w + senlsen w) =p

roos(f —~w)=p

3.- Pasar a la forma rectangular:
ajrcosf -2=0
SOLUCION: 2z —2=0
b} r =4 send
SOLUCION: r=4%:pr =dy=2"+y" ~ 4y =0
c)r—r cos =4
SOLUCION: ++/72 + 47— 7 = 4= /27 +y? = 544 V.
4yt =22+ 8+ 16=y* 8- 16=10

TRAZADO DE CURVAS EN COORDENADAS POLARES

La construceidn de curvas en coordenadas polares requiere de
ciertas precauciones que no se necositan para las coordenadas
rectangulares. Por ejemplo, un punto en coordenadas polares
tiene un nimero infinito de pares de coordenadas, y puede ocur-
rir que un par satisfaga la ecuacién de un L.G. y otro par no.
Ademss un 1..G. puede estar representade, algunas veces, por
més de una ecuacién polar, como por ejemplo la ecuacion de una
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circunferencia de centro en el polo y radio ”a”, tiene por ecuacion
r=a ¢ r=-—agllamadas ecuaciones equivalentes.

Para construir la grifica de una curva se analizardn los siguientes
Cas051

a) Con el eje polar sele asigna a ¢ los valores 0, . 227, ., £nm, n €
7.

b) Con el gje a 90°, se le asigna a § los valores nZ, “#” es un impar
cualquicra.

51 para un valor de 8,7 == (), la grafica pasa por el polo.

2.~ Simetria:

Fig. 9

a) Con respecto al eje polar: en este caso debe existir un punto ' de
la curva tal que PP quede bisecado perpendicularmente por el
eje polar. 51 M es punto medio de P entonees las coordenadas
de I son {r, —6) o (—r, 7 — ). Luego para probar esta simetria.

1) Se cambia 0 por —8 6

1) Se cambia r por —r y O porw — 0
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b)

)

Fig. 97

Con respecto al ejc a 90°, en este caso debe existir on punto F' de
la curva tal que P'P quede bisecado perpendicularmente por el
eje a 90°. Si M es punto medio de PP entonces las coordenadas
de P’ son {r,m —0) o (—r. — 0).

Luego para probar la simetria:

Se cambia § por @ — 0 G

Se eambia & por —¢ y T por —7r

90°
A

Fig. 98

Clon respecto al polo debe existir un punto P’ de la curva tal que
PP quede dimidiado por el polo. 5i 0 es el punto medio de P'P
entonces las coordenadas de £ son {r,7-+0) o (—r,0), lnego para

probar la simetria.



i)
i)

3.-

b)
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Se cambia O por @+ 8 6

Se cambia  r por —r

En cualquiera de las tres simetrias, la curva serd simélrica, st al
efectuar los cambios la ecuacién no se altera.

Extension: Se despeja r en funcién de 8 : r == f{0). Sir es finito
V0, es una curva cerrada. 51 r se vuelve infinita para algian 0 la
curva es abierta. Para los 6 que hacen r comapleja, no hay curva.

Céleulo de las coordenadas de algunos puntos.
Construccién de la gréfica.

Transformacién de la ecuacién polar a rectangular.

EJEMPLOS:

Amnalizar y graficar: r = a sen 20 — 2a sen ) cos 0

Intersecciones:

i)ejepolar : =0°=>r=10
f=m=r=0

i) eje a 90% & = %% n impar = r = {

.". pasa por el polo

Simetria:
i} eje polar : ¢ por —#, no hay

0 porw—8 y rpor -r, sihay
.. hay sim. ¢/r al eje polar

i) eje a 90°: & por w — #, no hay

f por —8 y r por —r, sl hay

-, hay sim. ¢/r al eje a 90°

iii) Polo : & por @+, sl hay
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c) Extension: res finito V@, Es curva cerrada.

olo

s

- | G.8a
4

;}"{Z a

;; 0.9q
=18

2

e) rosa de 4 hojas

0w

/4

#/6

Fig. 99

£} r = 2asent cos "
™ =21 senl v cos 0
VTR +97) =20y 5

() = 4a%y%2? esla ecuacién en coordenadas rectangulares.
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EJERCICIOS:

Pasar a la forma polar:
a)2z® + 2y + 22 — 6y + 3 =0
by = 2

4
sen.20

Resp.: r? =

Pasar a la forma rectangular:

ayr= g2 Resp.: 322 +4y* —dx — 4 =0
b) r =2 sec’{ Resp.: y* + 8z — 16 =0

Analizar y gralicar:
a)r=2secl
b} r = a(l + send) (cardioide)

c) r* =d’sen 28 (lemmiscata)

ECUACIONES PARAMETRICAS

Hasta el momento hemos trabajado con curvas que se expresan
mediante una ecnacién que contiene una o dos variables. Ahora
consideraremos la forma de expresar una curva por medio de un
par de ecuaciones en las cuales cada una de las dos variables estd
en funcién de una tercera.

Por ¢jemplo: La circunferencia z* +y* =9 1)

puede representarse también por: £ = 3 cos §, y =3 sent
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siendo § una variable que puede tomar cualquier valor real. A
medida que le damos valores a @ se obtienen valoresdez e y que
satisfacen 1)

Si queremos climinar la tercera variable hacemos:

z? = 9cos® ¢ % . " 5
/=0 sen?d Vb = 2%+ y? = 9{cos® 0 + sen®f) = 9

Si flz,y) = 0 ¢s la ecuacion rectangular de una curva, r =
g(ty e 1y = h(t) son las ecuaciones paramétricas de ella y la
variable t se llama pardametro.

Fn general las ecnaciones paramétricas de un [..G. no son vinicas.
Por ejemplo en el caso anterior podriamos expresar: r = VE gy =
V9 ~ %, sin descuidar que t sdlo puede tomar valores 0 <1 < g,
en cambio en 2)  puede tomar todos los valores reales.

OBTENCION DE LA ECUACION RECTANGULAR DE

UNA CURVA A PARTIR DE SUS ECUACIONES
PARAMETRICAS

Lo que debemos realizar es la eliminacién del pardmetro. No
hay un método general. Depende exclusivamente de la forma que
tengan las ecuaciones paramétricas.

EJEMPLOS:

Hallar la ecuacién rectangular de : & = cos 2t,y = sen t

SOLUCION:
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Viy®

Fig. 100

2{

T = cos 2t = cos?{ — sen

Yy == sent

Cr=leyP-yt = %P rr—~1=0

Hallar la ecuacién rectangular de: o = pt? +b, y=2t+a

SOLUCION: ¢ = ¥3¢ - z=%{y—a)’+b= (y—a)’ = {(z~b)

GRAFICA DE UNA CURVA

Si asignamos un valor particular al pardmetro, las ecuaciones
paramétricas determinan valores de x e y, que si son reales, rep-
resentan las coordenadas de un punto de la curva.

EJEMPLOS:

Trazar x = 5¢, 1y =2t + 2. Obtener la ecuacién rectangular.

SOLUCION:
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16 16 % 5 16
42
fig. 104
i Tz [y |
—3 1 =15 —4
21 —-10] -2
—~11—-5 10
g 10 )
1 5 4
2 110 |6
3 i5 g

t:%g’:#- mm%(ym2) = 2x — by + 10 =0 recla

9. Tragar = 2 sen 0 — 3cosf, y = dsenf + 2cosG. Obtener la
ecuacion rectangular:

SOLUCION:

é ‘ sen ] cos 8 I T | 4 J
o [0 1 =3 2
ERE 0,87 | —1,61 3,74
= o7t (071 [-0,71 |4,26
T 10,87 15 0,24 | 4,48
r 11 0 2 4
310,71 | -0,71]38,55 |1,42
a 0 -1 3 -2

T 20,71 | 0,711 0,71 | —4,26
] 0 = ]
£g,71 10,71 | -3,85 11,42
2% | O 1 3 2 L
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B,
el
wn

Ecnacién rectangular:

z=2s%enf--3cos0 2

1y = 4 senf + 2cosl |

=2z
£os f = S

VBd-ty-21)"

=2 64"2;:%2- wE 3?]_2:3
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8z + 3y — 6z = 2./64 — (y — 2x)* i

20x? — dxy + 13y* = 256 género elipse

EJERCICIOS:

1.~ Determinar las ccuaciones paramétricas correspondientes a la recta.

Y—thh YU
H A 5] Lo — Xy

tga:zwmll)
Yz— W1

Resp.: y=yi+1 & =&y +

2. Graficar 7 = 3 cos @ 4+ 2, y = 2 senf — 3. Obtenga la ecuacidn
rectangular de ella e identifiquela.

Resp.: 2 + oy — 4o +6y+4=0



160

BIBLIOGRAFIA

1.- Hall, H.S. - Knight, S.R.
Trigonometria Elernental
Editorial Hispano Americana, México, 1961

2.- Lehmann, Ch.
Geometria Analitica
Editorial Hispano Americana, México, 1967

3.~ Stein, Sh.
Cdlculo y Geometria Analitica
Editorial Ultragrafica, México, 1985

4.- Swokwski, E.
Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica
Grupo Editorial Iberoamericana

5.- Nielsen, Kaj
Trigonometria Moderna
CECSA

6.- Granville, W.A.
Trigonometria Plana y Esférica
UTEHA

7.- Material Docente de los Académicos



INDICE

MATERIAS:

1.- GEOMETRIA:

- Breve historia de la Geometric.........cocccvvviieiiveiiiieininnnn.
- AlODElO e s s R S S
- Concentos BASICOS. ..c.cociiieiniieiic it eeireeccianr e era e aens

2.- TRIGONOMETRIA:

~ Razones trigonométricas de angulos agudos....................
- Idenfidades fundament@les...........c.cooovviiiiiiiicaciininan .
- Razones trigonométricas de dngulos complementarios.....
-  Identidades : demostraciones...........cccoovrvvviviieeciieeeeee.
- Angulos de elevacion y de depresion..........c.cccoooooveeeien
- Razones trigonométricas de un dngulo

cualquiera : Definiciones..............ccoociviiiniiniiiiiinn e
- Variacién de signo de las razones trigonométricas...........
- Razones trigonométricas de angulos cuadrangulares.......
- Razones trigonométricas de angulos negativos.................
- Razones trigonométricas de dngulos compuestos.............
~  Dormulas derediction.uavsisvevininsivsssreves s
- Razones trigonométricas del angulo doble.................o.....
- Razones trigonométricas del dngule medio......................
- Transformacién de productos a sumas y viceversd..........
- Grdfica de las funciones trigonometricas. ..o ioereeeeoonn.
- Bcuaciones trigonomMEriCOS. ..c.ov i
- Funciones trigonometricas iMVErsSS.....cveeiiiniiiiieneinss

3.- GEOMETRIA ANALITICA:

- {Coordenadas:

- Sistema unidimensional. ...
«  Sisterna Hidimensional..........c.coooeeieiiiii
- Distancia entre dos PUntosS..........ccooivivvmiereiiiisiiiiananon,
- Divisién de un segmento en una razén dada...................
- Pendiente de tUng réClih.....coocooocoocciiiiiiiiiinii
~  ARGElodetDg PECHIS coxvwmmorvmmmmsssmmmosmms s s
- Demostracion de teoremas geometricoS. .......o.occcivannnnn
= LA NSO TOCT. it e
- Formas especiales de la ecuacion de larecta...................
- Ecuacibngeneral delarecta.. ........ccoocoivviiiiiviiiiiinnnn
- Forma normal de la ecuacion de la rect@.................oooooo
- Reduccion de la forma general de la ecuacion

de una recta a la forma normal. ..o

Wl =

12
14
14
i7

20
22
23
27
28
32
35
36
3G
41
45
49

54
56
59
60
63
66
69
32
(4
71
74

76



Aplicaciones de la forma normal........c.cccooooivininiinn 77

Familia de Hneas 1eCtiS. ... vev e 83
[ Tru 7z L e 87
Tangente g UNGE CIFCUNfErenCill ..o a3
Transformacion de coordenadas. ... 94
Cordcas:
ParG O s seaws o s SR E R R R A e e 101
g O 11 2T UV USUTUUUUUUPPPFPRP TSRS 110
HIpEThOlQ. ... 122
Ecuacion general de sequndo grado...............cccocoereenn. E3F
Coordenadas Polares.........cc.cccoiviiiiecinineeicisimanenee s 143
Transformacion de coordenadas polares a

.- Rectangulares Y ViCeUeTrsSt..........ccviiiinaeiiniiiiiininisirenineans 147
Trazado de curvads en coordenadas polares..................... 149
Ecuaciones parametriCOS. ... .coovvevmeieeeirinionere i 154

BibHOGAfIQ. ...oovovv ettt e 160




