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GEOMETRIA

Ahora vamos a desarrollar una de las partes mds hermosas de la
Matemética:
LA GEOMETRIA.

PBIENVENIDO AL MUNDO DE LA GEOMETRIA!

Etimolégicamente la palabra GEOMETRIA proviene de dos vo-
ces griegas:

GEO = TIERRA.
METRON = MEDIDA.

Por lo tanto, etimolégicamente significa: Medicién de la tierra.

BREVE HISTORIA DE LA GEOMETRIA.

La historia dice que la Geometria se nicia en Egipto alrededor del
ano 3.000 A.C., por la necesidad de medir los terrenos que eran inun-
dados por las crecidas del Nilo. También necesitaban conocinmentos
adecuados para construir las pirdmides, momimentos, elc.

Aproximadamente 7 siglos A.C. pasé la geometria de los egipeios a
los griegos, quicnes le dan un gran impuiso.

La geometria antigna era sélo INTUITIVA, se aceptaban los he-
chos sin necesidad de probarlos.

THALES de Mileto (600 A.C.) introduce la idea de PROBAR los
hechos. Ilsta contribucién da inicie a la GEOMETRIA DEMOSTRA-
TIVA. Los métodos demostratives inventados por los griegos fueron
aplicados en la LOGICA, que ¢s el estudhio del razonamiento correcto.




La geometria actual, se conoce como

“GEOMETRIA EUCLIDEANA”,

porque se basa en el libro escrito por el sabio EUCLIDES (aproxi-
madamente 280 A.C.), lamado “ELEMENTOS”, cl cual sigue usdn-

dose como texto con miry pocas variaciones.

En o siglo XIX se inventaron otros sisteras geométricos, distintos
a los de Fuclides, estos sistemas dan inicio a las GEOMETRIAS
NO EUCLIDEANAS. Uno de estos sistemas fue inventado por el
roatemético alemdn RIEMANN (1854).

Los drabes conservan y transmiten a QOccidente la ciencia griega.
A principios del 8. XV y XVI se inician en Occidente los estudios
geométricos, en un sentido moderno.

En esta misma época: DESCARTES y FERMAT, establecen la
GEOMETRIA ANALITICA.
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Nombres
Alfa
Beta

Clamma
Pelta

BEpsilon
Zela,

Eta
Theta
fola
Kappo
Lambda
My
Ny
Xi
Omieron
Py
Rho
Sigma
Tau
Ipsilon
Fi
Ji
Psi

Omega

CONCEPTOS BASICOS.

La Geometria estudia las propiedades y relaciones de las figuras
geométricas. Se sustenta en una sistematizacién rigurosa y légica de

principios v definiciones.

La (leometria se divide en dos grandes campos: Geometria Plana

v Geometria del Espacio.



Constrairemos una Geometria en base a: Definiciones, Teoremas
(Proposiciones que para ser evidentes necesitan demostrarse. Constan
de dos partes: Hipdtesis: Suposicién de una cosa, posible o imposible,
para sacar de ella una consecuencia. Tesis: Lo que se quiere demostrar)
y Postulados (s una proposicién que se admite sin demostracién).

Para poder construir la Geometria se necesitan algunes elementos
para comenzar y estos elementos son los Términos Geométricos No
Definidos, son los mds sencillos y fundamentales, como ser: Punto,

Recta y Plano.

1. DEF.: MEDIR: Consiste en comparar dos magnitudes de la
misma especie, considerando nna de ellas como ?Unidad de Medida”.
Al nmimero resultante de esta comparacién se le lamard Medida.

2. DEF.. PUNTOS COLINEALES: Dados los puntos, distin-
tos: A, B, C, ... pertencientes al espacio, se dirdn COLINEALES si
existe una recta que los contenga.

3 DEF.. ANGULOQO: Figura formada por dos rayos que tienen

un origen en comyin.
—3 -3

ANGULO AOB = ZAOB = OA U OB

Las figuras geométricas las nombrarermos, principalmente, en sen-
tido positivo.

ey 3

OA,0B LADOS ZAOB

§) VERTICE ZAOB

En caso contrario hablaremos de dngulos negativos.

Ej.: medida del dngulo ABC= LABC =459 6 — 3159

Bl ZAOB divide al plano en 3 subconjuntos disjuntos:

INTERIOR ZAOB, ZAOB y EXTERIOR ZAOB

Una forma de generar el interior de wm angulo es la siguiente:
Suponga gue el rayo OA se hace girar alrededor del origen O, hasta
que tome la posicién OB. La revolucién del rayo QA genera el interior

del 4ngulo BOA.

No existe limite respecto al mimero de revoluciones que se pueden
efectuar.



En este caso: Fl rayo OA se llama TADO INICIAL del £BOA.
Fl rayo OB se lama LADO TERMINAL del ZBOA.
O se lama VERTICE del ZBOA.

La abertura del dngulo puede ser medida por medio de la medida
sexagesimal (Medida usual: grados, minutos y segundos) o por medio
de la medida circular (radianes).

Medida sexagesimal:

4. DEF.: GRADOQ: 1 grado = 1° = 3—2—0 de revolucion.

6 . H . i“ i .
1 minuto = 1 = g de grado.

i .
1 segundo =1 = -é% de minuto :'z—sidé de grado.

Medida en radianes:

5. DEF.: RADIAN: Angulo del centro, subtendido por un arco
de circunferencia, cuya longitud es igual a la del radio de la circunfer-
encia.

Conversién: Ambos sistemas de medida estdn relacionados por las
siguientes equivalencias:

19 = % radianes.
1 rad. = 17‘39 grados.

Para reducir: grados a radianes: Multiplicar los grados por E
radianes a grados: Multiplicar los radianes por %

En forma decimal se obtiencn las siguientes aproximaciones:

17 == 0.0174532 radianes.

1 racl. == 57.29578°,

6. DEF.: BISECTRIZ DE UN ANGULU: Rayo gue, par-

tiendo del vértice, divide al dngulo en dos dngulos de igual medida.



7. DEF.: ANGULOB COMPLEI\’EENTARIOS: Son dos ©
més Angulos, cuya Suna de sus medidas es de 90°.

8. DEF.: ANGULOS SUPLEMENTARIOS: Son dos o mAS
sngulos, cuya suma de sus medidas €8 de 180°.

9. DEF.: TRIANGULO: Iis 1a tmién de tres segmentos en. forma
consecutiva. (Es una fgura plana cerrada).

TRIANGULO ABC = AABC = ABUBCU CA
Flementos del AABC:
A vértice del AABC.
B vértice del ANABC.
gjértice det AABC.
AB lado del AABC.
BC lado del AABC.
CA lado del ANABC.
/CAB sngulo interior del NABC.
/ABC angulo interior det NABC.
/BCA angulo interior del AABC.

Angulo exterior de un tridngulo: Fs aquel formado por i lado del
triangulo y la prolongacion de otro lado.

Sean: De(prolongaciéng) tal gue [CADL
Tie (prolongacion AB) tal que [ABE].
Fe(prolongacion BC) tal que [BCE].
/BAD éngulo exterior HABC.
/CBE Angulo exterior ANABC.
/ACF angulo exterior HABC.

SEGMENT 0S NOTABLES EN UN TRIANGULO.

10. DEF.: ALTURA: Fs el segmento perpendicular trazado

deade un vértice a 1a Tecta que contiene al lado opuesto.



11. DEF.: ORTOCENTRO: Es el punto de interseccidn de las

rectas que contienen a lay alturas.

12. DEF.. BISECTRIZ: Es el segmento que divide al dngulo
interior del tridgngulo en dos partes iguales.

13. DEF.. INCENTRO: s el punto de inferseccion de las
bisectrices. Fste punto tiene la caracteristica de ser ¢l centro de una
circunferencia inscrita en el tridngulo.

14. DEF.: MEDIANA: Segmento que une el vértice con el punto
medio del lado opuesto.

15. DEF.: BARICENTRO: Es el punto de interseccidén de las
medianas. Este punto tiene la caracteristica de encontrarse a + del
lado, respecto de la longitud de la mediana.

18. DEF.: MEDIATRIZ: s €l segmento perpendicular en el
punto medio de un lado.

17. DEF.: CIRCUNCENTRO: Es €l punto de interseccion de
las reclas que contiencn a las mediatrices. Fste punto tiene la par-
ticularidad de ser el centro de una circunferencia que circunscribe al
tridngulo.



TRIGONOMETRIA

Fista parte la vamos a orientar, principalmente, al cdlewdo de razones
trigonométricas.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

Las razones trigonométricas, con las cuales trabajaremos, son seis:

NOMBRFE ABREVIATURA
SENO sen

COSENQ cos

TANGENTE tg
COTANGENTE  clyg

SECANTE sec

COSECANTE cosec

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO:

A

Fig.*

DADO : AABC ; £ C RECTO y 4B =2¢




DEFINICIONES:

_ __ Catete Opucsto
sen Hipoteniusa
cos — Ca&}?.o Adyacente __

tpotenuas
f Cateto_Opuesic
g Cateto Adyacenie
i " Catelo Adyacente __

g T " Cateto QOpuesto

Hipotenusa
Cateto Adyacente

Hipotenusa

| lwpotenusa
COs €C Cuateto Opuesto

orin R I [ R g (oD 18 |r te

i

!

sec =

OBSERVACION: Segrin estas definiciones se Hiene:

1.~ Las razones seno y coseno de un dngulo no pueden ser mayores
que 1.

9.- Las razones secante y cosecante de un angulo no pueden ser
menores que 1.

EJERCICIONS:

1.- Graficar un tridngulo XYZ, donde:

£ Z recto

L X = «a

LY = i
Determinar:  a) sen o b) cos « c) lg o
d) ctg e} sec f) cosec 8

2 - Graficar un tridngulo PQR, donde:

AP recto
£ = a, PQ =2, R(=25

Determinar: a) £12 b} sen o c) cosec «
d) cos LR e)sec 4R £} tg(80° — )



RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO DFE 60°:

Realiza la siguiente experiencia:
1.- Dibuja un trisngulo ABC equildtero, con lado de longitud 1u.

2.~ Dibuja un punto D perteneciente al lado CA de tal manera que
BD es una altura del tridngulo ABC.

Bajo las condiciones dadas, determinar:
a) LBCD

b) LCDB

¢) LDBC

d) CD

e) BD

f} sen 60°

g) cos 60°

k) tg 60°

i) ctyg 60°

j) sec 6O°
k) cosec 60°

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UNA ANGULO DE 30°:

Aprovechemos €l tridngulo de la experiencia anterior.

Determina: a) Bl ABCD by LDBC  ¢) LCDB d) £BCH
) Longitud del cateto opuesto al dngulo de 30°

£} Longitud del cateto adyacente al dngulo de 307

g) sen 30° h) cos 30° i) tg 30° i) etg 30°

k) sec 30° 1) cosec 307
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO DE 45%

Realizar la siguiente experiencia:

1. Dibujar un trigngulo ABC, isésceles, con dngulo recto en B y
catetos de longitud lu.

2. Dibujar un punto D perteneciente al lado CA de tal manera que
BD es una altura del tridgngulo ABC.

Bajo las condiciones dadas, determinar:

a) LACAB by ABCA ¢) £ABC d)CA e)DA
f) I AABD g LABD  h) 4BDA i) 4DAB

iy BD k) sen 45° 1} cos 45  m}ig45°

n) ctg 45° o) sec 45°  p) cosec 457

EJEMPLOS:

1.- Completar ¢l siguiente cuadro:

Angulo/Razon sen cos fg ctg sec cosec
30°
45°
60°

2.~ HEncontrar X si;

tg?45° — cos® 60° = zsendb® cos45” 1g60°

SOLUCION: 11 =21 L.V/3



i2

3.- Resolver 2 sen’f — bsenf + 2 =0

SOLUCION: 2sen®0 — 5senf) -+ 2 =0
(2sentl — 1)(sent) —2) =0
senf = § = 08 = 30°
senf = 2 no hay solucién

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

Existen mmchas relaciones entre las razones trigonométricas, que
son verdaderas para todos los valores que puedan tomar los argumentos.
Las principales identidades fundamentales son:

RELACIONES RECIPROCAS:

1 1
. fal s 6 = 7 & == & =
1) e cosec 0 2 v sec # 3) tad ctgd
4) tg = 228 5) ctgt = =8

RELACIONES PITAGORICAS:

6) sen?d + cos* 0 = 1 7)tg?0 + 1 = sec’ 0

8) 1+ ctg?d = cosec?d

{Todas estas relaciones son demostrables, jdemiestralas!)
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Expresar cada una de las razones trigonométricas en términos de
las otras razones trigonométricas.

E

3.: Expresar senfl en términos de: cos 0, tgl, clg @, secf ¥

cosect

Solucidn;

b)

d)

gent = /1 —cos? @

tgd tgf

sec 6\ /1+1g20

sen § = (cos ){tg Q) =

1 i
St = cosecld /] + ctg? 0
“sec? ¢ —1
sen fd = e
sec ¢
1
senfd = -

cosecl)
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RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
COMPLEMENTARIOS

RAZON CO—~ RAZON

seno COS ENOC
tan genle cotan gente
sec ante cosec ante

TEOQ.: La razén trigonométrica de un dngulo es igual a la corazén
de su dangudo complementario.
Sit a4+ 3 = 90°(e y B Complementarios)
Entonces: sena = cos 3
cos o = sen [3

tg @ =clgp
cg o = tg 3
sec o = cosec 3
coseca = sec 3
Ej.: Expresar: sen 30° mediante la razén cos

IDENTIDADES

Dadas las siguientes relaciones: f(t) y g(t), st f(t) puede ser trans-
formada en g(t) o viceversa, entonces diremos que {{t)=g(t) es una
identidad.

Para demostrar una identidad, debe alterarse sélo uno de los miem-
‘bros hasta que tome la misma forma del otro miembro, el cual no debe
ser alterado.

Las transformaciones se realizan empleando las identidades funda-
mentales:

Ej.: Demostrar la sigumiente identidad: T = 1 - 2sen’a



Recordar las identidades fundamentales.

Cualquier razén trigonométrica puede ser expresada mediante
otra razén trigonométrica.

El miembro a desarrollar debe expresarse en funcién de las ra-
zones trigonométricas del otro miembro.

Se debe tratar de descomponer en [actores las expresiones que
sean posible.

En lo posible se debe tratar de evitar el uso de radicales.

Antes de iniciar el trabajo, sc deben ver las posibles simplifica-
clones.




























































































































































































































































































































































































































































