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INTRODUCCION

El material de este libro fue elaborado por los autores, considerando
su experiencia en el desarrollo de una serie de cursos sobre teoria y
aplicaciones del Calculo y esta destinado principalmente a estudiantes de
Calculo I de la Facultad de Ingenieria y para todos aquellos interesados en ¢l
tema.

El objetivo central de esta obra es presentar los conceptos del
Calculo de forma clara y simple, complementados con gjemplos resueltos, de
modo que facilite la comprension de los temas expuestos y finalizando con
problemas propuestos. El orden de presentacion de los temas esta basado en el
Programa de Célculo 1 de la carrera de Ingenieria Plan Comun de la Universidad
de Tarapaca, por tal motivo en esta obra se utilizan algunos conceptos que no
son explicados en detalle porque o son basicos (los estudiantes los han visto en
la ensefianza media) o son estudiados en cursos paralelos a éste coma son
Algebra, Trigonometria y Geometria Analitica.

En el Capitulo I se tratan los sistemas numeéricos en general y el
sistema de los numeros reales considerado como un cuerpe conmutativo
completamente ordenado. Se tratan desigualdades e inecuaciones, usando
intervalos y notacion de conjunto.

En el Capitulo II se estudian las funciones y sus graficas con
énfasis en las funciones reales de una variable real y destacando sus
propiedades principales como inyectividad, epiyectividad, biyectividad,
monotonia, acotamiento, paridad, existencia de inversa, etc., ademas de la -
operatoria con funciones.

En el Capitulo III se tratan las sucesiones de numeros reales,
algunas sucesiones especiales, su convergencia, algunos criterios para €l
calculo de limite de sucesiones y el teorema fundamental de sucesiones
moendtonas.

Finalmente, los autores desean expresar su agradecimiento a los
académicos del Departamento de Matematica de la Universidad de Tarapaca
Sras. Verfnica Rey Mas y Maria Sanhueza Collinao, por la colaboracion
prestada, como también a la Srta. Sabina Nufez Aldoney, quien transcribié los
manuscritos de este texto para llevar a feliz término este libro.



CAPITULO 1

EL CONJUNTQC DE LOS NUMEROS REALES

Se comenzara el estudio con el conjunto de Numeros Naturales:
IN={123, . mn+l, ... }.
En €l se definen dos leyes de composicion interna {l.c.i):
1) adicion : Va,b e IN, (@a+p)e IN y
2) multiplicacién: Va,be IN, {(a-p)eIN, usualmente llamadas propiedad de

clausura.

Estas operaciones cumplen las siguientes propiedades: asociatividad,

conmutatividad, elemento neutro multiplicativo “1” y distributividad.

Ahora bien, en la ecuacion: a+x=b con ab cIN se ve que ella tiene

sohucion en INssi b>a.

¢Cuando b es mayor que a en IN ?. Para responder esta pregunta se
analiza lo siguiente:

sean ab e IN, se dice que “b es mayor que a” y se denota como “b>a”
cuando exista ¢ e IN de modo que a+c=48. Esto Gltimo corresponde a
una relacion de orden en IN y se traduce geométricamente en establecer

un modelo geométrico para IN.




El objetivo es resolver la ecuacién a+x =4, cualquierasean a y b  IN.

1) Si a=5 setiene a+x=a que no tiene soluciéon en IN, entonces para
gue tenga solucion, se extiende el campo numérico al conjunto:
IN,=IN u {o}={0,1,2,3,..n, n+1,.}. Luego a+x=5p tiene solucién
ssibza.

2) Si a>b, la ecuacidbn a+x =5 no tiene solucién en IN, , por lo que se
extiende el ambito numérico al “Conjunto de los Niimeros Enteros”
cuyo simbolo es Z.

Luego se puede caracterizar a Z como el conjunto donde la ecuacion:

a+x=b,con a y be IN, siempre tiene solucién. Es decir,

Z =f{xla+x=0bY abe IN }.

En términos de una descripcién por extension del conjunto Z, posee los

siguientes elementos: Z =§{..,-3, -2,-1, 0,1, 2,3,...}.

El conjunto Z se puede expresar como la unién de 3 conjuntos:

Z~: Conjunto de los enteros negativos.

7" : Conjunto de los enteros positivos.

{0}: Singleton de Cero. |

Asi Z=27Z ufju Z°

OBSERVACIONES:

1) 0geZ" vy 0¢g 2"
2) INcIN, vy Nc Z,



PROPIEDADES DE LA OPERATORIA EN Z

En Z se definen dos operaciones : adicion y multiplicaciéon, que satisfacen

las siguientes propiedades.

1.- Adicién © i) clausura
ii) Asociatividad
iii) Elemento neutro (0 € Z)
iv} Conmutatividad

v} Elemento Inverso (v a ¢ Z ,3-ac Z)

Luego, como la adicion cumple las propiedades i), ii), iii}, iv} y v}, se dice
que Z con la adicion tiene estructura de grupo abeliano, es decir, (Z,+ ] es

un grupeo abeliano.

2.- Multiplicacién: i) Clausura
i) Asociatividad

iii}  Posee elemento neutro multiplicativo (1 € Z )

OBSERVACION: |En Z no existen nameros inversos multiplicativos!
3.- La multiplicacién distribuye con respecto a la adicién en Z.
Por lo tanto, por tener Z con +y e las propiedades citadas anteriormente,

se dice que (2, +, ) tiene estructura de anillo conmutativo con unidad.

ALGUNAS CONSECUENCIAS:

1} El elemento neutro es Gnico {ya sea aditivo o multiplicativo}.

2) La ley de cancelacion para la adicion es valida en Z .



a+b=a+c=>b=c
Enefecto: a + b=a+¢
(—y+{a+by=(-a)+{a+c)
(a+a)+b=(a+ta)+c
0 +b=0+c
b=c
3) SienZ setiene laecuacién: a +x=b; a,bed
(—a) +(a+x)=(-a) +(b)
[-a+al+x=(-a)+®)
0 +x=(—a)+®)
x=(ay+(b)o x=(b) +{-a)
“Aparece la resta” como una escritura o simbolo distinto, es decir:
abe Z :(bYy+{-a)y=b-a.
NOTACION: b+(—a)=b-a.

ALGUNOS CONCEPTOS QUE SE CONOCEN EN Z .

1) Sean a,be Z, a#90, sc dice que “b es divisible por a” , si existe c € Z

tal que b=aec, esto se escribe a/b y se lee a “divide a” 5. Que bsea

el

divisible por « es equivalente a: “pes miltiplo de a” o “a es un divisor
de »” 0 “a esun factor de »”.

2) Es importante mencionar los siguientes subconjuntos de Z :
a} Kl conjunto de los enteros pares:
IP={ aeZ/ a esunmultiplode 2 }={ a e Z/a=2kkeZ }.
Por ejemplo:
164 € Z es par, ya que existe 82 € Z , tal que 164= 8202,

b) Conjunto de los enteros impares: Impares={ae Z/a=2k+1,keZ }.



3) Nuameros Primos: Se dice gue un entero “4" es primo, si siendo distinto

de cero vy distinto de +1, solamente admite de divisores a +1 y +5.

Se analizara si la ecuacion aex =5, a,be Z tiene siempre soluciéon en Z :
a} Si & es miltiplo de a, la ecuacion tiene soluciéon en Z.

b) Si b no es miltiplo de a, la ecuacién no admite solucién en Z.

Por lo tanto, se crea otro conjunto: “el Comnjunto de los Nuameros
Racionales”, denotado por Q. Dicho conjunto se crea con el objetivo de

tener un conjunto en ¢l cual siempre tenga solucion la ecuacion aex=5;a
vy be Z,a=0.
Q =fx/ax=bVabe Z a=0}.

Por lo tanto, x es numero racional si puede escribirse en la forma: aex=5.

Una forma comoda de expresar un namero racional es la decimal, que se

obtiene al efectuar la divisién b: a, por lo tanto:

Q :{x/xzib»,\fa,be Z ;aiO}

a

IGUALDAD DE NUMEROS RACIONALES:

<> aed=hec

S

DEFINICION: Sean % y % e Q, entonces: %

- . 3 24 . . .
Asi por gjemplo, Z ¥y = representan el mismo nimero racional.

Por lo tanto, esta igualdad en Q, introduce el concepto de fracciones
equivalentes.
En Q, también es posible definir dos leyes de composicion interna {l.c.i.):

~adicidn vy multiplicacion:



1—V£,E~GQ £+£:ad+bc
b b d bd
vafjﬁe Q;ﬁ.izﬁ
b d b d b

PROPIEDADES DE LA ADICION EN O :

1.-Clausura: Vx,ye Q: (x + y)e Q

2.- Asociatividad : Vx, v,z € Q: {x+y)+z=x+(y+2)

3.- Elemento Neutro: Vxe Q, 30e Q: x+0=x v 0+x=x

4.- Elemento Inverso: Vxe Q, A(-x)e Q: x+(—x)=0=(-x) +=x
5.- Conmutatividad: Vx,ye Q: x+y=y+x

Por lo tanto ( (O, +) es grupo abeliano.

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION EN ©:

1.-Clausura: Vx,ye Q: (xey)e Q

2.- Asociatividad: V x, 3,z € Q: (xey)ez=x 9 (yeoz)

3.- Elemento Neutro: Vxe Q, Ile Q: xel=x=1 ox

4.- Elemento Inverso: Vxe Q —{0}, 3(x ) e Q: xox'=1=x"ox

5.- Conmutatividad : Vx,ye Q:xey=yex

Por lo tanto, (Q- {0}, ») es también un grupo abeliano. Ademas existe una

propiedad que relaciona estas dos propiedades.

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA EN Q:

1- Vx,y,ze Q:xe(y+z)=xey+xez (propiedad distributiva izquierda}

2-Vx y,ze Q:(x+y)ez =xez+ yez (propiedad distributiva derecha)



Luego, por todas las propiedades anteriormente enunciadas para ambas
operaciones, se establece gue (Q posee una estructura de cuerpoc
conmutativo. .

En comsecuencia, cuando se trabaja en Q, debe tenerse presente que

cuenta con todas estas propiedades.
OBSERVACIONES:

1.- El elemento neutro es tunico: 0 para la adicibn y 1 para la
multiplicacion.

2.- El elemento inverso de cada elemento es tnico.

3.- La ley de cancelacion es valida tanto para la adicién como para la
multiplicacién.
G sea:

a) Vab,xe Q : a+x=b+x=>a=h

b) Va,be Q, xe Q —{0}:aex=hox=>a=h

-1
4.- Seentiende por: ae b =< . Analogamente - G(EJ =2.5.
b b \d b d

En este conjunto numeérico se distinguen otras caracteristicas:

1.- Bs ordenado: es decir, existe un ordenamiento entre sus elementos,
que permite establecer, dados dos racionales cualesquiera, cual es el

mayor. Esta relacion se establece de la siguiente manera:

9 <L aed < bec, Vﬁ,fme Q.
b d b d

Esta relacion de orden permite establecer un modelo geométrico para

(), en la recta numeérica.



2.- Es numerable: es decir, existe una correspondencia uno a uno entre
los ntimeros naturales y nameros racionales, dada de la siguiente

forma:

. ) s a
Tode numero racional se puede escribir en la forma i con

ay b eZ b+ 0. Siestos nameros se ubican en un cuadro donde %

esta en la fila by columna «a, se tiene:

1 —»2 3 —#14 5—p 6 7 8 9......

R

/2 2/2  3/2 4/2 5/2 6/2 T/2 8/2 9/2..

v/

i/3 2/3  3/3  4/3 5/3  6/3 T/3 e,

J

1747 2/4  3/4  4/4% 5/ 6/4 e
1/5  2/5  3/5 4/5 5[5  6/5ueieieeenerrerees
1/6  2/6  3/6  4/6  5/6  6/6ueceeeeriereneeeenieieens

Para enumerar los racionales se sigue el esquema indicado por las flechas.

Como por ejemplo: en el 2do. lugar esta el 2, en 3er. lugar el %, en 4to.

lugar el 1/3, etc. Se puede apreciar que los racionales positivos no estan

colocados en orden de magnitud, como ocurre con los niimeros naturales.

3.- Es demso: quicre decir que siempre se encuentra un niimero racional
entre dos racionales dados.

Existen otros nimeros que no son racionales y que se ubican en la recta

numeérica, como por ejempio V2.



En efecto, si 42 fuese racional, seglin la descripcion de Q@ se tendra que:

Vi =2 prge d, g+ 0 ysea v irreducible, e¢s decir no tiene factores
q

q
comunes; elevando al cuadrado la igualdad anterior, se tiene:

2 2
{gj =208 26 pa2g

g g’

con lo cual p* es niumero par, y por lo tanto p es un namero par.

O sea: p=2nne Z <p =4n’
Reemplazando en (*) se obtiene: 2¢” =4n* (sPorqué?)
q* = 2n
Es decir, ¢° también es par entonces ¢ es par.
P

CONCLUSION: Siendo p vy ¢ nameros pares, la fraccion * no seria
q

irreducible, lo cual es una contradiccion con lo que se ha supuesto.

Asi, 42 no puede ser un numero racional. Si se piensa en el modelo
geométrico usual para Q, es decir una recta en la cual se han distribuido
convenientemente los nimeros racionales , se ve que el namero 2 (que
no es racional] se encuentra exactamente en el lugar que muestra el

siguiente grafico.
A

i
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Asi como 2 , existen muchos otros nitmeros con esta caracteristica
(\/5, V7, etc.). Sin embargo, ademas de estos numeros conocidos como

irracionales, existen otros que también son irracionales pero cuya
caracterizacion es diferente y que no seran motivo de estudio en este curso

{ej.: m,log2, y otros} conocidos como numeros transcendentes.

Si se designa por /I, al conjunto de todos los numeros irracionales, se
puede efectuar la unién de Q con I, lo que da origen al “Conjunto de

los Nameros Reales”, que se simboliza por IR
IR =Q ull,

Asi se puede completar la cadena de inclusiones antes citada colocando:
INcZ cQclIR
Luego, se define la adicién y multiplicacién en IR de tal forma que:
1. (IR, +) es grupo abeliano.
2. (IR - {0}, ») es grupo abeliano.
3. La multiplicacién distribuye sobre la adicion.
Luego de 1) 2} y 3), se concluye que (IR, + o) tiecne estructura de cuerpo

conmutativo.

PROPIEDADES DEL CUERPO DE LOS REALES:

1) -0=0

2 a+b=a = b=0

3) ae0=0

4) —-a=(-1}a

5 V a,b IR al(-bj=-(ab)=(-alb



6)
7)
8)

10)

11)
12)

13)

14}

15)

16)

17)

11

Demostracion: a{-bj=a [(— 1) b]: a(-1)6=[(-1) a]b ={-a) b
Vae IR -(-a)=a
Va,b e IR, (-a)(-b)=ab

=1

a 20=>a’ =0

aeb=0@=0v (=0

a+b=a+c=>b=c (ley cancelativa para la adicién)
Demostracion:

a+b=a+c= (-ay+{a+b)=(~a)+({@a+c)= [-a)+a]+b=[(-a)+a}+e
= 0+b=0+c2b=c

asc=bhec y c#0>a=>~ (ley cancelativa para la multiplicacion)
Demostracion:

asc=bec=> (asc)ec’ =(bec)ec Das(c'ec)=be(clec) >

> gel=hel=2a=b

—a-b=—(a+b)

Si gebz0=>(aeb)' =a'eh ' =b'ea™

E+£:ad+bc
b d bd

Demostracion:

b0 y d#0

T4 canh iced @eb el (cod )o1= (@b Nd o d ) ¢

(cod Ybeb Y=(aed)b ' ed Y+ {ceb)d 'eb ' y=(aed)bed) +

(ceb)(deb)' = (asb+bec)bed)’ = “";’J’;”E

Vaz0= (-a)' =-a’
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DEFINICION:
1) Resta: Va, be IR, a-b=a+(-b).

2) Division: Va, be IR %0 : %:ao}i—:aozb‘,’

OBSERVACION: La divisién por cero no esta definida. ;

ORDENEN IR:

Se sabe que existe IR < IR, que cumple con los siguientes axiomas:
1) VeyeIR', (x+y) e IR ,(xey) e IR

2) Vxe IR: xe IR" 6x=0 ¢ -xe IR" (ley de tricotomia).

Esto permite definir la siguiente relacion de orden: V x,y € IR, se dice que

x es menor que y, simbolizado como x<y, siy solo si (y—x)€ IRT
OBSERVACIONES:

1) (y~x)elR"o®y-x>0

2) y>xox<y

3) x<yox<y 0 x=y

4 yzx x<y

5) x es positivo @ x>0oxe IR’

6) Existe IR "< IR llamado “subconjunto de reales negativos”, es decir :
xe IR~ < x es negativo < x <0,

7) 02 IR",0¢ IR ", osea, 0 € IR no siendo positivo ni negativo.
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ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LOS AXIOMAS DE ORDEN:

1.- Va,b ¢ IR, se cumple una y sélo una de las siguientes afirmaciones:
a<bda=b 6 a>b {ley de tricotomia) .
2-VabceclR a<b nb < ¢c=a<c¢ (transitividad)
3-a<b rce IR=a+re<h+c
d-a<bhbrnc>0 Daec<bec
S~a<by c<0aec>bec
Demostracidon: ag<b=b-a>0
c<0=>->0 Poraxioma de orden (b-a)(-¢c)>0

= -betrac>0=ac - be >0
= ac > be
6-a<beo —a>-d

7-81 ae IR, a20=>4*>0

Demostracion: Si a=0, entonces:
i) a>0=>aea>0=>a">0
i) a<0=>-a>0=>(-a)(~a)>0=>a" >0

8-Sl a<brc<d=Dat+c<b+d
Demostracién: a<b=(b-a)e IR’
c<d=>(d-c) e IR". Luego por axioma de orden
(b-—a+d-c)e IR =>[b+d—(a+c) |e R = a+c<b+d
9.- 0O<ag<bh Osc<d=aec<bed
10.- gedb>0(@>0 A b>0) v (a<0 A b<0)
11.- aeb<O<c(@>0 A b<O) v{e<0Ab>0)

12- —20@20Ab>0)v{a@a<0nb<0)

i
b

13.- %s()@(ag()/\b>0)v(a20/\b<0)
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14.- a=0,b20 y a°2b" <azb

Por lo anterior se dice que (IR,+, #) es un cuerpo conmutativo ordenado.

SUBCONJUNTOS DE IR . INTERVALOS:

Para representar algunos subconjuntos especiales de IR , se usa la
notacién de Intervalos. En efecto: sean a,b € IRtal que a<b. Entonces

se definen los siguientes intervalos:

1- [abl=fecIR /a<x< b } Intervalo cerrado con extremos ay b

{incluye los extremos).
Usualmente su representacién es un grafico del tipo siguiente:

® o —

a

2.- {a,b)=fx € IR /a<x<bh }. Intervalo abierto con extremos ay b (no
incluye los extremos). Otra notacion aceptada para este conjunto es

la.b] , cuya representacion es:

O 5 Lr

N
a b

3.-lap)={xcIR/a<x<b }
(apl={xcIR/a<x<b}
Intervalos semi-abiertos a semi-cerrados con extremos a y &, cuya

representacion es:



Para |ab): « 6 é » IR
b

Para (a,b]: é ‘ » IR
a

b

Nota: Se observa que cada uno de los intervalos definidos posee longitud

finita igual a (b—-a), que es un namero positive.

4.- Intervalos infinitos:

i} |, +o) =fre IR /x>a }, graficamente
>
< é - R
a

i} {o+w)={re IR/x > a }, graficamente:

P
«—O o
a

i) (~ow,a)={cIR/x<a }, graficamente:

< u;‘ > IR

a




i6

iv) {w,a]={e IR/ x < a }, graficamente:

& b PR

(4]
V) (—-00, + OO): IR

OBSERVACION: El simbolo +o, indica gue x crece indefinidamente y
-w , que x decrece indefinidamente. Se observa también que estos

intervalos poseen longitud infinita.

VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

El valor abscluto de un namero real x, denotado por ix , se define del

modo siguiente:

EJEMPLOS:

1.- |5=5
2.- |-3=—(3)=3
3.- Joj=0

4. |-V2| = (+2)=+2
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OBSERVACIONES:

1. Es facil observar que el valor absoluto de un ntimerce real es siempre -

positivo o cero.

2. x| se interpreta geométricamente como la distancia medida desde el

origen al punto x. (]x{ =/x? )
A continuacién se enunciard una serie de propiedades fundamentales

del valor absoluto, demostrando algunas de ellas.

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO:

1- Vxe IR, x>0

2- Vxe IR, |x=|-x
3- Vxe IR, -[x|<x y x<x, 0 sea, —x <x <lx]
Demostracién:
i) Six>0=>-x<x<x=-x{<x<[d, ya que x=|x
ii) Si x <0=>—x>0. Luego por i) se tiene: x £ -x < ~x = ~{x < x <[]

Asi, Vxe IR, —|f<x<l4
4- Vxe R, |4 =4
5.- Vxy e IR, {gj=|xy]
%ﬁl{[
¥l b

7.- Sea a>0. Entonces |x|$a<:>—as x<a

6-Vx,ye IR, y 20

Demostracion:

i} Por demostrar : |x|$a:>—as x<a



18

St x=0 X £ a=>-asx <aqa
y M ~a<x<a vVxelR

Si x<0>x|l=-x <a >xz-am>-a<x<a

Pordemostrar: ~a<x= a:>|x1 <qg

Si x20=|x=x<a (por hipdtesis) =>|xj< a

Si x<0=|x=-x ycomo —-a<x (por hipbtesis )
=¥ <a
Se tiene que ~x<a

De i} y ii) queda demostrado.

8.- Vxe IR, fdzawx<-a 6 xza
9- Vx,ye IR, [x+y < |4+

En efecto:

Se sabe que : - |x| € x < [x]

-yl <y <]

(] + s>+ p<|xf+ |yl
oo lx+ y| < x|+ |y| ycomo |x{+]y]>0, se tiene
(Pl )2y <id+ ]y

10.-vx,yve IR, [

<=l [ <lx=

Demostracién: xe IR > x=x-y+y VvV y e IR
Por lo tanto | =|x—y+y <|jx—y/+|]

Luego: [x]-|y|<x—y )

Porotrolado: yelR ;:»y:y—x+x,VerR
A <ly—x+o

A= <[y =+ =[x~

- z=f- 9
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En consecuencia de (*) y (**) se tiene : ~lx—y| <|x] ~ |yl < x5

)

e |-y | <lx—»]

DESIGUALDADES E INECUACIONES EN IR

Existen dos tipos de expresiones que involucran a la relacién de orden en

los reales: Desigualdad ¢ Inecuacidén.

Se dice que desigualdad en IR {6 en A < IR) es cualquier proposicién
matematica que involucra una relacion de orden, en cualquiera de sus

cuatro formas {, < > ¢ <), permaneciendo valida para todo xe IR ( 6

para todo xec Ac IR).

Por ejemplo (a+54) >0, es una desigualdad en IR , ya que es una
proposiciéon matematica que involucra a la relacién de orden > , que es

valida cualquiera sean abe IR,

De la misma manera se.puede describir lo que se entendera por una
inecuacion en IR: es una proposicion matematica que tiene variables, que
involucra una relacion de orden en IR (en cualquiera de sus formas ) y que
es valida sélo para alglin subconjunto de IR Tal subconjunto recibe el

nombre de “comjunto solucién de la inecuacion”.

Por gjemplo 3x+42x-2 es una inecuacién de variable x, y es valida sélo
para un subconjunto de numeros reales. Por ejemplo si x=-4 entonces

3x+42x-2 es una proposicién falsa. Utilizando propiedades conocidas de
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la relacion de orden se puede establecer que el conjunto solucién es
fxe IR /x2-3 }=[-3, +)
A continuacién se veran ejemplos de desigualdades e inecuaciones en IR ,

teniendo en cuenta siempre que €l modo de demostrar una desigualdad o

resolver una inecuacién, se basa principalmente en las propiedades

conocidas de la relacion de orden en IR.

DESIGUALDADES EN IR :

EJEMPLOS:
1.- 8i a nbe IR, demostrar que o’ +5* > 2ab
Demostracidon:
Se sabe que {(@—-b) =, 0V a,b e IR
=>a —2ab+5 >0
coat+ bz 2ab
2.-Vabnace IR, demostrar que: a® +86" +¢* > bc+ac+ab
Demostracidon:
Por 1) Se sabe que: & +8" >2ab
b+ =2bc
a +c = 2ac
Por lo tanto, 2(a® +b* +c¢* )2 2{ab+ac+be) /:2
@ +b +c* zab+ac+ b
L
a

3.-8i g,bec IR, demostrar que : —+

a
b
Demostracion:

Se sabe que {a-b) 20=>a’ ~2ab + b’ > 0 dividiendo por aeb>0 (¢Por
qué aeb>07)

Se tiene: -‘—1—~2+£ =0 ::>~C~li+é >2
b a b a
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4.- Si a20,b>0 demostrar que = ng@? > ~Jab.

Un método bastante frecuenie para demostrar una desigualdad, consiste
en suponer verdadera la proposicién gue se requiere demostrar de manera
que trabajandc con ella se pueda llegar a una expresion que, sin lugar a

dudas, sea verdadera, lo que se llama analisis de la desigualdad.

Se puede asi entonces revertir €l proceso hecho y partir ahora de esa
expresion que es verdadera, para llegar a concluir la proposicion que se

requiere demostrar.

Por e¢jemplo, en este caso se efectia el siguiente analisis:

ath > Jab :>a+b22\fc5:>a—2@+b203(\/5—\[5)2 =0, expresion que,

sin lugar a dudas es verdadera, ya que siendo ; a>0 y b=0, Ja ¥y Jb son

numeros reales.

Revirtiendo el proceso, se comienza la demostracion:
(Jc; M\/E)Z >0 a-2Vab +b20=>a+bh=2Jab :>aT+b2\/ab.

9
@

z

5.- Demostrar que: a*+—>6, para aec IR -{0}.

Demostracion:
~m8 o 2 9 4 z 4 2z 2
Anmalisis: o'+ 26=>a +926a =>a -6a +920:>(a -3)220,
a

expresion que es verdadera Vae IR, En particular lo serd para ac

IR-{0}. Asi se puede comenzar de (az2 ~ 3)2 >0, az0.

9
Entonces: a*-6a°+920=2a*+926a* > > +—26.
al
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EJERCICIOS:

1.- Demostrar las siguientes desigualdades:

i 2
aj Va>o, a+~1—22 Va,be IR a=bs, mlw+‘_;>____
a a ‘b a+b

b) Vabx,y e IR, &+5 =1, ¥ +y*=1= ax +by <1

c) Va be IR*,(a+b)(b+c)(a+c);>8abc

2.- Dados 3ab> y & +2b° abe IR", determinar cual de las expresiones

es mayor.

INECUACIONES EN IR :

Aunque es dificil clasificar todas las inecuaciones en IR, se puede

distinguir algunos tipos clasicos:

I.- INECUACIONES DE PRIMER GRADO EN UNA VARIABLE.

Son todas aquellas inecuaciones que se pueden llevar a una de las
siguientes cuatro formas:

i) ax+b>0 i) ax+b>0 i} ax+b<0 iv) ax+85 <0

Es decir, después de efectuadas todas las reducciones posibles basadas
en las propiedades conocidas de la relacion de orden en IR, la inecuacion

toma una de las cuatro formas antes sefaladas.

Es claro entonces que si la inecuacion propuesta toma, por ejemplo, la

forma i} se tiene:
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x>-—, sia>0
ax+b>0>ax>-b=> a

x<——, St a<0
a

Por lo tanto, el conjunto solucién de i) sera:

{ xelR/ x> —é—}n[—é,-rco),si a>0a
a a

{ xe IR/ x< mé}:(woo,wi}si a<0
a a

EJEMPLOS:

1.- Resclver 5x+723x+15.
Solucion: 5x+7=23x+15=>2x-820 =22x>28=>x>4
El conjunto solucién es: fxe IR /x>4 }=[4,+x).

-3 4

2.- Resolver +6>2+—§5-

2JC~3+6>2+% /12

Solucion:

6x —9+72> 24 +16x
~10x >-39 /(-1)
10x < 39

39
X< —

10

Conjunto solucién: fxre IR/ x<%§~ —[— o0, 39).

10
3.- Resolver: 2x -3 X Ax
2 4
2% -3 4-
Sclucion: x hd A x < x
2 2 2 4
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2x — —
i 3m~~v~J£<0/\+m _ 4 Y <o
2 2 4
-3 -
X <0 2x—4+x 0
4
x—3<0 A 3x -4 <0

I1.- INECUACIONES DE SEGUNDO GRADC EN UNA VARIABLE.

Son todas las inecuaciones que pueden ser colocadas en alguna de las

siguientes cuatro formas:
ij ¥ +px+g>0 i) x* + px+g=0 iii) x> +px+q<0

iv) X +px+g<0

Se propondra un método general que permita resolver cualquiera de

las 4 inecuaciones propuestas. Para ello se tiene que si x=a y x=f
son las raices de la ecuacion x*+px+¢g=0, entonces es posible

escribir: X +px+g={x—-a)x—B).
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Ahora, la naturaleza de las raices a y f depende del signo del

discriminante de la ecuaciéon D= p’ -4g. Se distinguen entonces los

siguientes casos:

Primer Caso; D=p’-4¢ >0

En este caso, x=a y x=f son ambas raices reales y distintas. Asi,
sin pérdida de generalidad se supone que a <. Este hecho permite

dividir la recta real en 3 regiones.

Entonces:
i) Si xe [ setieneque x< a A x < f.
Luego, x—a<0 y x-f <0.
Asi: X +pr+g=(x-a)(x-F>0
ii) Si xell,setieneque a<x<f. Luego, x—a>0 A x-f<0.
Asi: X Apxtrg=x-a)(x-f< 0
it} Si x e Ill, setieneque x>a A x> f. Luego,
x-a>0 y x—f>0

Asi: X" + px+g=(x-a)(x-F)> 0

Asi, se puede concluir lo siguiente:

Sipara x> + px+¢g=0, D=p*—4g > 0 entonces:
X+ pxt+g>0 VxelodoV xe I,

Luego, el conjunto solucién de x* + px+ ¢ >0 sera:

fre IR /xel }ufre IR /xe il }

obien: fre IR /x<a }ufre IR /x> B }=(-o, a) (B, +x)
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b) ¥ +pr+g=0, Vxe IRtalque x<a ¢V x 28,
Luego, el conjunto solucién de x* + px+ ¢=0 seré:
freIR/x<a jufreIR/x 28 }=(wxa ulg, o
¢) ¥ +pxig<0, Vxel
Luego, el conjuhto solucion de x> + px+ g<0 sera:
{erR/a<x<,8}:(a,ﬁ).
d) ¥ +pr+gs 0, Vxe IRtalque a sx< 8.
El conjunto sclucion de x* + px+g< 0 sera:
ke lIR /asx<f }=la, B].

Segundo caso: D= p’-4g=0.

En este caso, las raices x=a y x=f son reales ¢ iguales. O sea
x=a=pf. De manera que x +px+qg=(x-a) 20,V xe IR entonces, se
puede concluir lo siguiente:
Sipara x*+px+g=0, D=p’—4¢ =0, entonces:
a) ¥+px+g>0, Vxe IR-{a}
Asi, el conjunto solucion de x*+px+g>0 es: IR —fo}=fre IR
Ixza } .
b) X+px+g=2 0, VxelR
Por lo tanto, el conjunto solucién de x> +px+g> 0, es : IR,
c) ¥’ +px+qg< 0, esfalsa cualquiera sea xe IR,
Por lo tanto, el conjunto solucién de x> +px+g< 0 es ¢.
d} x*+px+g< 0 séloes verdaderasi x=«,

Por lo tanto, el conjunto solucién de x*+px+g< 0 es: o} .



Tercer Caso: D=p -4g<0.
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En este caso las raices x=-a y x=f son nuameros complejos (mas aun

son complejos conjugados}.

2 a2
g} L4g-p"

2 2
Sin embargo: x2+px~i~q=(x+w§~) +(q~£’m}:(x+2 Z

4
Pero 4qg-p >0 (yvaque D=p’-4g<0],

2 2
4g - :
Luego x2+px+q:[x+§) +_q4_p>0 siemprel!

Luego si D= p*’—4¢ <0, el conjunto soluciéon de:

i) *+px+qg<0 es ¢

ii) *+px+g>0 eslIR
iii} x*+px+gz20 eslR
iv} X +pxt+g<0 es ¢

EJEMPLOS:

1) Resolver x*-5x+6>0,
Solucién: D= (-5 -4¢6=1>0; jraices reales y distintas!
lasraices son x=3 y x=2
Asi, x¥*-5x+6={(x-3)x-2).
Procediendc como en el caso general, se tiene:
> -5x+6>0 x-5x+6<0 x -5x+6>0

< T I > IR

2 3
Luego, el conjunto solucién de x> -5x+620 es: (~=,2}u[3, +o0).

Se puede proceder también de la siguiente manera:

una vez encontradas las raices se tiene que: x* -5x+6 = (x—3){(x-2).
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Luego:

) N x-220 Ax-3z20 7}
X =-5x+6=(x-3}x-2)=>4{
i)y x-2<0 A x-3<90

Entonces el analisis para 1) es:
x-220A x-320=>x22 A x23 >x23
Por otra parte el analisis para ii) es:

-2 <0A x-3 £0=>x<2 A Xx<3 oDx<2

En consecuencia x’-5x+6>=0 siocurreque x=3 ¢ x<2

Asi el conjunto solucién es: (~w, 2] w [ 3, +x).

2} Resolver : 2x’-3x-5<0,

Solucién: FEsta inecuacion es de la forma ax® +bx+c<0.

Luego el discriminante de la ecuacion a’+bx+c=0 es

D=b —4ac=9-4e2(-5)=49>0, raices reales y distintas, que se

pueden determinar utilizando la forma general de la ecuacién de 2do.
grado, es decir,

10 5
x_3i«f9+40_3i7_&/x1:m[{: 5 @
= = L

S 2%t -3x-5=2x-5)x+1) = Z(X—n;-)(xnkl) <0
L C8.= (w 1 3).
2

3) Determinar el conjunto solucién de la inecuacion fraccionaria.

1

— >0
x2 -2x+3
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Solucién:
En este caso, dado que el numerador de la expresion es siempre

positivo, bastara que x*-2x+3 sea positivo para que la expresion

también lo sea.
Ast el problema se reduce a resolver la inecuacién x*-2x+3>0
D =(-2) ~4e3=-8 <0 {jraices complejasl).

En consecuencia, ¥’ -2x+3>0, Vxe IR,

Conclusién: —2—1—— >0, Vxe IR,
X" -2x+3

. . ‘s 1
Es decir, el conjunto soluciéon de >0 es IR.
X —-2x+3

Otro método para resolver inecuaciones que sean factorizables en
factores lineales es el siguiente:
4) Resolver: 2x*+3x-220.

Solucidén: En ¢l casc de que la expresion cuadratica sea factorizable,

también se puede resolver la inecuacion en la forma siguiente:
25" 43x-2=(2x-Dx+2)=>2x-1=0> x:---;w y x+2=0=>x=-2,

lHamados puntos criticos.
Luego se confecciona la siguiente tabla, que nos entrega los intervalos

donde la inecuacion es positive y donde es negativa.

— o0 P - +ao
2
x+2 - + +
2x-1 - - +
(x+2¥2x-1) + -1t

. . 1
Luego €l conjunto solucion de 2x* +3x-2 > 0 es: (- oo,—2] o [5’ +00).
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. ., 1
Para el caso 2x*+3x-2 < 0, el conjunto soluciéon es (—m 2, 5), que se

puede observar en la tabla.

2 —

Resolver : _Z_JFML <0

x —5x+6
Solucién: Fl método indicado en el ejemplo anterior se puede aplicar
también cuando tenemos mas de dos factores lineales en productos
y/0 cuocientes.

X-x  x(x-1

X =5x+6  (x-3)(x-2)

Puntos criticos : x=0,1,2,3.

Haciendo 1a Tabla:

x RN
x—1 ~ b -+t + ]+
x—2 o B B e N
x—3 o B e a4
x(x—1) + - +] -1+
(x=3)x-2)

Solucién es : x e [o1]u(23).

6} Resolver

x+1
<0
(x+6)x* +2x +2)

x+1 §+1

(x+6)(x? +2x +2) B (x+6)[(x+1)2+1]< 0

Solucidén:

x+1

: <0,yaque {(x+1f+1>0,V xelR.
x+6



—o0 -6 -1 <4

x+6 | - | + +
x+1 - - +
x+1 | + - +
x+6
Lxe(—6,-1).

(x+D{x—2) 0

7} Resolver : =0.
(x-2Xx+Dx-3)

-2 .
> 0, cuidando que
x—3

Solucion: Equivale a resolver

x#£2 x#-1, x#£3

-2 | - | + 1 +
x.—-3 - - +
x—2 + - +
x—3

wxe(—oo, -Du(-L2)u @3 +o ).

8} Determinar el menor niimero real M tal que 6+6x—x> <M, Vxe IR,
Solucidon: 6+6x—x"=—(x"-6x+9)+9+6=15-{x-3)

L 15—-(x-3Y <15 Vxe IR . M=15,

9} Determinar el mayor ntmero real m tal que m<x’ —-4x+31, Vxe IR,
Solucidén: X' - 4x+31=x" —4x+4+27=(x-2)"+27

S (x-2)Y 427227, Vxe IR, m=27

31
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10) Resolver 12 <%(2~Ax) < 24.

Solucidén:

—12<%(2~x) < 24 /s§3—26<{2—x)s32 [+ (-2)=> ~18 <~ x < 30/e (-1}

-30< x<18 .~ CS. [-30,18).

INECUACIONES IRRACIONALES:

1) Resolver : +/2x-3> J2-x,
Solueciém: Paraque +2x-3¢ IR y +2-x € IR, es necesario que :

2x-3>0 :>x>% y 2-x20>=>x< 2.

. - 3 3
Por lo tanto, para que esté bien definida xe [5 2}, luego U = [E’ 2] .

A2x-3 > A2-x /[ :‘>2x—3>2—x:>3x>5:>x>§
5

C-S: [W’—}{D}n[i’ 2} ) [E ’ 2} ]
3 2 3

2} Resolver +x*+x+1 > x-2.

Solucién: Para que la inecuacion esté bien definida x> +x+120.

Como D <0=x"+x+1>0,Vxe IR, luego I/ = IR.
i} Si x-2<0=x<2= 8§, =(-00,2)

ii) 8i x-220=>x>2= se puede elevar al cuadrado y
2 2 3 3
X +x+1>x —4x+4:>x>§::'Sﬁz[2,+oo)ﬂ o = [2,40)

L CS=(8 us)N IR =IR,



VBx—2 ~2<3x—1.

3} Resolver :

Boluecidn:

e

6x-220=>x2z2—
1 1
:33:25, Iuego U:[§,+oo),

—

3xw—120:>x2—3—

LS8 xe {u, s OOJ , 1a inecuacioén esta bien definida y

V2 Bx-1-43x-1 <25 (2 -1\3x-1 <2 /*

- 4
2-22 +11Bx-1)<4=>3x-1<
( )( ) 3-2/2
7202  3+22 13+8-/2
x= —® =>x<
3G3-242) 3+22 3

1 13+8\/—2]

3 3 3 2

4 4+3-22
= 3x < —+1= =
32402 3242

e Zn

4} Resolver : \/x2~4x+3 < Jx®—Tx+12.

Seolucién: Es necesario que:
x2~4x+3:(x—3Xx~I)ZG:>xe(—oo,1]u[3,+oo) _
F-Tx+12 = (x—4Xx—3)2 0=>xe (——oo, 3]u[4, -i—oo)

xe(—-oo,llu{S}u {4,—!—00), U :(—oo,llu{?;}u {4,+ oo)
X —4x+3<x - Tx+1223x <9 > x<3
L CS.={w3NU={wx1]Uf}

x«Jx+33(x—5) <0 .

‘ 5) Resolver :
X +Xx
Soluciéon: x+320=>x2-3 .'.U:[_3,+ w},
" x"x;“f (i;s)so,como X +1>0,x#0 y Jx+3 e IR}
X{x +

S>x—5€0=>x<5
2 C8 = (-, 5] f0PN[-3, + 0)= [ 3, 0)U(0.5].




INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO:

1) Resolver: [3x—1] <2x+5,

. ‘ . - _5 (=5 .
Solucidon: 2x+5>0:§x>7 U= —, + oo,
—2x-5<3x-1<2x+5
. ~4 4
i) ~2x-5<3x-1=5x> 45 x>— —Xx€ ——5,6

if} 3x~-1<2x+5=>x<6

2) Resolver: |x—3[+2[x]<5.

Solucién: Se aplica la definicién de valor absoluto.

| 3} x-3, 8 x-320 =>x=3
X — oy
—x+3, 85 x-3<0=>x<3

|x!- x, st x=0
- —-x, st x<0

Esto permite dividir la recta numérica en tres intervalos:

x<0 0<x<3 x=3

4 l I o

donde:

—_—0 =

34
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j Si x<0=2x+3+2Ax)<S=>-3xr<2x>— % Y :[m§+oo)ﬂ(—oqo):(m§,oj.
i) Si 0gx<3= x+3-2x<5=>x<2 .5, =x2)N[03)=[02)

8
iii} Si x23:>x~3+2x<5:>3x<8:>x;<—§_ .‘.S3:[—oo,§)ﬂ[3,+oo):¢,

3
t 2
LS ESuS,us =8, :(—g, ZJ.

3} Resolver: ’xz —5x+ 6‘ > 2,

Solucidén: xP-5x+6>2 v X' =5x+6<-2

X —-5x+4>0 v x*-5x+8<0

sY 7.
—a)x-1)>0 2l +lco
(= afx-1)>0 v (x 2)+4<

S =(-ould,+o) v §,=¢
X SF :Sl USZ ::>SF' :(—OO, 1)U(47+00)'

4} Resolver : Ixz - 4| < ‘xz ~7x+12!.
Solucién; |x2 w4| < !xz w7x+12| = —2r+2f <lx~4x -3

Aplicando las definiciones de cada valor absoluto, en la recta

numeérica se tiene:

x < =2 —2<x<2 2=5x<3 3J<x<d x>4
< 1 | 1 1 >

» IR
2 2 3 4

) Six<25(x+2)(x-2)<(C-x+)(x+3) > -4<x’-Tx+12 =
Tx<lo=x <}¥7§. SI(—oo,—2)ﬂ(—oo, l’?]z(moo, AZ).

i) Si-2<x<2=(x+2)x+2)<(x+Dx+3)=>x?+4<x’-Tx+12

=2 —7x+8>0, D<0. ~ 8, =[22) N IR=[22).
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16 16
i) St 2.<_x<3x>x2—4<x2—7x+12::>7x<16:>x<~7~..'.S3:(—oo,—;f]ﬂ

16

23
b)-|2F)
iv) Si3sx<do ¥ —d<(x+4)x-3)>x -4< ¥ +7x-12

=2 -Tx+8<0, D <0.. 8, =0N[34)=¢
s , 16 16
VSixzdorx ~dax —7x+12:>7x<16:>x<7. 8 = -oo;%w ﬂ[4,+oo):¢.
v 16
L8, =8US, U S, US4USS:>SF:[moo,m_}+),
5) Resolver |x1,l \
X

Solucidén: ¥#0

2 2
|x1’+;x|~1go:b[;x|+i] még()::{]xhzj PN
2 4 2 4

:>—£<H+ <‘/— ‘Eﬂg!x}s;@,x;«eo.
2 2 2 2

5
2

o3

«E%’ Jiul}{o}'

5Fmsinsﬁ{— 5

|x—5|w|2x+1i

6) Resolver: "<
x-3

Solucidn: i i
-1/2 5

I —x+5+2x+1 +6 1
DS xe Loy TXESEIOHL X6 oo 63)0( 0, m]
2 x—3 x-3 2

li

|

e

!
29 |
S




—x+5-2x-1 —-3x+4 ix—-4
faed < >

x -3 x—3 x-3
st e

.7c——5~2x—1_—x—6< x+6
x-3 x—3 x-3

=8y = {~o0,-6)L (3, +o)iN [5,+0) =[5, +).

ii}Sim%sx<5::> >0 =

i) Si x2 5=

Se=58usS, Ul :(—6, g)U(3,+oo)_

7) Pruebe que si [x-3|<4=|x—-5+3x-2/<26.
Solucién: |x -3} <4>-4<x-3<4/-2=>6<x-5<2<6=>|x~5[<6
~4<x-3<4/+3>-1<x<T/03=>-3<3x <21/ -2
= -19<-5<3x-2<19=>Px-2/<19
sx—5+Bx—-2 <25<26

S5+ [3x -2} < 26,

8) Resolver y expresar la solucion final con notacién de valor absoluto.

. x—-2 x+2
ij > .
x4 X
Solucidon:
- P~ 2x - x 8
ad me+2>0:>x xox rach >0= >0=>x{x—4)>0
-4 x x(x —4) x(x —4) i

= xe(-ow, 0)u4, +)
>x<0 vx>4

D>x-2<-2 vx-2>2>x-2>2,



.. x+5 x+1
i) At
x+3 x-1
2 Y -~ , _
Solucién: x+5m5i}<0:>x +4x—-5-x"—4x 3<QQWWM&M<0
x+3 x-1 (x+3)x-1) (x+3)x~1)

(x+3)x—1)>0=> x e{~o0,-3}ufl, + )
= x<=-3 v x>1

= x+l<-2 v x+1>2:3|x+§]>2.

9 Jr—f-1+fa-x-1< Jdx-1+5.
Solucidén: Determinando el universo, se tiene:
i) x-1-120=>x-l|z1=>x-121 v x-1<-]
=>x22 v x<0 8 ={w,0lu[2,+x).
ii) 4-lx-Yz0=>x—l|sd4=>-4<x-1<4
~-3<x<5 .~ 8, =1-35]
i) 2x-1+520=> ~ 8= IR.

SU=8n 88 =[30luf2s].

Elevando al cuadrado:

|x~—1|-1+2\/|xwl|m~1 ® .J4~w[x—1| +4—|x—1|£2'x_1;+5 =

2 (x4 -r-h<2e-1f+2 /22 7 =

(-1 -a-x-P<fe-1 +2x-1+1 =

1~ x -1 -4+t -1 +2x -1 +1 =

Ax -1’ -3x~1|+520, como D <0, cierto VxeIR.

. §=1IR n U=[30}uf2sl

38
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]3x—1122x+5
.- 5 5 .
Solucion: 2x+5202x2—5:>U:{—w2~,+00] , al aplicar la
definicion de valor absoluto se tiene:
i Si x<;:> Bx+1=2x+5=>5x= —4:>x“-m { } ( — :{mf}
. . i 1
i) Si x>3:>3x~]~2x+5~:>x_6:> .S, —{}ﬂ[g ):{}

S, = (S LS )NT = {-é, 6}

AXIOMA DEL SUPREMO

Se demostrara que los niimeros irracionales como \/5, J3 etc., son

>

también numeros reales. Al hacerlo se utilizara el Axioma del Supremo.
Para desarrollar este axioma se definen los siguientes conceptos:

DEFINICIONES:

1. Sea dc IR y Me IR, M es cotasuperiorde 4 si x<M ,Vxed.

i

EJEMPLO: Sea A-=(—xo, —ﬁ) entonces son cotas superiores de 4:

—\E, Q, w;- Jg,etc.

El conjunto de cotas superiores de 4 es [—«5 ,+ oo)
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Sea Ac IR, se dice que 4 es “acotado superiormente”, si
I M elR tal que M es cota superior de 4.
EJEMPLO: {(-0,3),(-7,8,(-12] son conjuntes acotados

superiormente.

Sea Ac IR y me IR, m escotainferiorde 4 si m<x Vxed

EJEMPLO: Sea A= {— 5, N@) entonces son cotas inferiores de 4:

25-2 12 e
3

El conjunto de cotas inferiores de 4 es (-, - 5]

. Sea 4c IR, sedice que 4 es “acotado inferiormente” si 3L ¢ IR

tal que L es cota inferiora 4.

EJEMPLO: (-50),[23],[4.+®) son conjuntos acotados inferiormente.

. Se dice que A4 es “acotado”, si lo es inferior y superiormente.

EJEMPLO: (-52)[4,7] son conjuntos acotados.

. Sea 4c IR. Sedice que “s” es el supremo de 4, si:

i} s es cota superior de 4 Se denota s = Sup. 4

ii} si b es cota superiorde 4 = s <b

7. Sea Ac IR. Se dice que “r” es el infimo de 4, si:

i} r es cota inferior de 4 Se denota r=1Inf. 4

ii) si a es cota inferiorde 4 = r>a
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8. Si sup.4 e 4, entonces se dice que sup. 4 es el elemento maximo de 4.

9. Siinf. 4 4, entonces se dice que inf. 4 es el elemento minimo de 4.

EJEMPLOS:

1. Considerar ¢l conjunto 4 =(-2,4), que tiene como cotas superiores 4,

Luego es un conjunto acotade. Ademas sup.4=4 einf. 4=-2, como 4 y
-2 no pertenecen al conjunto, éste no tiene elemento maximo ni
minimo.

2. Considerar el conjunto B =[-3,7). Luego:
Cotas superiores : [7,+«). Cotas inferiores: (-,-3]
Luego B es un conjunto acotado
Sup.B =7 = no tiene elemento maximo, ya que 7 ¢ B.

Inf. B=-3= -3 es elemento minimo, ya que -3 « B.

AXIOMA DEL SUPREMO:

Todo conjunto 4 < IR no vacio y acotado superiormente tiene supremo, el

cual es un elemento de IR.

OBSERVACIONES:
1) Del axioma se deduce que todo subconjunto de IR no vacio y acotado
inferiormente tiene infimo.

2} Siun conjunto tiene maximo, éste es también su supremo.

3} Siun conjunto tiene minimo, éste es también su infimo.

1.- TEOREMA: Si Ac IRy 4=¢ es acotado superiormente (o acotado

inferiormente) entonces:



i) Elsup.4 =L es Unico (el inf. 4 es Ginico).
if) Ve>0,IxcAd/x>L -2, (6Ve>0,3Ixed/x<L+e)

Demostracion:

i} Sean L y L supremos de 4, entonces L<IL A L'<L. Luego
L=1

ii} Negando la tesis se tiene que: d&>0, Vxed/xsl-¢

~L-g es una cota superior de 4. Es decinL<L-eg=¢e<0

jContradiccion! ¢Por qué?

2.- TEOREMA: IN no es acotado superiormente.
Demostracién:

Si se supone que IN es acotado superiormente = IN tiene supremo.

Sea n, = Sup. IN =

Vre IN,n<n, .n+le IN =n+lsn,

- Vne IN | n<n, -1 (Contradiccion! Ya que n, = Sup. IN

3.-TEOREMA: Vxe IR ,3n e IN /n>x

Demostracidon:

Si se supone que no es cierto, es decir Ix e IR , Vne IN / n<x =

IN es acotado superiormente jContradiccién! ¢Por qué?

4.- TEOREMA: Vxe IR, 3n € IN /l <X
n

Demostracidén:

. . . 1 N . .
Si se considera el namero —e IR”, seglin 3, se tiene que: dn e IN
X
1 1
n>—=>x>—
X n



5.- PROPIEDAD ARQUIMEDIANA:
Sean xe IR*,y € IR=>3ne IN/nex>y.

Demostracion:

Si se considera el nuimero 2 ¢ IR, segin 3,
X z

Ine IN/n>2 s nex>y—n X > y.
x

6-TEOREMA: Vxe IR, I3m c Z, pe Z /m<x<p.

Demostracidén:
i} P.D.m<x

Sea (—x)e IR =3me IN/-x<n—o>x>-n. Sea m=-n=>x>m.
i) P.D. x<p
Seg(n Propiedad 3, Vxe IR, 3n ¢ IN /n=x

Sea n=p=m>x<p,

Deijyil) m<x<p,

EJERCICIO:
2n-3
Sea A={xe IR/x= - ne IN }. Demostrar que Sup.4=2.
n+
Demostracion:
-3 a3 cavne IN.
mn+1 1

.2 escotasuperiorde 4. Sea c¢<2 el sup.de 4

:>2—c>0:>ﬁ>0::>3ne IN | segan 4,——]—~<2_c
5 nt+l 5

5 —
e L D — 0 T O <2___i_:2n 3

(=) ~Sup. A=2,
n+1 n+l 4l

43
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EXISTENCIA DE RAICES CUADRADAS:

Se sabe que la ecuacién x* =2 no tiene solucion en Q, pero si tiene
solucién en IR. La solucién positiva de esta ecuacion se llama raiz

cuadrada de 2.

Si a>0, xX>=a tendra dos soluciones, ya que x’=(-x)’ =a. Se define
como raiz cuadrada de a a la solucién positiva de esta ecuacion. Si

a=0, x> =0 tendra x =0 como (nica solucion.
TEOREMA: Todo numero real positive tiene una tnica raiz cuadrada.

Demostracién: Sea §-={xe IR'/x*<a }. Luego se tiene que:

H S+
i) S es acotado superiormente.
i) Sea x=-—2~¢S. En efecto como:
I+a
vi +2d% 32 2 2
g @ 2:1 2a +a2 a’ _a(a +a;{-1)2 _<a nS%¢ .
(1+a) (1+a) (I1+a) (I+a)
ii) ¥<a<(+ay = <(l+a) > x<l+a, Vxe§ = § esta acotado

superiormente => § tiene supremo. Sea s=SupS (s>0). Se probara

que s> =a. Para ello se descartara que s> >a y §° <a,

a) Sean s*>a yelnimeroreal.

sS—a 1 a
C=85— =—ls+—|=>ec>0 A c<s
28 i s

=5 —(S2~a)+(sz4;f)z :a+(sz4;f)z >a

Luego ¢ >a, pero azx’, Vxed
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et x VxeS=>x<e, VxelS

. ¢ es cota superior de §, lo que contradice el hecho de que s = Sup.S.

2

a—5
b) Sea ahora s’ <a. Como s>0=> 3 >0
5
. a-s'
yseaelniamero c¢>0, c <85 A c< 3
h)

2

( Por ejemplo ¢ puede ser é—min .{s, a;S }) y si:
8

c+sf =5 +c@@s+ey <’ +3sc <s’+{a-s") =a
{e+rsyY <a=(c+s)eS ycomo s=SupS
Dec+sEs=>es0 (= ¢} porque ¢>0.
dea)yb) s'=a.
OBSERVACIONES:

1} Dentro del conjunto de los reales existen numeros que no son
racionales, llamados nimeros irracionales.

2) Los nimeros irracionales no cumplen con la propiedad de clausura
para la adiccidén y multiplicacién, por ejemplo:

(2+\/§)+(2~»\@):4e Q,7e7=7cQ.

3) Se simboliza como 7, =IR-Q), al conjunto de los irracionales.

LEMA.:

1) Sean aeQ, re I >a+rell

2)Sean ae Q {0}y rell saercll,.

Demostracidén:

1) Sea a+r=becQ =>r=0-a)e Q, pero rell /. >«

2) Sea aormceQ:rrgeQ,pere rell, . =<
a
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PROPIEDAD DE DENSIDAD

Se trata de pensar que la recta numérica esta completamente cubierta de

numeros tanto racionales como irracionales.

TEOREMA: Sean abec iR, a<hb=>3re Q /a<r<b.
Demostracion:

. . , . a+b
a) Si a,be Q se obtiene la tesis considerando 7 = -

b} En general, la demostracion seria:

b.1) Sea a>0=>b-a>0. Seglin teorema 4,3neIN/—1¥<b—a
n

y segan la propiedad arquimediana, Ime IN / me 1 >a (*). Se
P

elige ahora el menor m e IN que cumple (*), entonces

7

<bh,

o nr 1 . m
— > a, pero <a.Luego —<a+—<b. Esdecir a<
f 14 P Pl 7t

Sea r="c Q.
b7}

b.2) Sea a<b<0=-a>0 ypor el teorema 3
Ime IN / m>-a, luego se obtieneque : O<m+a<m+b y por
b.1.)
Jre Q talque m+a<r<m+b=a<r-m<b, nbtese que
(r —m)e Q cumple con la tesis.

b.3) El caso a<0, >0, basta elegir r=0.



OBSERVACIONES:
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1} Aplicando el teorema anterior a los nimeros a y r, se ve que existe

roe Qla<rn<r.

reales a <& hay infinitos nlimeros racionales.

2} También {a.b)~ Q esun conjunto infinito.

Luego se puede concluir que entre dos numeros

, entonces hay que

TEOREMA: Sean r,se Q ,r<s=3d y ell /r<y <3,
Demostracion:
. +
Sea r<s , xell, ;x>0 y el nimero y:rx *
T+x
demostrar que:
i) F<y<s$.
ii) v ell_,
En efecto:
. X+F FX+S SX+S
i) F= < =5 < y<s,
ftx 1+x 1+x
ii) Sea ye Q.
JF"JHS=y::>:vc:y_se Q =«porque xell.
1+x F—¥
TEOREMA: Sean x,yell x<y=>3rell /x<r<y,

TEOREMA:

TEOREMA:

Sean reQ, bcll =>3yell, [ r<y<b,

Sean a,be IR, a<b=>3yell Ja<y<bh,

OBSERVACION: (g, b)~ II, es un conjunto infinito.
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Finalmente, se puede concluir que ( IR, +,¢) es un cuerpo ordenado

completo. Ademas es densc y no numerable.

EJERCICIOS:

1. Demostrar que en el cuerpo de los nimeros reales, se cumple que:

a -0=0

b) a+b=a=>5b=0
c}] ae0=0

d) —a=(Da

e) —(-a)=a

) Ca)-b)=ab

g 17=1

h) Si az0={@")’ =a
) ~a-b=—(a+h)

i} Si ab#0=>{ab) =a'p

2. Aplicando las propiedades de orden en IR, demostrar que:
a a<brcelR=>atrc<b+c

b} a<b A ¢c>0=ac < be

¢) Si 0<a<bh n 0<c<d=aec<bed

3. Demostrar que:

a) asb<1:>a—2sb;2
a-1 b5-1

3 3

b} 0<d<c:>-2—-d?>d2(c—d)

4 4

o) 06<d <c::>d3(c—d)<%—%< Ae—d)
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d} O<a<b<cm 22 < agib+c

3c(h —a)
b b
e) 0<asb:;>£+3—£-;+3
43 a
. Resolver:
X
a) s > 6 Resp.: x € (5,6),
x-5
-1 -3
bj XX Resp.: xe[3,+oo).
2 4
C)] 2-x<3x+2 <4x+1 Resp.: xe{l, +w),
d) (F+2)x*-4)<0 Resp.: x e (-2,2).
e) (x—1)2x?~12x+19)<0 Resp.: xe (—om,1),
) 3x*-9x*+11x<5 Resp.: xef(-o, 1],
* o ox+1
g) T2 50 Resp.: xe (4, +ow).

x—4

h} (2x2—8x+8)(x+3)20 Resp.: xe (-, -6)U[-3,+x).

x+6
i) [(xwl)2+2}]<] Resp.: xe IR.
2
i) -2—xw"—x2150 Resp.: xe(—m,—l]U(O,l}U(Z,m).
2x—-x 2
X' +3x-16
K} ———— = Resp.: —-L2)U[3,5).
) —x*+7x~-10 esp-: e L2)UBS)
3m
1 @}2;——12 Resp.: xe IR
(x—1y +1
m) Vx-5<l1 Resp.: x<[5,6}.
nj +4-3x <x Resp.: xe[l,fﬂa

A} Vv2x -5x-3 < x+3 Resp.: xe(—l,——;}u [3,12)_
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o) +2x-1>x-2 Resp.: er,s}
p) Jxt—6x+5 +4/x* ~Tx+10 >0 Resp.: x € (o, 1JU (5,+)
-"_.. 2 —_— -
gl yox ATxc6 =21 Resp.: xeF,z}
X 2
1) V2x —x -1 X —4x+3 >0 Resp.: xe(woo,—4)U[3,+oo).

. Determinar el valor de “k” de tal manera que la ecuacion
. 1
(k+Dx* —(k+1) x + k = 0 tenga raices reales iguales. Resp.:k = 3

. Determinar todos los valores reales de “a” de tal manera que:

2
'“1<M1<37 vVxelR Resp.:ae(m4,1/20_6).
X" 4+2x+2

Yr+s G+ (x+2) V" - 7x+12 8- x <0

. Resolver :
SO T T (- 8) (¢ -8) [~ 14v + 48)
Resp.:xef-5,-2Juf13U@,3lU[4, 6)-
. Resolver:
aj |2x-3/=15 Resp.: 9 y —6.
b) |6x+3|=|18+x] Resp.: 3y - 3.
c) |2x+3)<5 Resp.: xe(~4,1).
dj |2x-5=3 Resp.: xe (-, 1JUf4, +o).
e) | x+8 <|x—6 Resp.: xe(-o,1],
f |3x-9<x+1 Resp.:xe{2,5),
|3 | ] 4}
< . —o0 ,~1J =1, ——= .
gl |4x+1[<x+ll Resp.: xe (~oo ,~1U| -1, 7 U[2, +)
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h) |2x2+xﬁ}£<[2xzfo1§ Resp.: x@(—oo,-:w-%JU[O,%@]»
2 2
i) Jxt2-3+5-]4->0 Resp.: xe[1,9].
T . (2 j [ 2)
Resp.: -—.0 0,— |-
j x+]'f< x+1 eSp FE 73 Y 3
G, Sean 4= erR/‘ ! |<! x| y B=<¢ xelR/ * 2L
lxt1] |+ 2x+ 1] 41 x
Determinar ANB Resp.: xe(woo,*l)U(—l,——;—}
10. Determinar el supremo y el infimo, si existen, de:
4 : sup(4) =33
a) A={x’-4x-12 /xe (53]} Resp. ot ()~ 16

b} B={xclR/-x*+2x-2>0}  Resp.: no existen.

11.Sean A:{ erR/ii;ﬂ <0 } B:{ xelR/ ’~——}i——-~—+2>0 }y
x° -9 (x+2)}4-x)

C :{ xelR /Ef,:i >0 } Determinar, si existen, el supremo y el
—X

infimo de D:(AABC) nc Resp.: sup D=2, inf D=1.

12. Determinar el supremo y el infimo de:

A:{ 1267 e IN }y Br{ SCV +87 N }
3n+4 2n+8

5
A)=-2 inf (4) =-2.
Resp.: sup(4) 7’i (4)

sup(B) =4, inf (B) =02.
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CAPITULO II

FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Se estudiara un tipo especial dé relaciones entre elementos de
un conjunto A y de un conjunto B, denominada “Funciones” de A en B.
La palabra funcién se usa con frecuencia para indicar una relacion o
dependencia de una cantidad respecto a otra. En matemaética el concepto

de funcion tiene una interpretacion semejante, pero mas especializada.

EJEMPLOS:
i) El area de un circulo es una funcién de su radio.
ii} El asignar a cada pais del mundo su capital, es una funcion.

Una funcibn f es una regla o una correspondencia que

relaciona dos conjuntos, de tal manera que a cada elemento del primer
conjunto, denominado dominio de f, le corresponde uno y sélo un

elemento del segundo conjunto, denominado conjunto de llegada.

EJEMPLO:

Sea A=fa, b, c} y B=1{ y}.

Poriotanto, A x B= {(a, x),(a, y),(b,x),(b, y),(c, x),(c, y)}

Sean M = {a,x), {@,y), b.x), €.y}, N ={ax).0.0)} v

R={ (a,x).{6,y)(c,y)},subconjuntos de A4x B,

Entonces M no es funcién, ya que g esta relacionadocon x ¢ y.

N no es funcién, yva que ced y ¢ no esta relacionado con ningin

elemento de B. R es funcién. ¢Porqué?
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DEFINICION: Se denomina funcién de 4 en B a toda relacion
f ¢ AxB que satisface las siguientes propiedades:

i) Dom(f)= A (Propiedad de Existencia},

i) (x,y}e f A (x,2) € f = y=z(Propiedad de Unicidad),

OBSERVACION: La definicion de funcién establece esencialmente lo
siguiente:
“Dados dos conjuntos 4 y B, una funcion es una ley de correspondencia

que asigna a cada elemento de 4 uno y sélo un elementode B”.

NOTACION: Se denota ala funcién en la forma: f:4-—> Btal que f(x)=y
que se lee: “f es funcion de 4 en B tal que la imagen de xe A4, bajo
f,es y=flxyeB”.

Asi se tiene que: El dominio de f, simbolizado por dom(f), es el conjunto
constituido por todos los elementos que poseen imagen baje [, y €l
recorrido de f , simbolizado por rec (f), es el conjunto formado por
todas las imagenes bajo f.

Por lo tanto, rec(f)c B.
OBSERVACIONES:

1. 8i (x,y)e f se denota y= f(x), que significa que y es la imagen de x
segun f.

2. No es necesario que todo elemento ye B sea imagen de alglin xc 4.

3. El conjunto {y eB/dxe 4 tal que y=f(x) } se llama rango, recorrido o
contra dominio de f y {re 4/3f(x)} se llama dominio de f.

4. En lo sucesivo se supondra que 4 y B son conjuntos de nimeros

reales, es decir f es funcién real de variable real.
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5. Como el valor de y depende del valor de x, se dice que “y” es la

variable dependiente y “x” es la variable independiente.

6. Una funcion f se considera bien definida, si se conoce de ella su
expresion analitica {y= f (x)) y su dominio. De este modo si no esta
explicitado el dominio de una funcibn y se€ conoce su expresion

analitica , se debe establecer su dominio.
GRAFICA DE UNA FUNCION:

Las funciones reales se pueden representar geométricamente por una

grafica en el plano cartesiano X7Y.

DEFINICION: Se define grafica de una funcién f comeo :
G, ={(x,y)e Rx IR/xe d=(Domfyry= f(x) }.

Para que una grafica corresponda a una funcién, toda recta paralela al eje

y debe interceptar a la grafica en un sole punto, Vx e dom f.

DEFINICION: Se define ceros de una funcién f, a la abscisa del punto

de interseccién de la grafica de f coneleje X.
EJEMPLOS:

1. S8ea f:IR - IR /y= f(x)=x". Hallar dom(f),rec(f) y graficade f.
Solucion:

Como x puede tomar cualquier valor real, entonces dom f = IR.

Como y=x'20,Vxe R=rec f= R*UD}.



Grafica:
X y
-2 4
-1 |
0 0
1 1
2 4

2. Sea g(x)=.] 1—-x. Determinar domg y recg.

Solucidn:
Esta funcion esta bien definida sil-x20=>x<l
- dom g = (-]

rec g = IR* U0}, en efecto : como 1-x20=>+l-x=0=>y=>0.

. Una funcién también puede definirse por tramos.

x* S x <05 f

Sea f(x)=
/) {i+x st 0<x<1; £,
Determinar dom f, rec f y graficade f.

Solucidén:
A partir de f(x)se tiene que:
dom f = dom f, Udom f, , luego  dom f = (— a0,0)L {O,I] = (— oo, 1}.
Para rec f:
i) y=x* . yz0,pero x<0 .. y>0
rec f,= 1R

i) 0<x<l /+1
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1<x+1<2
L YE [1,2]:> rec f, = [1,2].

srec f=rec f,wree f,= IR U[2]= IR

“Grafica:
2
1.8
< )
1
v

4. Sea la funcion:

0, si x<=0;f

x, si x>0;f

J{x) :{

Determinar dom f, rec f ygraficade f.

Solucién: dom f = (-,0]u(0,+x)=IR.

Fixy=0,vx<0=>rec f, = {0}

f,(x)=x,Yx>0=rec f,=IR"

=rec f= IR*U{}
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Grafica;

5. Definida una funcién en el intervalo -2<x<8 por f(x)=x", determinar

f{4); f(=3). f{t -3}, si es que existen.
Solucion:

f(4)=4% =16,
f(-3) no esta definida ya que -3¢ [— 2, 8] .

J-3=(@F-3) existe si t-3cdom f,esdecir, -2<7-3<8=>1<r<11.

6. Sea f(x)=x* Determinar dom f, rec f y graficade f.

Solucién: dom f = IR, ya que x puede tomar cualquier valor real.

rec f = IR,yaque y=x"=x=4y siendo {/ly ¢ IR,V ye IR.



Grafica: ¥y y=x
4
4
2 - _12 .
3r+l, si re (24]; 4

Determinar dom f, rec f y graficade f.

Solucidén:

- dom f = domf, Udom f, = -12]U@.4]={-14].

i)

rec ;. como —-1<r<l=
~-1<r<0 vO<rs2 =
0<ri<l vO<risd40<s <4
- rec f, = [0,4]-

rec f,. como 2<r<4/-3=
6<3r<siZ/+1=

T7<3r +1<£13

" recfZ:(’I,B]-

. rec f =[0,4]w (7,13].
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Grafica:
Y A
13 ®
7 O/
4L .
ek
< l l t >

8. Sea f(x)=T++/3x—6, funcion de variable real. Determinar

dom f y rec f.
Solucion:
i) feReoPr-6c R=23x-620>x22
oo dom f = [2+oo)
ii) Para determinar el recorrido se puede proceder de dos formas:

a) Br-620/+7 27+Bx-62T=y27 mrec f=[7,+x)
b} Como y=7+v3x-6=> y-7=3x-6 2y-720= y 27
recfz{ 7, + o)

9. Sea f(x):lj—"i. Determinar dom f y rec f.

Jx

Solucidon:
i) vxe R=x20.Como +x estaen el denominador, x>0

codomf=1IR!
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>0=y>0. Ademas,

x

Como x>0=>x+1>1 ycomo Ji>0>
' Jx

2oyt yfyt -4
5 ),2y y 4205

i)

X S+ (2 y)x =0 x=

T

ye (__ oo,m2]u [2,+oo) . Como y >0, s& tiene que rec f = [2 , 00)

10. Hallar dominio, recorrido y grafica de:

-4 i x<3,
h(x) = X L8 x<3 R
2x-5 ,six23;h

Solucion:

i) domh=(—0,)U[3, +x)=IR

ii} Para A, (x);x<3=>0<x<3 v x<0=>
0<x?<9 v x?>0 2> —-4<x’~4<5 v X' ~4>-4>
x'—4z-4 o orech =] - 4,10)
Para h(x),x=3=>2x26<2x-521
" rechZ:[I,+oo)
rechm[—4,+oo)u[1,+oo):[w4,+oo)

Grafica:
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11. Hallar el recorrido de:

f(x)_{1+\lx2—2x+l4 .8 —5<x<2; £

-3 , 8 2<x<4; f,

Solucién: )
i) Para fi(x) =1+ —2x+14 =1+ J(x-1) +13

“5<x<2& -6<x-1<1<6o|x-11<6

=0s(x-1Y <36=>13<(x-1)" +13549

SV S (x-D+13 <7 1+V/13 < 144/(x—1)>+13 <8

sorec f, :{14— «Jﬁ, 8}-

ii) Para fz(x) =-3 . rec f, = {3}

recf:[ﬂ-xfﬁ, 8]u{~—3}.

IGUALDAD DE FUNCIONES: Sean f y g funciones reaies de variable
real. Se dice que f =g, siy sélo si: |

i) dom f =dom g,

ii} f(xy=g(x), Vxecdom f =domg,

EJEMPLOS:
1. Sean f(x)=x*, xe0,+0)y gx)=x*, xe(-x,0]
cEs f=g?

Solucién: Como domf =[0,+ o)z (-, 0]=domg . f = g.

2. Sean f(x)=+2x-1Jx+2 y g(x)=(Q2x - D{x+2),

iEs f=g7?
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Solucidon:

dom f={re IR/2x-120 A x+220 }

= {re m/xz—;—/\ x>-2 }

i)

domg= {xe IR/ (2x—1)x+2)20 }

1
={~w, -2 ~,+ .
Como dom f+domg

f#g.

ALGEBRA DE FUNCIONES

DEFINICION: Sean f y g funciones cuyos dominios respectivos son

dom (f) y dom(g), su suma (f+g), su diferencia (f-g), su producto

S

(f »g), su cuociente (——J son las funciones definidas por:
g

i) (f +8)(x}=f(x)+g(x)
ii) (f —8)x)= f(x)-g(x)
iii)  (feg)x)=f(x)eg(x)

iv) (f-] 0 =L® o0
g g(x)

V) (A N@®=2@),Yxedomf, 1elR,

donde el dominio correspondiente es: dom(ftg)=dom(feg)=domf~domg

dom(é}mdom(f)mdom(g)—{xe R/g(x)=01}



EJEMPLOS:
1) Dadas las funciones f{(x)=x" g(x)= 1 v B(x) = sen x,
x

Encontrar:

) (f+9(2)

.. 3
i) (f-»h)(;)

@ ()

iviDeterminar f+g y fgh con su dominio.
@

Solucidon: |
j ; 2 ' 7
) (o)) = f(D+g(-2)= (-2) +:%:4m%25.

‘ 2 2 Iy [_ 2
. T a\,(x T T 7" 3 37w
11 -3 — = B === esen — = — @ e = —
Y g&] f(3j [3) (3] 3.9 2 18
sen”
i) f’.[i‘i]: 2 _7,
g N2 1 2

iv) a) dom (f+g)

dom f =IR ; dom g = IR - {0}, | dom (f +g)= IR {0}~
la expresion analitica de (f +g) es:

1 x+1

(f+e)x)=x"+~=
X

X

b) dom [M%J =dom g ~dom(f eh)—fxe IR /{feh)x)=0 }

fe

=domg ~dom f ~domh-{cc IR/ (foh)x)=0 }

dom f=IR; domh=IR . dom(feh=1IR.



y dom(f—“i};]:domgmdom(fom- e IR/ (foh)n)=0 }=

IR-{0}~ [ IR -fxe IR/ (foh)x)=01} ]
pero (feh)(x):xzosenxzo:zfx() v o senx=0=>

x=krn, ke Z

cox'senx#0 para x#kx, ke Z
dom[w‘g——]r( IR -{o})-§x=knke Z}
feh)
=IR-{=kn ke Z }

la expresion analitica de: £ es:

f.

1
(__g__J(x): gx) oy 1
foh f(x)sh(x) x*esenx x*senx

2. Sea f(x):;{—gy g(x)=x.

Determinar {f +g)x) y su dominio.
Solucion:
dom f = IR -} ;1 dom g = IR ; s odom(f+g)= TR -{}

La expresion analitica de f+g es:

(f +g)x) =——+ V.
x-3
3. Sea f(H=—— y g(x)=-20
x+5
Determinar (fe g)x) y su dorminio.
Solucidén:
dom f= IR ~{-5) domg=1IR, . dom(feg)= IR {5}

la expresion analitica de feg es:
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1 3 2x
@ ¥ = — -—2 —_—— Y
(= 2)) s )T
4. Sea f(x)=+x+6 y g(x)= 22x4“
x ——

Determinar: [i](x) y su dominio.
g
Solucion:
domf=feIR/Jx+6 e IR }=fxe IR/x+6=0 }>dom f =[-6,+m).
2x
domg=IR ~{2,-2}; g(x)=0-> — 4:0:>x:{).
x —

donf L) o (R 22}~ -

dom[g =6, +o) - {2,0,-2}.

la expresién analitica de A €s:
b4
J; () = Jx+6 _ (xz —4WNx+6 .
g 2x 2x
x’—4

5. Sean f y g funciones definidas por:

X -5x, x<-2
J(x)=
2-3x, x=-2
() 2x—4, x>-2
Xl=
£ ¥ +3x, x<-2

Determinar f+ g y su dominio:
Solucion:
Sean f(x)=x"~5x, x <-2

fH(x)=2-3x, x=-2
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g (x)=2x~4,x>-2
L(x)=x"+3x, x<-2
Luego: ‘
dom (f +) = dom (f,+ g)U dom (, +g,)Udom (f, + g)Udom (7, + 2,)
dom (f,+g,) =dom f, () dom g, = (-o0, ~2}[1 (-2, +0) = s
= {f, + g )Xx) no existe,
dom (f,+g,) = dom [, (\dom g, = (=0, N (-,-2] = (-0, ~2).
AL ) = [0+ gy (x) = X7 - Sx x4 3x = 2x" - 2x,
dom ([, +g,) = dom f, N dom g, =[-2, +0)1(-2, + ) = (-2, + ®).
g = £, +g(x) =2-3x+2x—4 = ~x—2,
dom (f,+ g,) = dom f, N dom g, = -2, + o) (-0, 2}= {2}
L) = f g, () =2-3x+x +3x=x"+2.

2xt -2x, si x<-2
AT x)y= x—-2, s ox>-2
42, si o x=-2

CLASES ESPECIALES DE FUNCIONES

FUNCIONES INYECTIVAS O UNGC A UNO:

Sea f una funcién de 4 en B, entonces se dice que fes inyectiva si a
elementos distintos de 4 le corresponden elementos distintos de B. Es
decir, f/: 4 — B es inyectiva ssi.
flay=fBy=Da=b v axb= flay= f(b),Va,becA
EJEMPLOS:
1. Sea f(x)=2x+3 definida en IRes inyectiva, ya que:
fla)= f(by=>2a+3=2b+3

>a=h.
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2. Lafuncién f(x)=x" definida en IR, no es inyectiva, ya que:

8si x=3=> f(3)=9

si x=-3= f(-3)=9
Es decir, a dos elementos distintos del dominio le corresponde la
misma imagen.
Esta funcion se puede hacer inyectiva restringiendo su dominio. Para
ello se procede de la siguiente forma:

fla=fl)y=>a = =>a - -0

(awb)(a+b): O=a=bh v g+b=0
a+b=0 se cumple en el dominio de esta funcion. Luego para eliminar
esta posibilidad y que sdlo quede con a =5, se reemplaza esta Qltima
igualdad en a+b=0, y se obtiene: a+b=0=>2a=0=>a=0. Esta
cantidad nos indica donde se debe cortar el dominio de la funcién

dada, es decir, su nuevo dominio debe ser IR ; 6 IR ,. Luego la
funcién f es inyectiva si se define como:

IR, 5 IR/ fi(x)=x* 6

L IR, IR fi(x)=x%

3. Demostrar que f(x)= - 2
x+2

. x % —2 es inyectiva,
Demostracion:

a-2 b-2
f(a)“f(b)"ﬁg“;“i-m

=ab+2a-2b—-4=ab-2a+2h-4 =W a-b)y=0

= (@-2)p+2)=(a+2)p-2)

~a=b, . fesinyectiva.

4. Demostrar que f(x)=5-+5-x"+2x; Vxe(-10) es inyectiva ¥y
determinar su recorrido.
Solucion:

a} Como -l<x<0=0<-x<l=>0<x’<l=>
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~la—x <0 4<5-x" <5 (¥

Ademaés: ~l<x <0=> -2<2x<0 (*)

Sumando: (*} v {**}, se obtiene:
2<5wx2+2x<5::>\[2_<m <\/§
= - 5<mm <=2

=545 <5-f5-x" +2x <5-42
.'.recf:(Sf\E,SA\fZﬁ).

b} Fl@) = fB)=>5-5—a +2a=5-5-b" +2b
—a’ +2a+5=-b" +2b+5
a -2a=p"—2b
{a-bfa+b-2)=0
La=b v a+b=2

pero -—-l<a<0,

—l<b<OA
-2 <a+bh<0

a+b=2 nose cumple .. f esinyectiva.

OBSERVACIONES:

1. Si una funcion f esta definida por tramos, como por ¢jemplo:
fi(x), xedom f,=A
fx)=:£f(x), xedomf,=B
fi(x), xedom f,=C

siendo 4,8 y C conjunto disjuntos entre si, ella es inyectiva si:

ij Cada funcion tramo es inyectiva en su dominio.

iij Los recorridos no se interceptan dos a dos.
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2.~ Graficamente se puede reconocer si una funcion es inyectiva, cuando

se trazan rectas paralelas al eje ¥ y cada una de ellas interceptan la

grafica de f en un solo punto.

EJEMPLOS:
-x*, xel-=,0]; 4
1.- Demostrar que : f(x)=4¢ 1 xe(0,+w); f
3 > J2

2

X

es inyectiva.

Demostracidon:

) fl)=-x
filay=f(B)y=-a =-b =(@-ba+b)=0=a=b v a+b=0
pero a+b=0 si y sblo si a=b=0 ya que

abe(-o,0] ~a=b y f(x) es inyectiva.

Ademas rec f, = IR ;.

i) 400 = j;

L@ = £,() = % - % —a=b - f.(x) esinyectiva

Ademas rec f, = IR3

De i)y ii) rec f, (x} ~rec £,(x)= .

- f{x) es inyectiva en todo su dominio.

1 si xza
2. Sea ua(x):{ T , aelR,
-1, si x<a
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Graficamente se tiene:

-1

Segiin observacién N° 2 anterior, esta funcion no es inyectiva.

3. Sea f(r)=2" .Esta funcion es inyectiva ya que

f(a):f(b)ﬁzaxzbz}a:b

FUNCIONES EPIYECTIVAS O SOBREYECTIVA.

Sea f:A4—> B, entonces se dice que f es sobreyectiva si y solo si todo
elemento de B es imagen de al menos un elemento de 4, es decir, f es

sabreyectiva si y solo si:

i} rec f=08 iij V yeB 3xe df f(x)=y
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EJEMPLO:

Sea f:IR — IR/ f(x)=x". Determinar si es sobreyectiva.
dom f= IR ,rec f= IR "w{o} . reef # IR =>f no es sobreyectiva f

sera sobreyectivasi f: IR - IR"w {0}/ f(x)=x°

FUNCIONES BIYECTIVAS:

Cuando una funcién es inyectiva y sobreyectiva a la vez , fse dice

biyectiva.

OBSERVACION:
Una funcién que no es biyectiva, puede serlo, si se efectiian restricciones

en su dominio y/o recorrido.

EJEMPLOS:
1. Sea f: IR -f5 > IR -{i} tal que f(x)= ng . ¢Bs f biyectiva?
x —
Solucion:
dom f = IR - 3}.
. . . . , . a b
1) Se verificara si f es inyectiva: f(a)= f(b) = 3 = 33 =
a J— .
a(b-3)=bla-3)>ab-3a=ba-3b=>a=b
- f(x) es inyectiva.
i) Se verificara si f es sobreyectiva, para ello se determina su
. x ] 3y
recorrido: y=-—=2>x-3y=x=x(y-D)=3y, .. x=-—"—
x-3 y—1

rec f = IR —{l}= conjunto de legada , . f es sobreyectiva.

De i) y ii) f es biyectiva.
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. Sea f:[0,+w)—>[0,+w) / f(x)=x'+1. Determinar si f es biyectiva.

En caso de no serlo, haga las restricciones necesarias para que lo sea.
i}  Se verificara si f es inyectiva:

f@=fB)>ad+1=b+1>a = >{a-bla +ab+b)=0
pero a’ +ab+b* =0 ya que sus raicé:s son complejas.
~a=b . f esinyectiva.
ii)j Se verificara si f es sobreyectiva:
yxx3-i—1:>x:%/3)320::>y~#1 >0=>y =1
" rec f=[l,+o) 2[0,+®) - f no es sobreyectiva.

De i} y ii) f no es biyectiva. Para que lo sea, €s necesario definirla

Comao:

o, o), +0) 7/ fx)=x"+1,

. Sea £ 1) (0] 7 flx)= ¥*' Determinarsi f es biyectiva.
x —
Solucion:
i) Se verificara si  f es inyectiva:
+1 h+1 . .
fl@=0)=>2"=2T" 5 4-p - f esinyectiva,
a-1 b-1
ii) Se verificara si f es sobreyectiva:
x+1 1+y
y=——ypx-y=x+l=oDx =i p#EL
x-1 y-1

Segan dom f ~1< E:U; <l =

M1<]-¥—y 1+y I+y+y-1 2y
Cy-1 o y-d y-1 y-1

ye (moo,O] I (1, + oo)
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T+ I+y—yp+l 2
SRS NS AR ALY P <0 y-1<0=y<«l
y-1 y-l y-1

syelo 0lulltw)] N Eail=(-w 0l=rec £. .. f es sobreyectiva.
~ dei)yii) f es biyectiva.

2
4. Sea f: IR -{4-3}» IR / f(x):w;m{m;img. Determinar si f es
X 2x -

bivectiva.

En caso negativo, hacer las restricciones necesarias para que lo sea.

Solucidén:

1} Severificarda si f es inyectiva.

(a—Dla+1) _ b-DB+1D N a+l b+l

SO =IO = a1 GG i3 bi3

=ab+3a+b+3=ab+3b+a+3=>a=b.
- f esinyectiva,

ii} Se verificara si / es sobreyectiva:

x* 1 (x—-Dx+1)  x+1 x+1
= — = = =y = =yx+3y=x+1
X +2x-3 (x+3)}x-1) x+3 x+3
:>x(y"1)=l—3y:>x:1—“—§'lz' y =1
2 1 }
Como: x#1,8l: x=1lm>y=—=— . y=—
Y 4 2 Y 2

Como: x#-3,8l : x=-3=2-3y+3y=-2—->0=-2 falso
1 .

sorec = 1R —{l, 5}, ~. f no es sobreyectiva.

De i) y 1i} f no es hiyectiva.

f sera bivectivasi f:IR - {1,w3} - IR W{L %}
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I+ x

vl Determinar si f es biyectiva.
=X

En caso de no serlo hacer las restricciones necesarias para que lo sea.

Scolucion:

ii)

Se verificara si f es inyectiva.
flay= f(by= - 1B rd -d B =1+ - d -dh =

(a-b)a+b)=0.
~a=b va+b=0 . f no es inyectiva. Para que lo sea, se
reemplaza a=5b en a+b=0->2a=0=a=0. Esto significa que el

dominio de fdebe cortarse en x =0, obteniéndose:

domf=1IR;-{1} v dmf=IR;-{i}.

Se verificara si f es sobreyectiva:

+x7 — —
y:1 xZ::::yMyxZ:waZ::)xzi Y 1, S22l
1-x I+y 1+y

sy (-0, -1) UL+ o)

si x=-1=2y-y=1+1=2=0 , falso
si x=1=>y-y=1+1=>2=01Talso
. rec f =(~,-1)U[l, +0) no es sobreyectiva. Para que

lo sea el conjunto de llegada de f debe ser rec f.

Si se define f como:
IR -} 5 (~o-DUf+0) 6 f: IR, -1}, ~1JU[L+)

f es biyectiva.



75

6. Sea f: IR -(-1,1)—» IR /f(x)=+x*-1+2. Determinar si fes

bivectiva. En caso de no serlo hacer las restricciones necesarias para
que 1o sea.

Sclucidn:

i}  Severificara si f es inyectiva:

f@=fB) =>Va*~1+2=Vp 142 a ~-1=b"-1>a" = I
=a=b v a+b=0. Luego f no es inyectiva. Para que lo sea se
reemplaza a=ben a+b=0=2a=0=a=0. Luego f es inyectiva

si dom f ={-w-1] v domf =1, + ),

iij Se verificara si f es sobreyectiva:
y=A 142 - I=y-2y-220= 22
~rec f=[2,+x)= IR . f no es sobreyectiva.

f sera biyectiva si: f:{~w, ~1]->[2+®) v f:]l, +0)—[2, +o0).

4-11x
4--2x

7. Sea f:A4->(,10]/ f(x) =

i} Determinar 4.

ii} Analizar la biyectividad de f. Redefinir f en caso necesario.

Solucién:
_4-1Ix

Y 4-2x
4-11x 4-11x 4-1ix—4+2x —9x

< = —1>0= =
4-2x 4-2x 4 - 2x . 4-2x

<10

i} 1<

1 >0

" 4~9-X;Zx< ::>~2—3{~Z>O . 4 e(—oo,O)u(2,+oo)
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4-1lx 4-11x-40+20x _ 9x-36  9(x—4)
<10= < = <
4-2x 4-2x 4-2x =2(x-2)
.‘.MZO, '.xe(moo,Z)u[4,+ao)
2{x—-2)

- A= (~00,0) U4, +00)=dom f.

i) Se verificara si es inyectiva:

4-11a 4-1ib
T@=f0)=——=7T—

a=»~, .. f esinyectiva.

Se verificara si f es sobreyectiva:

~ - - 1
:4 11x:)»4y—2xy:f’:—lh«:::uc:4(1 y):4(y D 'y:t}—

7T 2 11-2y 2y—11" 2

. i1 11 4-11x
Si y=—=>—-=
2 2 4-2x

srec £ =1, 10]—{%} #(1,10]. . f no es sobreyectiva.

= 44 -22x =8—22x => 44 =8, falso.

- f es biyectiva redefiniéndola como: £ : (— w0, 0)U [4, + w0} — (1,10}~ {%} .

CARACTERISTICAS GRAFICAS DE UNA FUNCION

FUNCIONES PARES E IMPARES:

DEFINICION:
Se dice que fes una funcién par si, f(-x)= f(x),V xe dom f, lo que

significa que la grafica de f es simétrica respecto al eje de las ordenadas.

EJEMPLO:
fl)y=3x* f(x)=|x fx)=k, ke IR,
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DEFINICION:
Se dice que f es una funcién impar, si f(-x)=—f(x),V xedom f —{0}, lo

que significa que la grafica de f es simétrica respecto al origen.

EJEMPLO:

si x =20

2, si x<0

2
fix)=sen x; f(x)=x", f(x)= {ﬁ ,
OBSERVACION:

Cualquier funcién puede representarse como la suma de una funcién par

con una impar.

Sea f(x)= J&x)+ f(x) + JSx) - f(-x)

2 2
T s
Como  A(x)= ﬂﬂfgf—(iﬂ = (%) ='L(‘x)—2+i@, - h(xX) = h(—x) = h(x) €S
funcién par.
Como  g(x) = _Jjgc_);if_ggg L o) = f(—x)z— ) _ - [f(x);f(——x)] AN

. g(—x)=—g(x)= g(x) es funcion impar.

EJEMPLOS:

1. Sea f(x)= }sz . Verificar que f es impar.
Solucion:
fem= z—[Hxx;}:—f(x), - f esimpar.

2. Sea f(x)=x"+4 . Verificar que f es par.
Solucion:

f=x)=(x)+4=x"+4= f(x) .. f espar.
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3. Sea f(x)= , xe IR, Hallar la parte par e impar.

¥ +x+1

Solucidn:

1 i 1 i1 1
fp(x):_ 2 + 5 = 3 + 3
2ix" +x+1  (—xY +{—x)+1} 2\x"+x+1 x" —x+1]

1 z =5
T +x"+1

f(x)—l ¥ox+lexiex+1) 1 267+ x4l
? 2 2 x+x"+1 X x4l

1 1 1 i 1 i
f;(x):""" 3 - 2 =TT )
2ix*+x+1 (—xY+(x)+1) 2\x"+x+1 x*-x+1

1(x*=-x+1-x"-x—-1) 1 —2x —x
fx)== 3, 2 e =TA
P X +x°+1 2 x"+x"+1 x+x +1
2
x +1 -X
)= ] 2 PR ®
\x +x +)1 kx +x +1}

1,8 xe (~2,-1)
4. Verificar que f(x}=10 , &7 x € [—1,}] €S par,
I, 8 x € (1,2]
Solucion:
P.D. f()=f(-x)
i} Si -2<x<-I=>l<x<2> f~x)=1
i) Si ~1gx<1l=-1<-—x<1= f(-x)=0
fi) Si l<x<2=>-2<-x<-1> f(-x)=1
1,5 xel-2,-1)

L fx)=410,si xe[-1,1]
1,8t xe{l,Q]



S fx)=f(x), f espan

Grafica:
Y A
@ O P (ON. |
< & 2 S
-2 -1 1 2 X
v
' , & xe [-10 . . .
5. Bea fix)= ] [ ], verificar si f es impar.
-1, s x e ((},I]
Solucidn:

PD. f(-—x)=-f(x)
i) 8 ~1<x<0=30<-x<1= f(-x)=-1

i Si 0<x <l =»-1<-x<0= f(-x)=1
i} Si x=0=>-x=0= f(-x)=1

-1, sixe{-—l,O)

f(—x):{], si xel0,1]

f(xy=~f(-x), . f es impar.

8
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Grafica: de f(x)

II.- FUNCIONES ACOTADAS

DEFINICION:

- 8Sea f:Ac¢ IR —» IR, se dice que la funcion s es acotada

superiormente si:

AMe IR/f<M, Vxe 4

El significado geométrico de esta definicién indica que f es acotada

superiormente, si su grafica queda debajo de la recta y =M




81

2.- Sea f:4c IR —» IR, se dice que la funcion f es acotada
inferiormente, si 3me IR/ f(x) >m V¥ x € 4.

el

A
<} B %
\*__#_,/
B 4

El significado geométrico de esta definicién indica que f es acotada
inferiormente, si su grafica queda sobre la recta y = m,

3.- Se dice que f es acotada, si lo es superior e inferiormente. Si es
acotada, su grafica quedara contenida en una franja horizontal. Luego

debe existir k e IR /| f(0)]| <k.

yAk




EJEMPLOS:

1.- f(x)=sen x es acotada ya que isen x 1.

2.- f(x)=cos x es acotada ya que |cosx| <L

3.- f(x):J_ es acotada ya que 0<- 21 <1,

x*+1 xt 4]
4.- f(x)=- zx es acotada ya gue:
x°+1
¥+l -2x

> ,x+1>0

como(l+x) 20=>x" +12-2x/:x" +1=>~; >
x+1  x+1

2
+1 2
(i-xy20=>x" +122x/ 1’ +1:>x—2 — =z Zx—
x +1 x°+1

2x i x

=iz = -2 5
x +1 2 x+1

1 x 1 | x 1

—_—— & S — e < —-®

2 X +1 2 xPel 2

5- f(x)= ! no es acotada, ya que rec f = IR M{O}ﬁ
X

IIl.- FUNCIONES MONOTONAS:

DEFINICION: Sea f:Ac IR — IR, sedice que:

1.- f escreciente si: V x.,x, € 4,5, <x, = f(x) < f(x,).

82
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f(x,) }
S(x)

B X
'—/ X X,

2.- f esdecrecientesi: V x, x, € 4, x, <x, = f(x)= f{x)

3.- f es estrictamente creciente si: V x,,x, € 4, %, <x, = f(x) < f(x,).

A
M

f(x,)
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4.- f es estrictamente decreciente si: V x,,x, € 4, x, <x, = f(x) > f(x,),

f(x)

F(x) \
i

Una funcién f definida en un conjunto A es mondtona, si es uno de los

cuatro casos definidos anteriormente.

Sea el siguiente grafico:

Y &
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Se observa que la funcién correspondiente no es mondtona en su dominio

[x.x] .Sin embargo ella es creciente en les intervalos:

[x. %] Ix . x); [s. x,] v decreciente en los intervalos : [x, , x,]; [x, , x].
EJEMPLOS:

1.-Sea f{x)=3x+2. Determinar su monotonia:
Solucidén:
X <X, =3x, <3x, >3 x,+2<3x, +2 = f(x) < fix,)

. f es estrictamente creciente.

2.- Sea f{x)=-2x-1. Determinar su monotonia:
Solucidén:
X, <X, =>-2x>-2x,=>-2x -1>-2x, -1= f(x)}> f(x,)
- f es estrictamente decreciente.
3.- Sea f{x)= J9-x* . Determinar su monotonia:
Solucion: _
Como es una funcion par y considerando que ¢l dom f = [w 3,3] , Se fiene:
X .X, € {n 3,0]

<, >-x,<-x, /[ {V=x<xl/ o (-1) o-x>-x/+9>

9-xl > —x +9 = 9-x > 9-x = f(x,)> f(x)
.. f es creciente en {-30] y como f es par, entonces en (03] es

decreciente.

1 . .
4.- Demostrar que f(x)=x+— es mondtona creciente en (1+oo)
X
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Solucion:
Sea l<x, <x, PD f(x)<f(x,).

1 x,-x 1
o = <X, —X,yaque L-x>0=—-—<x-x

1
XX Xy Xy Xy X

S <l b s ) < fx).
Xz

IV.- FUNCIONES PERIODICAS.

DEFINICION: Una funcién f se denomina “Funcion Periédica” si existe
un namero 7 # 0 tal que:

1.- xedom f =>{(x+T)edom f

2 fx+T)= f(x),V x edom f,

El niimero T se denomina “Periodo de f 7.

EJEMPLO: Las funciones seno vy coseno tienen  periodo

27, sen (x+2x)=senx, ¥V xe IR, cos(x+2x)=cosx,VxelR

k=l

También son periodos de estas funciones +27z, t4n..en general
2nm,ne Z,siendo 2z el menor periodo positivo.
DEFINICION: Se llama periodo fundamental de f al menor de los

periodos positivos.
EJEMPLOS:
1.- Determinar una expresion analitica para la funcién de la figura dada y

calcular £(1000,4).

¥
A
/lq/o/o/g/o
C
2 -1 1 2 3 4 x
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Solucidén:

i f(x)=x,0<x<1. Ademas se observa que
Fix+ D= f(x), f(x+2)= f(x), f(x+3)= f(x),. etc. Como periodo
fundamental se tiene 7=1, Z
Luego la expresion analitica es: f(x)=x,xe (O,I]y periddica de

periodo 7' =1.
i)  £(1000,4) = {1000+ 0.4) = f(0.4) =04,

2.- Se define la funcién f(x) = {x} como la distancia de x al entero mas

i 1 5 1
roximo, es decir { b= < = yy=0, ne L.
P {2} 2 {4} v

a) Graficar {x}.
b} Probar que {x} es periédica y determinar su periodo.

Bolucidon:
al Grafica
¥
A
b
2 | 8 a
" L>,
-1 I 1 2 X
2

b) Segun grafico 7=1. Se probara gue f{x)= f{x+1).
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i Si 0£x<-w;:>f(x)={x}zxx A f(x+1):{x+1}:x,yaqué

(O Al

i) Si ;£x<1:>f(x):{x}=i—x A flx+D={x+1}=1-x, yaque

Y31 3 3.2y 3,
f("ﬂ*{?i}”fl : " f[4+1) {4} R
s fx)= f(x+1) esperiodica con I'=1,

3.- Sea  f(x)=sendx, g(x) = cosx, F(x)=cos4x, G{x) = sen x. Probar gue
A feg+FoG)+6(Feg—feo(G) es periddica y hallar el periodo

fundamental.

Solucibtn:

4(feog+Fe(3)=4(sen 4x e cos x + cos 4x ¢ sen x)
A(fog+FeG)= 4sen (4x+x)
4(fe g+ Fe(G)=4sen d5x
6(F e g — f G)=6(cos 4x @ cos x —sen 4x esen x)
6 (Feg—fe(G)=06cos(4x+x)
6(Feg— fe(y)=06cos5x
. Sea h(x)=4sen 5x + 6 ¢os 5x
h(x+T)y=4sen 5(x+T)+6cos5(x+T1)

= 4 sen (5x +57)+6 cos (5x + 5T)

o4 - 2
como sen x y cosx son periodicas de periodo 2x=>5T=2m .. T = e

h[x+ Z"g-r—):tisen (5x+27)+6cos (5x +2m)

. 2
.'.h(x):h(x+g£—), siendo T:?ﬁ.
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FUNCIONES ESPECIALES

1.- FUNCION CONSTANTE:
Es de la forma f(x)=k, ke IR Luego dom f = IRy recf={}.
» La funcién no es inyectiva,

» La funcidon es par.

» Su grafica es una recta paralela o coincidente con el eje x.

2.- FUNCION IDENTICA.:

‘Es de la forma f(x)=x 6 también se simboliza por I(x)=x,dom f = IR
y recf = IR.

» La funcién es biyectiva.
» La funcidon es impar y monétona creciente.

» Su grafica es una recta que biseca al I y IlI cuadrante,
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¥

d

3.- FUNCION LINEAL:
Esdelaforma f(x)=ax+b, a=0 abe IR,
dom f = IRy rec f= IR,
» La funcion es biyectiva.,
¥ Si a<0, f es monétona estrictamente decreciente vy si a>0, f es

monodiona estrictamente creciente.

» Su grafica es una recta.

Y A ¥

a<0 \ a>0

4.- FUNCION CUADRATICA.:
Es de la forma f(x)=ax® +bx+c, a#0 a,b, ¢ € IR. Dom f= IR El

recorrido se determinara en cada caso particular.

Su grafica corresponde a una pardbola que se abre hacia arriba si

a >0,y se abre hacia abajo si 2 <0.



21

Los ceros de f se obtienen resolviendo la ecuacion ;

ax’ +bx +¢c=0 SLx=
20

a) Si b -4ac>0, la parabola intercepta en 2 puntos al eje x.

a<0 Y

k

7

k X x,

dom [ = IR ; rec f =[k,x)



b) Si b -4ac=0, la pardbola intercepta en un punto al eje x.

y
a>0 4
./
b
-— X
2a
dom [ = IR rec f =0, + )
a<0 Ay domf:[R;recfx(—oo,(}]

2a — B

92



¢) Si b —4ac <0, la pardabola no intercepta al eje x.

a>Q

Ay
k
PX
dom f = IR ; rec f =|k, + )
¥
a<0
A
P x
k
dom f=IR; rec f=(~0,k ]

93
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S5.- FUNCION POLINOMICA.:

Sea f(xX)=a,x" +a,, X+ .o

+a, x* +a, x+a, de grado n, con
a, # 0

a, se llama coeficiente principal, ne Z], domf=IR y vrecf se
determinara en cada caso.

EJEMPLOS: Funcién constante, funcion lineal, funciéon cuadratica,

efc.
6.- FUNCION RACIONAL

ggf)é, siendo = p(x) y g(x) funciones
g(x)

polinémicas dom f={x cIR/ g(x)= 0 }.

Es de la forma y=f{x)=

Algunos ejemplos:

x—37”7
x*—5x+6

fE = S =
x—1

2
X —

W 2 . J—
serel 7

7.- FUNCION VALOR ABSOLUTO:

x, st x=0
Es de la forma f(x) =|x]= . 0
~-x, six<

siendo dom f = IR ,rec f= IR},




8.- FUNCION ESCALON UNITARIO

si xX<a

0
Es de la forma f(x)=u, (x):{ T

1, si x=za
vy recf:{O,l}

EJEMPLO: Sea a=3

) 0, sfix<3
1, (x) =
; I, st x=3

9.- FUNCION PARTE ENTERA

Es de la forma f(x)= [x]

Se define {x] como el mayor de todos los nimeros enteros menores o

iguales a x; esdecir [x]=no n<x<n+1, Ve Z

EJEMPLOS:

i

1- f32)=p2]=3

4

2.- f(4,9) =[49]

3.- fe2n=[21=-3

95

, ae IR siendo domf = IR
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-3, &i xe{-3,—2)

-2,5i xe[-2-1)

-1, si x e[—i,f))
0,8 xe [0,1)

Asi [x]=

dom f = IR | rec f = Z.

y
A
—4
- & O
L 2 & —0
1 @& —0O
< @] .
4 i b 1 ! oo b X
& —C 1
&0 |5
&—o0 4
& —O 4
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10.- FUNCIONES CIRCULARES :

aj f(x)=senx, x medido en radianes.
domf=1IRy vrec f= [ml,l}, de periodo 7' =2z,

A
¥

1 X

b} f(x)=cos x, x medido en radianes.

dom f = IRy rec f =[-11], de periodo 7 =2z,



11.- FUNCION CARACTERISTICA |

1 Vxed
Es de la forma f(x)=< ’ ¥e 4 ¢ IR,
0, Vxeg 4d
dom f=IR y rec f =101}
12.- FUNCION SIGNO

-1, < 0
Esdelaforma f(x)=sign{x)=40, x =20
1 > 0

domf=IRy recf={-101}

13.- FUNCION EXPONENCIAL .

Sea >0, a=1, la funcidon fx)y=0a"

exponencial en base a, con dom f = IR,

OBSERVACIONES:
) f(x)=a >0, VxelR.

se dengmina

rec = IR,

Si O<a<l, f(x}=ea" esuna funcion decreciente.

Y A

»X

98

funcién
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Si a>1, f(x)=a" esuna funcién creciente.

4

Si a=e~ 2,71828......... . ex>1,

5 b
F -\

/ f(X) -

— 1

2) La funcion es inyectiva, yaque f(x)= f()=>a " =a =>x=y,
3} Esta funcion transforma las sumas en productos.

Vx,xelR, fl+x)=a"""=4%-a" = f(x) f(x,).

Vx::ngIR’ f(xl_xZ):Z:: j:((x}) flx;) # 0.

14.- FUNCION LOGARITMICA

Sea a>0,a=1, la funcién f(x)=log, x se denomina funcion

logaritmica en base a, con dom f=IR "y ree f =IR,
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OBSERVACIONES:

a] Si ax>1, f(x)=log,x esuna funcion creciente.

YA

l i b’x

b} Si O<a<l, f(x)=1log, x es una funcién decreciente.

YA

B x

Si a=e, f(x)=Inx, se llama funcion logaritmo natural.

¢} x=1 es el anico cero de la funcion.

dlog, x=y<=a’=x
Propiedades de los logaritmos:

1. log,1=0

2. log, a=1

3. log, - log, m—log, n
n



4, log,m-n=log, m+log, n

5. log, m” = plog, m

6, ]Oga = M
log, a
EJERCICIOS:

1.- Hallar el dominio, recorrido v la grafica de £ (x)=[ vx |
Solucion:

Sea :

f@=[Vx ]=n. Como x>0=neZ! m>n<x<nti=mnr <x<(@m+iy

Por ejemplo:
Si 0sx<l =20<x <1 = fx)=[Jx ]=0
Si 1£x<4::>l£\/§<2:>f(x):[\/;]:l

Si 4<x<9=>2<Vx<3 = f@)=]Vx [=2, ete.

0,8 x& [0,1)
i 3 B },sixe[l,4)
..f(x)~[\/; }“ 2,8 xe [4,9) > etc.
3, sixe [9,16)
~domf=[0,+w);rec f= Z;
YA
2] @ O
- ® 0
s P
-1 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9

101
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2.~ Determinar dominio, recorrido y grafico de f(x)= [Zx].
Solucion:

[2x]=n<:>n$2x<n+l:>Z£x<-?—2+—l-

Si -1 Sx<—%:>—2£2x<-1:>f(x):[2x]:~2
Si —%£x<0 = 1< 2x<0 = f(x)=[2x]=~1
Si O$x<% = 0<2x<1 = f(x)=[x]=0

.1
Si osx<l 21< 2x<2 = fx)=[x]=1, etc.

-2, si—-1x x<——1-
2
o1
-1, si——< x<0
2
. 1
f(x):[zx’]z 0, si 0< x<5
1

o1
5 —< x<l
2

3

3
2,85 1<x < E,erc.

Ldomf=1IR,y recf=2.
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¥
A
27 & )]
' e__o
{
I z T j I >
-1 -1 1 1 3 X
2 2 2
S -1
& O 2 ]
L 4

3.- Hallar el dominio y grafica de f(x) =[x —|x].
Scolucidén:
Dom f = IR.
a)Si x20=>d=x= f(x)=x-|x]=x-n ,donde n<x<n+lne Z;,
b} 8i x<0= M=-x= f(x)=-x-{x]=—x—n,donde n <x<n+1, ne Z
Si -3<x<-2 = f(x)=~x+3
Si -2 €x<~1= fix)=—-x+2
Si —-1x<0 = f(x)=-x+1
Si 0<x<]l = f(x)=x
Si 1<x<2 = flx)=x-1
Si 2<x<3 = f(x)=x-2
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[(—x+3, 5 -3<x<-2
-x+2, 85 —2<x<-1

-x+L si -1sx<0

S Sy = x, si 0 x<l1
x-1 s I<x<2
x—2, s 25x<3
YV A
@ 16
\O .
\ 4
o i3
] 12
\(31 O
T 1 t ./F/:’/Ol >
-3 -2 -1 v 1 2 3 X

4.- Determinar dominio y recorrido de f(x)= ,\;’E}i}.
Solucidn:
[x]-x=0 (*}. Pero x=zfx],¥vxelR,
= [x]-x<0 (). De )y (*0 [x]-x=0mx=f]>xe Z
Ldom f=2 y rec f=0.
5.- Determinar dominio y recorrido de f(x) = [x]+/x - [x].
Solucion:

x—[x]>0,Vxe IR = dom f = IR.
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Si [x]:n:) n<x<n+l, neZ= f(xy=n+-lx-n

Si -2<x <1, f(x)m~2+\;i;r£
Si —~1<x<0, f(x)=-1+-/x+1
Si 0<x<l, f(x)= Jx

Si 1<x<2, f(x)=1+-x-1,etc.

—2+4x+2, i —2<x<-1

. —1+/x+1, & -1<x<0
S S =
Jx

s St 0<x <l
I++4x—-1, & l1<£x<2 ) efc

Para determinar rec f:

Si ~2<x<-1= 0<x+2<1 »0< Jx+2 <=
25 -244fx12 <1 recf={-2,-1.

Si —1<x<0> 0<x+i<l = 0</x+1 <1=>
~1g-l+~/x+1<0 .'.recfzz[*i,()).

Continuando con este desarrollo, ¢Cudal es rec f 2,

COMPOSICION DE FUNCIONES

Sea g una funcidon de A en By f una funcion de B en C, es decir g:
A—-EB vy f:B—-5C ysea aeA/g(a)éB, siendo B =dom f, entonces se
puede encontrar una imagen de g{e) por la funcién £, es decir  f(g(a)).
O sea a cada elemento de 4 se le hace corresponder un  f(glape C. Es

decir se tiene una funcion de 4 en C, lo que se denotara por (f o g).
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fog

DEFINICION: Sea g:4-— B, f: B— C funciones, entonces
fog:A4-—C,esuna funcion definida por (f o g)(x) = f(g(x)) siendo
dom (f o g)el conjunto de todos los nimeros x e dom g, tal que g(x) se

encuentra en ¢l dominio de f.

dom{(f o g)= {xedom(g)/g(x)edomf },
Es decir para que exista la composicidon (f o g)debe ocurrir que:

rec g ndomf # .

EJEMPLOS:

1.- Sean g(x)=-/x y f(¥)=2x-3.

a) Determinar el dominio y la expresion analiticade fo g.
Solucion:
dom f=IR domg=1IR, y recg=IR}.
Como rec gNdom f =1R ; # ¢ , existe composicién .
dom(f o g) = {x € dom g /| g(x)e dom f }
dom(fog)=fre IR, /-/xeR }=fke IR /xc IR, }
dom (fog)={rc IR }= IR ;.
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Como recg c domf, dom(f o g)=domg,

Su expresion analitica es: (f o g)(x) = f(g(x)) = f(/x) = 2/x -3.
Determinar el dominio y la expresion analiticade g o f.
Solucion:
domg = IR ; , rec f= IR,
donde rec f mdomg= IR, # ¢, luego existe composicion.

dom(gof):{xedomf /\f(x)edomg}
=felR A@xr-3e IR, }

=fxeIRA2x-320}
=fe RAxz> }:[i +oo].
2 2
En este caso dom(g o f) c domf, vaque rec f@ domg.
Su expresion analitica es: (g o /)(x) = g(f(x))=g(Cx~-3)=-/2x-3.
: ) 1
2-81 f(x)=-x" ~ g(x}:vr;.

Determinar el dominio y la expresién analitica de go f, si es que

existen.
Solucidén:

dmg= IR * vy recf= IR ,, pero dom gnrecf==>, . no existe

composicion.

3.- fx)=x% g(x):i vy h(x)=senx.

a) Encontrar (f oh) [Z] ¥y {g o h)x), si es que existen.

b} Determinar el dominio y la expresion analitica de (goh) y(go g), si

es que existen.
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Solucion:

o oA ) )
(g 0 M)(x) = g(h(m)) = glsen )= g(0) =A
b) domg= IR ~{0} domh = IR
rec g = IR —{0}; rec h=[-11]
i} dom{(goh)y={xcdomh y h(x)edomg }
={xe IR Asenxe IR —{o} }
=fxe IRA senx#0 }=fxc R Axzhn, he Z }
=IR-{x=hn, heZ }

La expresion analitica correspondiente es:

(g o M(x)= g(h(x) = g(senx)=

sen x
i) dom{gog)= {xedomg y gx)edomg }
“frelR {0} A Le R {0} }= IR {0}
X
La expresiéon analitica correspondiente es:

(g 0 g)(x) = g(g(x) = g@ —x
4~ Sean  f(x)=-/x-2 y gx)=x"-2.

expresion analitica de (go f).

Determinar el dominio y la

Solucion:

Dom f =[2, +); Dom g = IR

dom(gof)-——{xedomf /\f(x)edomg}
:{xzz A x~«22_>0}

=fx 22 Axz2}=[2,+ )
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y (g o Hx)=g(f(x)=g(\x-2)=(Vx-2) - 2=x-4

OBSERVACION:

En el caso de funciones por tramos se tiene:

A(x), xed =domf

L0, ved =dom s, A4S

o]

g(x), xeB =domg
g(xy=sg,(x), xeB, =domg, :B ,B,y B, conjuntos disjuntos
g.(x), xeB, =domg,
dom (fag):{xedomg /\g(x)edomf}
=dom(f, o g)Udom (f, 0 g,)Udom (f, 0 g,)Udom(f, o0 g)Udom(f, o g,)U

dom (f, 0 g;)

EJEMPLO:

2

x°, xe [0,3):g,

3x+4, xe{O,Z]:f1
; 4, xe [3,6]: &,

Sean f(x) = {_ x+1, xe (2,5] 7

glx)= {
Determinar el dominio y la expresién analitica de (f o g)

Solucién:
dom (f. 0 g)={xedomg, n g, (x)e dom f}
={xe[0,3) nx*e 0,2}

:{xe[0,3) A mﬁsxgﬁ}

—{o<x=y2}=|0,v2 |
La expresion analitica es : (f 0 g }x)= fi(g,(x) = fi(x)=3x" +4
dom(f, 0 g,)={xedomg, g, (x)ecdom £}

={repolrnaclo2]}={xec36] n F}

=@
dom (f,0 g)={cedomg, A g (x)edom f,}
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={xel[03) Ax’ e(2,5]}

={xef0,3) A xe[-V5 -v2)u V2, 5] }= (v2,45].
La expresion analitica es: (f, 0 g){(x) = £,{g,(x) = £,(")=-x"+1.
dom(f, 0 g,) = {x e dom g, A g,(x)edomf,}

={xe[36] n 4e(25]}

=fcec36] A VRS
La expresion analitica es:  (f, 0 g, Xx) = f,(g,(x)) = 3.

I +4, x € [o, «/5]

L {feg)= ~x2+'i,xe(wfi, «./g]
-3 ,x € [3,6] .

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES COMPUESTAS

Sean f,g y h funciones e 7/ la funcion idéntica.

1-(fog)o h= f o(goh), asociatividad.

2.- Existe una Unica funcion idéntica tal que: fol=To f=f,V f
3.- (f+g)oh=Ffoh+goh

4- (f-g)oh=(foh)(goh)

5- I"oI"=I"""Nmneld"

6.- I'o(f+8)=(/+g). ne Z'

7.- Engeneral fog=zgof

EJERCICIOS:

1) Sean f(x)=3x-5y (f 0 g)x)=x"-3. Determinar g.

Solucidén:
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Si f(x)=3x-5= (f 0 g)(x) = f(g(x) =3g(x)~ 5= x" ~3=> g(x}:x_;_z.a

2) Sean g(x)=3x-2 y (fo g)Xx)=9x" -3x+1. Determinar 1.

Bolucion:
Como:
g¥)=3x-2>x :ﬂ%ﬁ = Fg(x) = 9[g(x§+2] m3g(x;+2 1

=g () +3g(x)+3 = fx) = x> +3x+3.

3) Sean f(x)=x" y g(¥)=x"

Verificar que: fog=go f, Vxc IR.
Solucion:

(fog)x)=f(glx) = f(x") = x"

(g0 )x)=g(f(x) = g(x") ="

L fog=gof vVxelR,

4) Sean f(x)=x"y g(x)=x+3. Determinarsi fog=go f.
Solucion:
(fog)x)= F(gx) = flx+3)=(x+3)
(gof)x)=g(f(x)=g(x")=x"+3

L fog#rgolf,

FUNCION INVERSA

Sea f:Ac IR — BcIR una funcién real. De acuerdo a lo que ya se sabe,

toda funcién establece una ley que asocia a cada elemento de 4, un
anico elemento en B. Se revertird el proceso, estableciendo cuando es
posible determinar una funcién g que vaya de Ben A

TEOREMA: Sea f:A-—> B, una funcién f':B - 4 llamada “funcién

inversa de f7, existe <> f es biyectiva.
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Demostracién:

—>)Hipétesis : f™': B — 4 funcién

Tesis : f es biyectiva

Demostracion:

a)vyeB, 3 xed! f=x>y=[f(x)
. f es sobreyectiva

b) Sean x,x, €4, x,#x,. Si flg)=f(x)=y=>
'O =x, f»=x,=> f noesfunciéon
oo flx) = f(x,) . f esinyectiva

de a) vy b) f es biyectiva

<) Hipétesis : f es biyectiva

Tesis : f':B— A4 es funcién

Demostracion:

a) Como f es sobreyectiva VyeB,dxeAly= f(x)
nx= )

b} Sea yeB. Seanx, y x, dosimagenesde y segin f ' =
OEx A =5 )=y A f(x)=y Como [ es
inyectiva, x, = x,

dea)y b} f7 esfuncion

DEFINICION:
Sea f:A4-> B biyectiva, entonces f':B-—> 4 es funcion llamada funcion

inversa de f, también biyectiva.
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OBSERVACION:

) y=feex=7"0)

2) La funcion inversa f', toma los elementos f(x)eB v los asocia con un
xed

3) Si f:4— B es biyectiva, entonces
Dom ' =B=Rec f nRec [ = 4=Domf.

4} Expresion analitica de la inversa: Sea f:4 > B/ f(x)=y es biyectiva.
Luego f es invertible. Como se tiene y=fx)= () =x,

intercambiando x por y e y por x, se tiene y= f(x).

EJEMPLO:

Sea f:IR -» IR/ f(x)=3x-2. Hallar 7', si es que existe.
Solucion:

Como [ eslineal entonces f es biyectiva,

Se determinara la expresion analiticade f': y=3x-2=>x= y;}z ,

. . -2
haciendo cambio de variable, y = ﬁ;ﬁ = f(x)= x;

TEOREMA:

Sean f:4A—> By g:C - D, funciones biyectivas, entonces:
a) fofl=f"of=1

b) fosl=1,

¢) fTof=I,

d} (gof)'=7"0g" (siempre que la composicién exista)

e] (gofof ' og =1 (siempre que la compesicion exista)
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EJEMPLOS:
1-8Sea f:IR > IR/ f(x)=x". Halle f7

Solucidn:

a)

b)

f definida en ese dominio no es inyectiva, para qgue lo sea, se
restringe su dominio: dom f = IR} v dom f= IR,

/ no es sobre .. se restringe el conjunto B a IR; ,.. f es

bivectivasi f: IR > IR, v /- IR, > IR,
Expresion analitica de f:

y=x = X = i«jr):

Si xe Ri=>x=.y,

Si xe Ry=x=-/y,

Haciendo cambio de variable, se tiene:
f@w=vx /1R, - IR;.

6 flixy=—/x /- IR;:->IR,.

2.- Sea f{x)=-/x-2. Determinar f'(x},

Solucion:

dom f =]2,+ o) recf= IR},

Luego f:[|2,+w)— IR, biyectiva,
=T IR SR w) i x)=x" 42

Ademas se observa que:

(flo @ =F(fE)=f " (e-2)=(x-2Y+2=x-2+2=x,xe[2,+o0),
Fof D= @N= "+ =" +2-2=x,xe IR
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3.- Sea (f(x)=3~-+/2x~5. Determinar f'(x).

Sclucidon:

a} Para que sea funcion real, es necesario que 2x—-520=> x> %
5
sodom f = [ + oo)-
2
5 -
I {E, + oo) —» IR es funcién,

b) fl@)=f(B)=3-2a—5=3-+2b-5=>2a 5=2b-5=a=b, .. f es
inyectiva.
c) y=3-2x-5=3-y=2x-5=3-y>0= y<3,f no es sobreyectiva.

Para que lo sea se debe definir f como:

5 . . .
E [2 ,+ oo} —(-x,3], - f existe, yaque f es biyectiva,

x):(}ﬂ.

S A 5

4.~-8ea f: IR » IR / f(x)=x'. Hallar f

Solucion:
a) fl@=f)=>a=0"=>d - =0=(a-b)a* +ab+b*)=0.
fr2 472
. . —bxA/b"—4b
—a=b va+ab+b’ =0, .. esinyectivayaque a= NZ ¢ IR,
b) ¢Es sobreyectiva?

[ .
y=x"=>%y=x, . essobreyectiva en IR.

Dea)y b) / es biyectiva, siendo f*: IR - IR / f'(x)=%x,

5.- 8Sea la relacion (x—1)’-(y+2)*=3 en IR Hacer las restricciones

necesarias para que la relacidon sea funcién biyectiva y hallar su

inversa.
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Solucion:

a G+ =13y =2+ (-1 -3 y=2+Jx+1-3 &
y=2 o

Se determinara el dominio en ambos casos:

- 3200 (x-) 230 x—12 B3 B2 @-Dvx-D=3

:>x£lmw/§ % x2J§+1:}>.'. X e (—C(D,1~—\/§JU[1+\/§,+OO)

fiibo1--BJol-3, + w) > Res funcion. / f(x) =2 -/(x—1)* -3

a) P.D. si f, es inyectiva.

f@ = fBy= -2+ (a1} -3=24J(b-17 -3 = (@a-1)* = (h—1)’

(a1 (-1 =0={(a-D-@-De-D+p-1))=0

(a-bYa+b-D=0=> . a=bva+b=2

o f, no es inyectiva. Reemplazando a=»5 en a+b=2, sc obtiene
2b=2=>b=1, que nos indica la restriccibn del dominioc. Luego
definiendo f, como.

fibw 1] > R/ iy =—2+x-1-3 o

£ v o) IR /) =2+ J(x—1) =3+

- f; es inyectiva .

b) Sea f: [l +-/3, + oo)ma IR, se analizara si f es sobreyectiva.
yxm2+\fm:>y+2:\/m:;)wrzz():)yz—z,:.fl no
es sobreyectiva.

o [1 +4/3, + )= [-2, + =) es biyectiva,
s f ) s B, k) £ ) = 141 27 43,
¢) P.D.si f, es inyectiva.

[ ——— e S

f@=F®) = 2= fa-1 =3 =2 [(b-1Y -3 > @1 =(b-1 =
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a=b va+b=2
- f, noesinyectiva. Considerando a)} se obtiene:
frbel-Blo R/ f@=a-fx-1 -3,
5 {1+—\f§, + ao)—> IR /7 f,(x)=-2 wj'(;—])_z——B;
d Sea f,: [I%ﬁ, + oo)—+ IR ; se analizara si es sobreyectiva.
L) =2 -1 -3 p+2=—Jx-1 -3 > y+2<0 > y< 2.
Luego f, no es sobreyectiva, para que lo sea:

1, {I +43, + oo)—} (~ o, — 2] es biyectiva,

EJERCICIOS:

1.- Determinar dominio, recorrido, ceros y grafico para:

P 6rag R _dom f =IR
a) f()=x"~6x+ P recf =[-1, +0).
b} f(x) ;'f - \/;! Resp.: domf =rec f = IR,
c) f(x):\/[—x—| Resp.: dom f = IR, rec= IR;.
_4-x _domf:IRw{S}
d) f0)=—— RESP e f = IR-1-1}.
d =JR
e) f(¥)=Vx* +2x+2 Respn‘r:;f: [1, + ).
N @) =[4% ] Resp.; “"/ =%
recf =2, .
¥’ -4, six<3 _dom | =R
& f(x)~{2x—5, six>3 NP ree [ -440).
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x—4,six<-9 dom [ = IR

h =qx’ - -9<x< -
) fey=qxt -], s - x<9 Resp rec f :(woo,u]?;)U[——l-’ +OO)'
t 2x+5, siox>9 4

i) f(x)=2x+|x+1-|2x—4| Resp.: dom f =rec f = IR,
N [xwl] Res dom f = IR—{-2}
X)=3 5
i Bn x+2 P recf:{——l,(),l},
kK] f(x)=[senx], xe[0,27] Resp.: rec £ ={-1,0,1}.
Sean 4f(x-3)=x"+4y g(x):iﬁ{;ﬁ)wl@f, ¥ xe IR, determinar los
F(2x—-3)+x
valores de k tal que rec g =(-3.3) Resp.: k£ ¢ (-5,1)

Sean f(x)=+x-2 Nx-3 vy glx)=J(x-2Xx-3) , hallar domf y domg

y determinarsi f=g.

2x+1, sixe {0, 2]
3, sixe[3,5]

J;, st xe[1,4]

, hallar
x—6, sixe [5,6]

Sean f(x) m{ y gx)= {

f+g, f-g vy feg.

x, si x<0 x-1, sfx <1 )
y g(x)= , determinar

4x, s x>1,

kd

x+2, 5i x>0

Sean f(x)= {

m.f’

/

,f+3,5°g,f+gy§
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6.- Dado el grafico de f:

Dibujar los graficos de las siguientes funciones:

X
f(JC“'Z),f(z—‘X'), f(_é_): 1 +f(x)'
7.- Dadas las siguientes funciones, determinar si ellas son inyectivas,

sobreyectivas y/o biyectivas.

a fTIRSIR/f)=3x+2
b g: IR IR/ gx)=1-x

c) B IR > IR/ h(x)=]x]

df p: IR IR/p@=|de(x-1

8.- Sea f(x)= (x x| + l} senx’, determinar si fes par o impar.
X

Resp.: f es impar.

9.- Demostrar que 8i fes pary g esimpar, entonces feg esimpar.

10.-Determinar el periodo minimo de: f(x) = cos 2x+sen 4x,

Resp.: T'=n, .
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11.- Graficar f tal que su dominio es IR y

109 X, si 0<x<l
x)=
x-2, sil< x<2

sabiendo que:
a} f esimpary tiene periodo 4.

b} f es pary tiene periodo 4,

12.- Determinar los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento:

a) f(x)=x"+3x+5

x R x e (=1, 1) creciente
esSp..

P e IR- [-1,1]) decreciente.

1+x

b) f(x)=

13.-Sean f(x)=2x+6,xe[08]y g(x)=x*-1,xe|-2,2), determinar

dom f o g y la expresién analiticade fog.

14.- Sean g(x)=8x-12x"+6x-1 vy (f o g)x}=2x+3. Determinar f(x).
Resp.: f{x)= Vx +4.

vx+1, s 06 =<x<1 .
determinar

15.- Sean f(x)= ’ X} =
S {xz—i,sile Y 869 {x+2, six<0vx>1,

gof y fog

16.- Sean f{x)= 4’xl-x2, xe(-8,1) ¥y g(x)=+1-x,xe(-4,0), determinar
dom g o f y la expresion analiticade go f.
x+lx| x, stx<0 .
2 . Demostrarque: fog=go f.

17.- Sean f(x)=m§~w y gx)= x>0
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j4x*~6x-1, six =1 .
18.- Sean g(x}=2x-3 y (fog)x)= ¥ohrmh, X Determinar f(x).
4x+3, six <1
P43x-1, six= -1
Resp.: f(x) = x x-1, six
2x+9, s x<~1,

19.-Determinar la inversa de las siguientes funciones reales, haciendo las

restricciones del dominio y/o recorrido, en case necesario:

B-x

a) f{(x)=-2x*+4x+6, x¢ (—oo, 1] Resp.: f'(x)=1- ,xe(—oo, 8].
b) f(n =1 Resp.: /(x)= .
x—2 x-1

¢} f(x)=+x*+2x+2 Resp.: f'{(x)=-1++/x" -1,

X' —4x+7, 5 x =2 2+4/x-3, six>3
1
d} f(x)=< 2x—-1,s -1<x<2 Resp.. f{x)= X

2

z -
—-x"-2x-4 s5i x< —1 -1 /—x—3,sixs—3_

5i —3<x <3

—x?+12% 427, si o x<-11

x> +6x+6 , si x>0

Resp.:f’(x):{—6—‘/(x_4)2+9’ Si xe(—oo,()}

-3+4x+3, sixe(6,+w),

afw:f

x-5 8 x=27

f) f(x)=2x+|x+1—|2x 4 Resp.:f“(x):<—)%z, 5i—8<x <7

x+5

,Six<"*8 a
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20.- Sean f(x)=x", si J;(x—l) 20 yg(x)=+3~x,5s1 x€ (~ 1,3]. Determinar

si existe, fog™.

Resp.: (fog“’)(x) = (3—x2)2 ,Si x € [O, ﬁ]U{\@} .

¥+2, six=0 x> 1 si x>—1

2

3x-2, six< -1

21.- Sean f(x):{ y g(x):{

3x+2, s x <0
Demostrar que f es biyectiva pero gno lo es. Determinar go f'
x—4,85 x<-1
2
Xsz ~1, sixe (-1,2)

("’q/x—Z)z—l,si xz 2,

Resp.: (g 0/ )Xx) = [

2 3 e
44+4/x"+9, six = 4. Hallar
8 six <—4

b4

22-8 f()=x-4,xe(-o,4]y g(x):{

f+g y (f 4’8’)71 3 Si eXiSte. Resp_: (f+g)71 — 2x b
x4

Si xe [1,9]

st x <0,

»

23.- Hallar /', si existe, de : ]f’(_x):{“‘“L x+2, six>2

x—+-x, s x<—4
2x+1—+/4x+9

sixe (4, +w)

>

Resp.: /') =1 , | 2
2

, Sixe{(—c,-6).
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CAPITULO III

SUCESIONES

DEFINICION: Una sucesién de niimeros reales es una funcion real cuyo

dominio es el conjunto de los nimeros naturales.

Notacién: a: INSIR /a(m=a, , ¥Yn ¢ IN,

2

OBSERVACIONES:

1. El dominio de una sucesion es IN,

La imagen del natural » se denota por a,.
El mc(ar)z{af},afz,az3 ...... N2 } :Vare IN

Dos sucesiones se diferencian por el recorrido.

mos w N

Los recorridos de una sucesion pueden expresarse como
{a,ay 0, }=la, inc IN }= %1,- }, ielN={a} ne IN,
6. Una sucesion se identifica por su recorride {a, /n< IN } o bien por su

expresion analitica a,, , llamado también término general de la sucesion.

Formas de expresar una sucesion:

a} A través de una féormula, como se hace con las funciones.

EJEMPLOS:

1} a

n

=n*,Vne IN - rec{a)= {1, 22038 7S }
2) a,=(-1)".Vre IN . rec(a)={-11L-11 -11,.}.

3} a,=n"+1, ~rec(@=1{27510,..}v rec(a)= {nz +1/ne IN }.
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1
- ; 1 i
4) a,=1, » St nes par .. rec (a)ﬁ{ 2,—,6,—,10,... }
2n  ,si nes impar 2 4
1 2
" a, = (D", Ve IN

S) @3 = (n+17 > T T

para n:I:a]:Z,az—

para n=2= a4:~;~, a, =1, a,

b) Por Recurrencia
Es posible definir términos de la sucesion a partir de términos que se

han definido previamente.

EJEMPLOS:
2 2
1 2 ) 1 1 1 1 1
1j aI:E,an:a”__l Y= 2 alﬁ“z—, azz['z‘] :Z’%:[ZJ ZEEJI‘C-

=a,; +a, , Vnzl

a=la=aq+a,=2, a=a,+a,=3,a,=a,+a, =3, elc.
llamada sucesién de nameros de Fibonacci.

3) ¢g=a, a,=a,, +d, Yrn>1 adelR

“ay=a,a, =at+d, a; = a+2d, efc.. lamada sucesion aritmetica.

4) a=a, a,=ar"', Vn>l,are IR A r=1

na =a,a =ar | a,=ar’, ek llamada sucesion geométrica.

CONVERGENCIA DE SUCESIONES

}, nelN, dandole valores a “n” , se obtiene:

.. n
Sea la sucesion < ——
n+1
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1
n=l=a =—
2
n:2:ugzz
3
107 = 107
n: a = e
107 }.08

Se observa, intuitivamente, que a medida que » aumenta, los valores de

la sucesidn se aproximan a 1.

no, . . .
Entonces - tiende a 1 cuando » tiende a «, lo que se simboliza por
-+

7 . . s P
> Iy se dice que el limite de 1a sucesidén es 1.
Bl g

Ademas se verifica que:

Para n=20=> E—z = M;L :i
21 21 21

Para n=80— _S_QWI = _-1_:_1..
81 81| 81

Para n=170 = |0 o1l = |- A = L ete
171 171 171

Es decir, a medida que » crece, la diferencia entre g, v el limite se

B
rn+1

aproxima a 0, o sea, =0 &

Ll—l} puede hacerse tan pequeiio
7+

como un numero cualquiera &£ > 0.

DEFINICION: Se dice que la sucesién {a,} converge a un niimero real

ssi Ve>0,3n eIN [/ Vaen=la,-I<&.

Luego se dice que la sucesion tiene limite 7L o que L es el limite de la

sucesion fa,} y se simboliza por lima,=L 6 a, 5 L.

n—o
- n—yo0
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A partir de la definicién se tiene:

|anvL<8:>#S <a ~L<&>L-E<a <L+&,
n n
graficamente:
anOH
£ g \>
I i ITTriveie \SPHTTATEIT TR RISy
a a a a, L-g L L+&

LEMA: (muy util en varias demostraciones)
Si |a|<&,V & >0>a=0
Demostracion:

Sea V £ >0,

<& naxl

Entonces |d|>0

Sea & :%Ialzzeﬂa

, luego |a|> ¢, lo cual es contradictorio ya que

V & >0,

al<& . Luego a=0.

UNICIDAD DEL LIMITE: Si {s,} es una sucesi6én convergente a L, dicho

limite es Gnico, es decir: si flima, =L y lima,=1,>1L =1,.
n—p00

n—»o

Demostracion:

Sea firgan:; b '{z;l;{ian:f,zﬁ

Vex0,3n elN/Vn>n=|a,-Li<s y V€>O,3nle}N/
Vas>m=|a,-L)<¢

N =Ll =L —ay Lyt ay| =] L —a, vay =L <| L~ a,|+ |a, - L]

<&+ E=2E,
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51
.xV£>04L—{»<2€:~Jw@a<&
, 1 2 5
L-L ..

Por lema l_-?_[_—_() Sl =1,
EJEMPLOS:
i.- Demostrar lz'm—l— = (o
n%ﬂ)n
Demostracion:

P.D. V8>O,EIHOEIN / Vn>ﬂ0::>'i~0<£,
R

1

n

1 1
=T—<EDR>—
n £

1
quz
n

. i 1
haciendo =, = [*} 6 n = li——:l-*—l (para cautelar que n, € IN) se
£ £

Lo
n

<&,

i F]
tiene que w>|—|+1>
€

Por ejemplo
1

al Sea £=10"7 0>
1073

=10* . n =10°. Esto va a significar gue a

partir de r>10°, cualquier valor de n satisface la desigualdad

L 0l <107°
F¢4
2 125 . .
b} Sea ¢ = 155 "> - = 62,5 .. n, =62 y se tendra la seguridad que
1 2
para 263, |— -0/ <—=0,016.
n 125

Comprobacion: »=70, n=100

= 0,014 < 0,016,

1
— 0
zm
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—l~ -0 =0,01<0,016
100
2n
2.- Demostrar que /lim——=2
LY BN
Demostracién:
28
PD. Ve&>0,AnecIN/Vr>n = - ~2A<&
A

2n 2n-2n-2| 2 2 2
S | - < ES—<nt+tleon>—-1
n+1 m+l 1 n+t £ £
. 2 . 2n
. haciendo n,=|—~1|+1, se tendra que Vn>n, imz <&
£ +

Por ejemplo:
1 . .
a) Sea ¢=—,n>40-1=39 . n, =39,y se tendra la seguridad que para
n>39, [ 2 o <L
n+l 20

Comprobaciéon: #n=40;n=50

‘sz <w:>0048<005

'299—2 <——-:>003<005
b} Sea §=— 3 n>—§—w1:>n>ggz_82,3,.. n,=82 , vy se tendra la
125
2n 3
seguridad que para n>82,l -2 <
& quep n+1 125

Comprobacion : n=84;2=100; n=83

166 2 0,0238 < 0,024
84 125

290 ¢ 200198 <0024
101 5



4.- Demostrar que: [lim
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1—6—8— ~2 <——§— = 0,0235 < 0,024
85 125
. n i
3.- Demostrar que /lim =—s
e lp+l 2
Demostracion:
n 1
PD. Ve&>0,dnelIN /Va>n e .
2n+l 2
n 1] |2n-2n-1| 1 1 o 1-2¢
——= = < g ——<2n+l, n> .
2n+1 2| | 22n+D) | 202n+1) 2 4s
Luego haciendo n, = [};23:| +1 v considerando » natural se tiene que
£
1-2¢ n i
> +H =2 b < &
de 2n+l1 2

Por ejemplo:

, 1 3
Si gw—,n>[—2—]zn>l,:,nom1. Por lo tanto, para »n>1 se cumple

8
B )
Zn+]1 2| 8

Comprobacién : n=3,n=2.

2oL o oora<ons
7 20 14 14"
%_E:i:l<-}—:—>0,l<0,125
5 2 [10] 108

2?! —("‘"l)n _ 1

n>O i
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Demostracion:

2” . (_ E)H
21’.?

PD. Ve>0,3nme N /Vu>n = -l<e&,

Izn—(;2”—2ni|:i|m(;"})n{:§;<£<:>—1-<2”:/1n:>1n~1—< ninl
& £

Demostrar que no existe fim (-1, es decir que {(—EY},ne[N no

n—
converge.
Demostracidon:

Sea fim(-1)"=1L.

Entonces Ve>0,3meIN / Va>n=|-0 -1< e
Si lo anterior es cierto V &>0, sea £ =1, entonces :

An, e IN/vre IN,n>n, @!(—l)"mL <le-1<(-1)"-L<1

Si nespar ~1<l-L<le-2<-L<0s0<Ll<2.

Si mesimpar ~l1<-1-L<lo0<-L<2o-2<<0

Las dos restricciones para L son contradictorias, luego la sucesiéon no
tiene lmite. Por lo tanto la sucesion no converge y se dice que diverge

o es divergente.

Si £=00001, ¢cuantos términos se encuentran dentro de

! . . 2n—-1
| a, —2| < 0,0001 y cuantos son exteriores, si a, = o
 n+2

Solncidon:

| @, —2|<0,0001=& =>~0,0001 <@ —2<0,0001=>19999 <a <2,0001
i
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Por otro lado: lim( 2n - 1] =2,
nra\ B+ 2

-1 z! < 0,0001,

Ve>03dnmeIN /Va>n =
n+2

In-1-2n- 5
el b <0000l=g>2<cnt2n>>—2

Zn-1 5
n+2 l n+2 | nt+2 & £
5
LHy = [— - 2} , pero & = 0,0001
£
-4
23 g5, 3720107 5700002 4998 _ 49998 10"
£ 107 107 10 10
oo, = 49998, Se encuentran dentro del intervalo todos los a, con

n>49.998, quedan fuera del intervalo los a, con 7<49998.

Por Ejemplo:
99998 -1 99997

8 n=49999 o>« = =
9% 49999 +72 50001

. 1,9999 < 99997 < 2,0001
50001

¢ alintervalo

1 . .
7.- Probar que Iim 2n =2 ydeterminar si a,, ¥V dg
Py ) n+

(L-&,L+¢),con 6‘:}—(1)2-'

Solncidén:
2n+
Ve>0,dme N/ Va>n= i 1-—2<8,
_ n+2
2n+1 ~-2n—4 3
|2n+ _2:l2n+1 2n I: e .'.n>i-2
|n+2 I n+2 | n+2 £
3 . i 2
Sy = ——21, 81 szio—z A :[3010 —2]:298 , -~ los a, con n>298
£

quedan dentro del intervalo. Luego @, Y 4y quedan fuera del

intervalo.
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H 1
L da, €i 2———,2+— 1.
o Y s ( 102 IGZJ

DEFINICION: Una sucesion {a,} es acotada si el conjunto de los
valores {a, /neIN } es un conjunto acotado, es decir, 3k e IR" tal

que |q,|<k, Vne IN.

EJEMPLOS:
1.- {(u 1}"} es una sucesion acotada, ya que el conjunto {-Ll} es
acotado.
2.- {H(_I)} es una sucesion acotada, ya que el conjunto
()
3 2 4 7 .
0,—,—~,§-,_, ...... es conjunto  acotado. En efecto
234 5°6
-1
1+£—) <| 1]+ (SeV ) <1+ <2.
71 13

TEOREMA: Si una sucesion {a } es convergente, entonces {a,} es
acotada.
Demostracion:

a) lim a =LoVE>01n ¢ IN/Va>n =|a,-Li<e,

R—y
Tomando : =1

~3n,elN /Vn>n,=la,

<1
pero {a,-I<le-l<a,-L<le L-1<a, <1+ L ycomo

_iL

<L <|I] entonces se tiene:
-l -1sL-1<a, <1+le+[£|<:>—(ll,| +1)<a, <|L]+1

olal<|+1
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Lo que indica gue el conjunto {a,,o+ A ,.....}esté acotado por
| L|+1.
Queda un namero finito de términos de la sucesién : g, a,,.....4, ,

conjunto que puede acotarse por:

j

~ siseelige k=m+|L|+1, se estara seguro que

a

Ry

m = max {Ial azl, ..... ,

3

¥nelN, |a|<k yasi {a,} sera acotada.

OBSERVACIONES:

= El reciproco del teorema anterior no es valido, es decir {a,} acotada no
implica que {a,} es convergente.
= EI contra reciproco del teorema es valido, es decir {a,} no es acotada

= {a,,} no s convergente.

EJEMPLO:

3
Las sucesiones : {2n}, {\/};}{ :" 1} no son acotadas vy por lo tanto son
wo+

divergentes.

OPERACIONES CON SUCESIONES

Sean {a,}v {b )} sucesiones, keclIR. Se define:

1.- Lasumade {a,}y {4}, como la sucesién {c,}, siendo:

c,=a,+b, ¥YneIN,y {a}+ {b}={a, +5}
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2.- La multiplicacion de {a,} v {b,}, como la sucesion {c,}, siendo :
¢,=a,ebh, ,VnelNy {a} e {b}={q, b}

3.- La multiplicacién de {a,} por keIR, como la sucesion {c,}, siendo:
c,=ka,, Yne IN, y kia}={ka} -

4. Ladivision de {a,} por {8}, b,#0 ¥Vne IN, como la sucesion {c,},

siendo Cn:maml';’Vne IN,y QEL};: .fi
bﬂ {bn} bn

EJEMPLOS:

) {a)+ {B)={ 1}{2+21H3__m1mﬂ}

(n+1)n+2) w43+ 2

a {an}z{ n .n—f—Z}: n’ +2n
B n+1 n+t) (AP +2n+1

TEOREMA: Si {a,} convergea 7, y {b,} convergea L,, entonces:

1.- {a + b} converge y lim (a,+b,)=lima, +limb, =1, +1,

n-pw e S

2.- {a,» b} convergey lim (a,b,)=lima,elimb, =1L ¢l,

H—>00

3.- {ka,} convergey lim (ka, )=k o lim a,= kL, ,kcIR

HpoD

lima,
4-5t L,#0, & converge y lim Gy moe T fil_
b H—3cO b,, hm bn L2

-yl

n
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Demostracion:

1.- Como {a,} v {5} son convergentes, se tiene:

n—on

fima, =L, <> (Ve>0(3n, EIN)[H>H€, = |a, — L, <§2—)

n—>

limb, =L, <> (Ve>00(dm, e IN} (n>mu:>|bnwl,2[<m§)

Sea n =max {n,, mo} y &£ >0 cualquiera.

Entonces para ne IN, n’>n0/\n'>m0:>|an—L,|<§/\]bn—L2|<§ yen

é]aﬂlefwiw

, £ &
consecuencia: |a, +b, ~ L~ L, b,~ L] < o=

LEMAS:

a) Si lma,=0=0bm{a) =0, VkeclIR,

H—»D

b) Si lfima,=L Adtfa, Yn e IN = lim tfa,=¥L, keQ,

H—® -0

c) Si {a,=c}, Ve IN, cec IR =lima =limc=c,

n—>0 >0

EJEMPLOS:

2 —
i1.- Calcular flim w o
noe It —5n—1

Solucidn:
I | o7
3 11m3—11m——1~£z?£;i~ 3-0+0 3

7
z L2 >
Jim 3n n+7/n - lim n- o n—sw0 gy . — 2.
1 1 2-0-0 2
2

1
n
e 2 —Sn—1/ " e, S
n

o .5 ,
fim2 —lim— - Iim —
n foah ) n—yo0 n -3 n

n’ +3n

2.- Calcular : lim S
e 2 —5n+1
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Solucidon:
1_3_ 3
143 n ) 0
lim n3+ nfon —= lim —* no o OF =0
Ao 2w - Sutlf i e, 5 1 2-0+40
T
*+3n-2
3.- Calcular : limn_——3’21——~-
s 5n
Solucidon:
3
w43 2 /0 L 1+0-0 1
e Ty TP S | S R =-~=7,
o Sp’ /o o 5 0 0

¥4

2 2 )
4 .- Calcular ; Iim[ R n H],

molptl  n

Soluncidon:

A 7+l —n-w -1 . —-n-n-1
fim — =fim = lim =1,

n—eol g3 4] F£]

TEOREMA: Si {a} esacotaday b,————0= lima b =0.

e

TEOREMA: Si /lima, =1 >0, 3n, <IN tal que para »n>n, = a, >0, es decir,

n—w

si el limite es positivo, entonces a partir de cierto indice todos los términos

son positivos.
EJEMPLOS:

1.- Calcular: Iim senn

Fi s s ] n

-

Solucidn:

1
Como | senn<1 entonces fenn} es acotada y como {~}w~———>0
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. senn
[im =
B30 B

2

. n? senn!
2.- Caicular : lim .
nsw 33

Solucidén:

{sennl} es una sucesién acotada.

. om In n o3 0
llm = ll - =
e ntl fon ooy 1 1+0

n
2

. misen m!
fim ——

Noe 1

3.- Calcular /im (J2n+1 -2 nmi)

n—ycn

Solucidn:

£{ﬁ(\/2n+l - \/ Zﬁ—l)xfﬁ (\/2n+1 m\/ 2nw1)o I/fizj: i://z:_i =

1
o 2n¥l-2n41 2 /:n o lim Jn
e J2nd 1+ J2n—1 e 2nit v 2n—1 /:\n

o \/2+1 +\/2—1
7] n

_ 20 .

V2 +42

TEOREMA DE ACOTACION: Sean {a},{6.} v {,} sucesiones, tales que:
fima,= 1, limb =L y a <c,<b, Vne IN, entonces lim c,=L.

Demostraciomn:

lima, =L<Ve>0,3nelN /Vn>n =

a, — L

<&.
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limb, =L < Ve>0,3m e IN /Vn>n >

n—F0

b, ~L|<8.

Sea M =max {no,n;,}o
Luego n>M =>n>nAan>n =|a, ~I<enlb ~Li<e=
~E<a -L<& n —E<b ~L<¢
L-g<a <g+l A L-£<b <& +L
como a,<¢,<b ,L-&<a <c <b <+
=>lL-¢g<c, <L+¢€

=lc,~L<e= lime,=L.

A0

EJEMPLO:
Caicular /lim senn,
o P

Solucidn:
sen <1 ﬁlﬁ{s}-, vne IN.

n n

1 1 1
= m___sennsm , vne IN, pero lim —=0 A lz’m(w—) = =>lim senn 0.

H n 7 n-»C PR n—y0 b3 n—oo n

LEMA: Desigualdad de Bernoulli .
Si k>-1 entonces (1+k) 21+nk,Vne IN,

TEOREMA: Sea {z,} una progresion geométrica , es decir,

a,=ar"",Vne INa=0. Demostrar que si |r|<1=> {a,} convergey lima, =0,

Demostracion:

a} 3i r=0,esclaroque lima =0.

Py

b) Si 0<r<l,3k>0 tal que r=——
1+h
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Aplicando la desigualdad de Bernoulli, resulta que:

1 U |
< pU< [—

(+aY 2 14nhe L =0<r"< <
(1+h) 1+nh 1+nh nh

1
Ahora, como Iim — =

1 z
e z}—.O:O
noph b h

1
lim —
n— n
Resulta que:

lim 1" =0=>2 lim r"=0= lim ar' = 0= lim a,= 0,

B0 r T Ny B—o0

c) Si -1<r<0, yademas -|a,|<a,<|a|,VnelN,

W <|a

r"’1$|a||r|H:>—]a[ r""ls!aHrl’H

> —al|r

< qp™ £|a

:>—| F}H <r"t< [r

ycomo 0<|r/<l entonces flim|r|"" =0.

n—ryox

Por teorema de acotamiento, fim r™' =0 asi lima =10,
» Y -

730 o0

node ay,b) y c) lima, =0.

EJEMPLOS:

1.- Calcular fim—2.-2°3" .
nsxl e + 364"

Solucidn:

0]
P L R 7) _0-580

oo 207" + 304" [T e 4Y 2430
2+3

n __gn
2.- Caleular fim—— 23,
o 3 4 3T 4(5)




Solucidon:

Sln —5"43 /- 52)1 ) 5" "5" + 52”

lim : 5 = lim - -
oo 374 3M 4+ 4(5) /2570 e 3 3e3

CRITERIO DE LA RAZON: Sea {a}

lim |21 < | = lim a, = 0.
n-->m0 an n—w
EJEMPLO:

"

Demaostrar que: !img— = 0.

»

Demostracidn:

Aplicando el criterio de la razén:

., 27t pt ) 2! _
lim\—=>~=Iim o — =fim ———=Iim =
ol g | ael(maD) 27 mow (DAl e (n+1)
LEMAS:

1. 8i a,20,VnelNy limal=0=lima,=0.

n—yo0 n—ya

2. 8 a,>0VnrelNy lima, =L entonces:

n—»<¢

una sucesion tal

0<i, o lim—=0Q,

140

que:



EJEMPLO:

Demostrar que fim An =1

P

Demostracidn:

Haciendo b, =4n -1 se demostrara que limb, =0

n—$m

bﬂ:dfmz~1::>}+bn:%::>(l+bn)":n:z>

1{’31}” 4 @ B+t (b) =

:;‘>n21+( j(b) Hl+n(n2 1) o (b)) _2+"(” ()

2

= 2n> 2 4n(n-Ne (b)Y =>2n—2zn(n-1e b ¥ >0<b < "
atn—

:>Os(bn)zs—2—
£

y como __>0:>(b) — 0

H—>®0 A

Ahora, bﬂzﬁ/ﬁmlzo pues n21=>4n =41 =1 de modo tal que:

(B,Y -30 A b, 20=b, -3 0=>4n~130 =>limin =1

—y0
e -0 H--p0D

SUCESIONES MONOTONAS

DEFINICION:

2(n—-1)

141

1. Se dice que {a,} es monétona creciente (o simplemente creciente) si

a

B+l

>a,,VneIN

2. Se dice que {an} es monétona decreciente (o simplemente decreciente]

si a,<a ,VrelN
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3. Se dice que {a,} es monétona, si es monétona creciente o monétona
decreciente.

a>a,,Vrne IN ¥

b5

4. Se dice que {an} es estrictamente creciente, si g

s estrictamente decreciente, si a,, <a,,Vn e IN,

EJEMPLOS:

1.- {nz} es estrictamente creciente, ya que

n+1Y >n*, vnecIN.
{n+1y

1 . . I 1
2.- {_.} es estrictamente decreciente, vaque n<n+l=—> T vre IN,
n o+

-1 ‘ 1 !
3. no es monodtona, ya que g =-1, @, = 5 a, =— 37 o sea,
" _

a<a, y a,>a,,

4, - {Jf; } es estrictamente creciente, yaque n<n+l= Jn <Jn+l.

5- g=1y an:an]+—;— para n=2,3,4....

1
I 71x5>0::>an>an41

n n

~{a} es estrictamente creciente.

6.- {2 n l} es estrictamente creciente, ya que si
n+

" n+l n (n+1) 1
anﬂ T T an _arrhl = - == <
2n+1 2n+3 2n+1 2n+3 (2n+1){(2n+3)
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OBSERVACIONES:

1. Si {a,}escrecientey mneIN /n>m=a, 2a,.

2. Si {a}esdecrecientey mne IN / n>m—a, < a

m

TEOREMA FUNDAMENTAL DE SUCESIONES MONOTONAS

Sea {a,,} una sucesion creciente y acotada superiormerite, entonces {a"}

es convergente.

COROLARIO: Sea {a,} una sucesién decreciente y acotada

inferiormente, entonces {a,} converge.

EJEMPLOS:

n

al

1.- Demostrar {——} es convergente.

Demostracion:

i n+1

=—=a,, :{ o como los términos de la sucesion
m -1

n

2 s .
L la sucesion puede ser decreciente,
n:

Se demostrara que a, = a,,, , verificando que a,-a,,, 20

ntl =

20 2™ 2" -2 2'pi2"-2e2" 2"m-2"
o (n+1)! nl(n+1) nl{n+1) pi(n+1)




2.- Demostrar que g, = V2 LA, = 1/2 +a,, Vnzl €s convergente y

144

2" (n-1)

>0, VrelN
(n+1)!

R/ ¢ S

R

b) Como 2—] >0, Vne IN,la sucesion .{a_} es acotada
#!

inferiormente.

De a) y b), {a,} es convergente.

encontrar su limite. 1

Demostracidon:

a} Se demostrara por induccién que a, < 2,VnelN,
Si n=1, g,=42<2
Sea cierto para n=k, luego a, = J 2+a, <2
P.D.para n=k+1, es decir, ak+1:\/ 2+aq, <2

Como a, <2=a,+2<4= ja, +2 <2, . a,,, <2

Luego se ha demostradec que el conjunto es acotado

superiormente.

b) Ahora se demostrara por induccion que es creciente, o sea,

a <a v nellN,

n+l ?

Si n=1, =42, a, Z\;2+\/§ =a <a,

Sea cierto para n=+4, 0sea, a, < a,_;.

P.D.para n=k+1,0s€a a_, <qa ,.
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Como a, Sa,  =>a, +2<a,, +2:>\/2+ak < \/2”’““k+1 =>ay,, <,

De a} y b}, {a,} es convergente.

Se calculara el limite:

Sea lima, =L

30

a, =+2+ta, :>a2n+1 =2+4a,=> J'i‘rrmr,ir1 =limQ2+a)=lm2+lima,
> =2+L=L=-1 v L=2,
I =-1 se debe descartar pues a, 20, VnelN y L=>0

Sdima, =12,

A0

EL NUMERO ¢

. 1Y
Sea la sucesién {[l-i——] } .Para demostrar que ella converge,
F

utilizara el teorema fundamental.

a) Por demostrar que es acotada.

Utilizando el teorema del binomio, se tiene:

a, m(1+ljn“1+ni+n(nnl) LN a(n—1)n-2) L

n n 21 n 31 o

+n(nwl)(nwiZ) ........ {n—n+1) e—}—m1+l+[l—l] ul+ (1W_1_}(1m_%)..]i.+
ni n’ n) 2! # n} 3!
1) R
n /1 n) n nt

1 1 1 P 1
<t+i4+—4+—+... +——~<1+1+—+~2—+ ....... + -
21 3! ni 202 2"

SC
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Restando ambas igualdades se tiene:

2 z

<1

-1

aﬂ<i+1+—l‘+—1-1—+ ........ + i] <1+1+1=3
2"

la sucesion es acotada superiormente.

b) Por demostrar que es monétona:

PRSSUETULE RN PN SILY PR PUSLY PR (Im% 1—1’_:1)
21 n, 3 n ] b3l 3 n n

Es una sucesion creciente, ya gue a partir del tercer término resulta ser

una funcion creciente de n.

De a) v b) {(H-I—] } es convergente y la sucesion tiene limite.
i

H—>O i

Se define  lim (} +~l~j =271828.. . =e,
EJEMPLOS:

1.- Calcular Iim (i +£] .

"0 n
Solucion:
] 1k . .
Sea P:};ﬁwa:}n:pok. Ademas si n— 00 => p > w0,
p n

Y 1 pok 1 P d
s lim (I+~j = lim (1+MJ = fim l: (14——] } = eif
n—po0 b7 powo p Py p
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Sn
2.- Calcular lim[ n )
41

>

Solucidon:

n Y’ n+1Y" Y N
lim (-————) = lim{——_) = lim _[l+m) L=e
ey | gy 4 Al 77 B> n

Sn
3.- Calcular lim( i ]
-2

B0

Solucion:

EJERCICIOS:
1.- Demostrar :

. on+1 1
a) fim = e
o -1 2

b) Jim[2+—(ﬂj =2,

300l n

c} lim(} —iJ =1,
n--yo0 i

2.- Demostrar que no existe lim((m 1y +1), es decir que k—l)"ﬂ}”e v IO

converge.

3.- Analizar si las siguientes sucesiones son acotadas:

a) {H(_D } Resp.: si.
n

b) {2n} Resp.: ng

{HH} Resp.: si.
n+2

gl
d) {nz " } Resp.: no,
o+l



4.- Analizar la monotonia de las siguientes sucesiones:

B

a)

a =1, an:aH+~2m

5.- Verificar que:

a)

b)

g)

5+107 1

m ————
nse 3438107 3

fim

730

lim

oo

L
10+ ndn

3427
542"

=0

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

Resp.:

decreciente,

creciente,

sin monotonia,

sin monotonia ,

creciente.

creciente,

148
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n--3
B lim [n ~ ?J =
Ry H—

n—om n
I 2 3 n 1
B Iim{ —+—+ >+ o+ — =
) g {: nZ n? n2 nz :I 2
revl n+l
m) fmE_ 3y
no 27 4 37

n) fim (3n+1-3n)=0

Fi--»00

nr
nsen--
o) fim— 2 -1
nse 2pt] 2
p) fim ~-=0
now i
|
q) fim i’; =0
PO Py
AR Y S0
) lim=—" =0
H—® Fii

6.- Determinar si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes.

Si son convergentes, calcular su limite.

a) a]:ﬁ, a, =20, , ,Vn=z2 Resp.: 2.
b} « —jmﬂ— Resp.: 1
ot —2n+3 T
2n
¢} a, = Resp.: 1.
) @ 1+2n P
2a,, +3 1+4/13
d) a=1, a,=———,Vn=2 Resp.: .
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