UNIVERSIDAD
DETARAPACA

UNIVERSIDAD DE TARAPACA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

TOPICOS
DE
CALCULO

Limites de funciones, continuidad,
la derivada y sus aplicaciones.

Sra. Veriéa Rey Mas.
Sra. M.4élica Sanhueza Collinao.

Arica-Chile
2000



 UNIVERSIDAD DE TARAPACA
. _ ..DEPARTAMENTG DE MATEMATICA: .

~ “TOPICOS DE CALCULO: Limite de Funciones,

e Conﬁnuida'dg'l'a Derﬁvada ¥ sus Aplicaciones”

<, -Sra, Verénica Rey Mas;- : _
o Bra, ML Angélica Sanhueza Collinas,

2600




INDICE

INTRODUCCION
MATERIAS: Paginas
CAPITULO I:

t-- Limite de Funciones ... 1
-1 Definiciones.................... e 1
p:2 Blemplos.... e 3
13 Definicion. ... 4
pod Teorema, .o 3
12 BIEMPIOS. ... 5
1.6.- Operaciones con Lmites....................." 8
beT Bjemplos.... T 9
8~ Limites Laterales................ 11
19 Blemplos. . 11
priO-Teorema.. T 13
1.11.-Teorema de Acotacion................... T 14
1.12.-Limites Trigonometricos.................... T 14
P ISCBJemploS. oo T 16
1.14 -Limites Especiales...........ooo T 18
FASBjemplos. . 19
116 -Limites Infinitos..............,.. [ 20

1:16.1- Definiciones.............. . 20
162 Bjemplos........ . T 21
1.17.-Limites aj INANito. ... 22
1.17.1.- Definicion................... s 22
172 Bjemplos............ 23
1.18.- Asintotas Verticales, Horizontales y Oblicuas.......... 26
1-18.1.- Definicion........___....... 0. T 26
1.18.2.- Bjemplos....................... T 26

2 BIOTCICI0S o 30

CAPITULO II:

I.- Funciones CONLINUES. ..o 33
Pl BIOmPIOS. T 34
1.2.- Algebra de Funciones Continuas................... 35

b2 L Teorema. v, 35
1.3.- Definici@nes.............,..; .......................................... 37
FETBIOMDIOS. . 38



1.5.- Teorema. ....ooovns
1.6.- Clasificacion de las Discontinuidades.....c.oooeeviiinenn
1.7 = BJEIMIPIOS. ceeourirsscans s
1.8.- Propiedades Locales de una Funcién Continua........
1.9.- Propiedades Globales de las Funciones Continuas...
1.9 1.- Teorema del Valor Intermedio......ooorravereees
1.0.2.- Teorema de WeIerstrass.........ccovrrreceremnmnennee

2.- Ejercicios

CAPITULC III:

1.- La Derivada

..................

......................................................

...........................................................................

....................................................

1.1.- Problema de 12 Tangenie. ..oooeeorooinrimemssremsenmeeeee
1.2.- Ejemplos.........ooeee
1.3.- Problema de la Velocidad instantanea.........ooovvneenenee
1.4.- Ejemplos.....c..ooveee
1.5.- Definicion de Derivada. oo
1.5, 1, FJemploS....cooimreensmmmrnrneresnennnness e
1.6.- Funciones Derivables. .. ..o
1.6, 1. BJEmPlOS..cmienerncrrs s

1.7.-

TEOTEITI O cverererssnes

....................................................

....................................................

.....................................................

1 8.- Derivadas Laterales. i e

1.8.1. Definicidn...
1.8.2.- Ejemplos...

...................................................

.....................................................

1.9.- Algebra de Derivadas. ..o

1.10.
1.11.

1.12.

1.13.
1.14.

1.16.

1.9.1.- Teoremas...

1.9.2.- Ejemplos...

1.11.1. Teorema...
1.12.1. Teorema...
Tabla de DEeriVAAAS. . ..o errerrrr e

Ejercicios......ccoeeee

.....................................................

......................................................

Derivada de Funciones TrasCendentes. ....oooreeeeeeer
Derivada de Funciones Compuestas. Regla de la

.....................................................

.....................................................

.....................................................

.....................................................

.....................................................

Derivadas de Orden SUPETIOT......oovrerrerreeees

1.14. 1. BiemploS...ociriciiir i
Derivacion IMpPHCITa. ..o

1.15.1. Ejemplos..
Derivacién Logaritmica.......ccoerveeno e

.....................................................

1.16.1. EJEMPLOS...oommrinrmsiramr s st
Derivadas de las Funciones Trigonométricas inversas.
1.17. 1. BJEMPLOS.oeriuieenersisnrssnnssss s
La DIferenCile . ..coeeriiimnriiinninnrr e

1.18.1. Definicion

........................................................

39
40
43
46
47
a7
48

50

52
52
54
95
56
58
58
59
59
61
61

y
S

62
64
64
66
b

70
70
71
72
72
75
77
78
79
80
&4
&2
83
84
88
90



......................................................

.....................................................

.....................................................

1.20.1. Teorema de Rolle....oooooni

1.20.2. Ejemplos.

.....................................................

1.20.3. Teorema del Valor Medio. oo

1.20.4. Ejempilos.

......................................................

1.20.5. Teorema de L’Hopital v sus aplicaciones gl
calculo de Limite de Funciones.................._

1.20.6. Teorema..
1.20.7. Ejemplos.

1.21. Ejercicios...........

.....................................................

0 = ,
Formas ~?—x~,0-0:yo:—~x300,}"" o’
0 =

......................................................

1.22. Utilizacién de la Derivada en el Trazado de Curvas. .
1.22.1. Criterio de 1a primera Derivada para
Maximos y Minimos.....................___

1 Ejempilos.
1

1.22.4. Ejemplos.

......................................................

22.2.
.22.3. Criterio de Ig Segunda Derivada para

......................................................

1.22.5. Concavidad y Puntos de Inflexion..............

1.22.6. Teorema..
1.22.7. Ejemplos.

1.24.1. Ejemplos
1.25. Ejercicios,..........

......................................................

.......................................................

.......................................................

........................................................

........................................................

Bibliografia. ...



INTRODUCCION

Este texto esta escrito principalmente para los estudiantes de Calculo I de lg
Facultad de Ingenieria ¥ para todos aquellos interesados en temas de Calculo Diferencial.

Para entender los contenidos de este libro es indispensable que el alumno
domine los conceptos tratados en: “TOPICOS DR CALCULO: El conjunte de los Numeros
Reales, Funciones de una Variable Real, Sucesiones”, de los autores Sra. Marlene Cisternas
R. Y Sr. Martin Medina Diaz. El teXto anteriormente mencionado Junito al desarrollo de éste
conforman el programa de Calculo L.

Teniendo presente que es un libro para el estudiante, se han presentado los
conceptos de Célculo Diferencial en forma clara y sencilla, complementados con gjemplos
resueltos de modo que facilite 1a comprension de los temas expuestos v finalizando con
problemas propuestos.

El orden de presentacién de los temas estd basado en el Programa de Calculo |
de la Carrera de Ingenieria Plan Comuin de la Universidad de Tarapaca.

El Capitulo I trata el concepto ¥ el calculo de limites de una funcién real e
una variable real. Se indican aigunas demostraciones de teoremas v algunos ejemyp
tipicos de céalculo de limites,

El Capitulo II trata 1a continuidad de funciones en un punto, en un interv
ablerto y en un intervalo cerrado, con las propiedades locales ¥ globales de las funcio
continuas. Ademas se analizan puntos de discontinuidad de una funcién y la clasificacién
de las mismas.

El Capitulo I trata el coneepto y calculo de derivadas, aplicaciones de las
derivadas y limite de funciones que presentan formas indeterminadas. Antes de dar la
definicién formal de derivada se ha definido Ja recta tangente a una curva para mostrar con
anticipaciéon su aplicacion geometrica. Se presentan las derivadas de las funciones
elementales, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas, la derivacion de funciones
compuestas, ete. Ademéas se presentan, entre otros, ejemplos de graficas de funciones
realizando un estudio detallado de ella con las herramientas que nos proporciona el caleculo
de limites, la continuidad ¥ la derivada, como ser: dominio, recorrido, interseccién con los
ejes, asintotas, extremos de una funcién, intervalos de monotonia v de concavidad, puntos
de inflexién y otros.

Finalmente, las autoras desean eXpresar su agradecimiento a los académicos
del Departamento de Matematica de la Universidad de Tarapaca, Sra. Marlene Cisternas
Riveros v Sr. Martin Medina Diaz, por la colaboracian prestada, como también a la Srta.
Sabina Nufiez Aldoney, quien transcribié los manuscritos de este libro para llevar g feliz
téermino este libro.

Las Autoras
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CAPITULO I

LIMITE DE FUNCIONES

Se inicia el estudio de limite de funciones definiendo algunos conceptos
basicos.

DEFINICIONES:

1. Vecindad : Sea x,eIR, se define vecindad (o entorno) de x, v de radio

¢ >0, al conjunto denotado por V(x, . 8) = {xeIR /| x~x|< & }.

Se observa que ¥(x,, &) ={xe [R/x -6 <x<x, +5 }

:{xe(xowé,xoﬁé) }.

ISR AR R R RN IR NN VRSN EddLL L0 B, R
VT TETTTF YTy FERTHTIITIT H]HJ) Ll
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-0 8 X, & X, +&
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EJEMPLO:

1 : 1
V( —i={xe X —} <~
!\LZJ {relR/ | x-1 < }

-2

= {xe fR/%<x<

rI | w2
St
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2.~ Vecindad reducida: Sea x, € IR, se define vecindad redn~i“~ [ CL.uo
x, v de radio § >0, al conjunto denotado por V(x, . §)={xelR

[lx=x|<d, x=x, }.

T s I ey = IR
Xy —O X, X, +06
3.- Punto de acumulacion: Sean 4g IR y x, ¢ IR, se define x, como
punto de acumulaciéon de A, si toda vecindad reducida de x, tiene

interseccién no vacia con A, es decir, ¥ & >0, V' {x,,0)(14 = ¢.

EJEMPLO:
1 ca 1
Sea A:{XEIR/XI-",HEEH\E Y=dL = -
7 L2 3

Se demostrara que 0 es punto de acumulacién de A.

_ . 1. . . ,
En efecto, dado >0, 3n,¢ IN /n, > = (siempre existe un numero natural

mayor que un realj.

1 1 1 . -
Luego — <d=>—ed y —el7 (0, )

My Ry 7,

0 es punto de acumulacion de A.

I
T " s =

IR RPN R TSV
VTR ) g e p

].7
—
S

L
i
vy f o e



Para visualizar el concepto de limite de una funcién IR - IR,

se
analizaran los siguientes ejemplos:

2

l.- Sea [f(x)= xx;;; Dom f = IR -{-2}

¢Qué pasa con f(x) cuando x toma valores cercancs a -2?  Se

analizara primero por la izquierda de -2, v luego por la derecha de -2.

a} Por la izquierda:

x l-z,g 2.8 -2,5 24

-2,3 -2,1 -2,01 -2,001
J(x)

-4,3 -4,1 4,01 -4,001

4,9 4,8 435 44

b} Por la derecha:

X -1 -1,5 -1,6 -1,7 -1,8

i -1,9 -1,999
!
fx); -3 -3,5 -36

-3,7 -3,8 -3,9 -3,999

Se aprecia que a medida que ¥ se aproxima a -2, f(x) se aproxima a
-4,

2.- Sea  f(x)= > que no esta definida para x=0 :Qué pasard con
X

Jf(x) cuando x se aproxima a 07,

a) Por la izquierda:

x |01 005  -0,001

-0,00015
7(x) 4 0,9983
|

0,999999996

0,99958  0,99999983

b} Por la derecha:
x oo 0,05 0,001

0,00015
f(x) | 0,998 0,995

0,99999983  0,999995¢ 96




sen x
se
X

Se aprecia que a medida que x Se€ aproxima a 0, f(x)=

aproxima a 1.

X .
es 1 cuando x tiende a cero, lo que se

Se dice que el limite de

sen x

denota por fing =1.

X

OBSERVACIONES:

1.- En el ejemplo 1} este limite indica que la distancia de f(x) v <4 es

pequefia cuando la distancia de x y-2 también lo es. Es decir
| f(x)—(-4), es pequefio cuando | x-(-2) loes. Asisi £>0y&>0 son

tan pequefios como se quiera, se dice que lim f(x)=—4. eionificondn

que | f{x)-(-4) <¢ cuando | x-(-2) <6. Es decir, para cualquier

nimero pequefio & es posible determinar otro nimero pequeilo &.

2.- Aungue en los ejemplos anteriores fno esta definida para x,=-2 ¥

para x, =0 , el proceso del limite es valido.

DEFINICION:

Sea f:4c IR » IR, x, ¢ IR Se dice que un numero Le IR es limite de
/ cuando x tiende a x,, si y sOlo si para tode £>0, 34 >0 tal que
| f(x) -] < & cuando 0 <] x-x| <&, es decir,

[z'mf(x):zL<:>‘v‘g>(},3§>O,’O<§xwx0]<§:::>§jf(x)w£§<‘5,

T

Ademas | f(x)—L‘<g:>—-e<f(x}~L<s:>Lms<f(x)<L +E.



O<ix—x0[<5:>—5<x—xo<§,x;tx0::>xo~5<x<x0+5
Es decir Ve>0,396>0 tal que J(x)e(l-¢, L+e) siempre que
ye(x,-d, x, +8).

TEOREMA: Si /im f(x) existe vesiguala L, L es Unico.

X)J(

Demostracion:

Sean L,y L, los limites de J{x}, cuando x - x,

Luego lim fx) =1, V60,36 >0/0qx—x,] <8 = f(x)-1,]<E
.r—~+x9 H i

lim f(x)=L ., Ve >0 3 8, >O/O<x&x0|< S, = f(x)-L,

x —P‘go

to’m

Sea & =min{s,,8,} y &>0 cualquiera

Lsi O<| X=X <= 0<|x-x, <5 NO<] x-x] <4,

= flx) -1, 1/5 AN =L, <

P

Sl LS L f ) =Ly = )~ L+ - | <§+—§:g

EJEMPLOS:
- 8ea f(x)=c¢, Vxe IR, celR, demostrar que fim f(x)=c, ¥V x,e IR
Xy

Demostraciom:

Sea ¢ >0, se debe encontrar un & » 0 tal que :

0<|x~x|<& =f(x)~c/ <&, pero como SO =c, ¥ x e IR, setiene que
para cualquier § >0, O<|x-x, <5, | f(xy=cl = -l ¢ =0<¢ (verdadero)

o lim f(x) =cC

xa"



)

2.- Sea [fi{x)=4x-1. Si {;’nzf(x):ll,determinar 6 para ¢ =001 tai.

que | f(x)=11 < 0,01 siempre que 0<|x~3/<4.

Solucidn:

| F(x) =11 < 0,01 => Ax~1-11]=|4x -12] = 4jx ~ 3{ < 6,01 = |x - 3] < 0,0025.
Luego considerando & =0,0025 se tiene que |4x-1-11 < 0,01 siempre

que 0 < x-3{<0,0025.

3.- Demostrar que ling (4x-T1y=11,

Demostracion:

Ve>0,386>0/0<x-3<d=ldr-12 <&

. ; &
4x—12!z4§x-3! <& :t>Lx—3t< "

Sea 6=Z=[x-3 <8 =101 <¢

S hmdx -1 =14

4.- Demostrar que /limx’ = 4.

x»2

Demostracidon:

Ye>0,38 >0 /0<§xw2§<5:i>{x2*4}<5,

1

T4 !
XN -4 =lx-2x+ 2,
=X X+

Se tiene que

Para acotar | x+2 ,sea & =1=|x-2 <1l=>-l<x-2<1=
1<x<3::>3<x+2<5::>~5<3<x-‘r~2<5::>ix+2i<5

Como ]Ix2f4§x'x~2”x+2§<5!xm2}<g::,>§xA2§<~§. Sea 5w~i~

.. Sea & =min{s, .8, =min {1, %} S i xT=4.



S.- Demostrar que lim x° = -8,

X2

Demostracién:

Ve >0, 35>0/’O<!x+2}<5:>[x3+8f<8.

Se tiene gue }x3+81 = (x+2)(x2—2x+4]:!x+2§

[ f

x*-2x+4. Para acotar

H

| x'~2x+4 |, se tiene:

Sea 4 ﬂ:>}x+2§<1:>~1<x+2<1::>—~3<x<mi, de donde se obtiene:
l<x?<9 p 2<-2xcs

S3<xt=2x<15/ +4

T<x'-2x+4<19= xz"*z}i“r45<19

: i [
X2 -2+ 4 <lx 12019 < g

lx+2 <—— =g,
’ 19
Sea §:mm{5], 52}xmz’n{1,%;& olimx = -8,
x—¥—2
6.- Demostrar que im =2,
a8 e g
Demostracion:
- : .12 |
Vs>0,j5>0/0<]x~5{<0::>5 -2l <e
' . jx—4 |
, L 12-2x+8] |—2(x-3 [x-35|
Se tlene gue }[ ~ 2= al g:‘ (-3 =X . Para acotar
X~ x—-4 | x—4 [x%éé;

-, Se tiene:
x4

1 .1 1 1
Sea 51 :_:HX*«55<—:>*—<:(~5 -
2 i I f) - 3

3 2 Pl
E<xm4<i:>~:< 1 <2 !

2z 3 x-—-4

El



2

lx -4

<d4lx-Sl<g \x-51<£:52
i | i 4

~
|

Sea E:minj—]—,f} oo dim
12 4

-8 y—

=2

4

OPERACICNES CON LIMITE

TEOREMA: Sean f:Ac IR - IR .fy' g Az IR — IR, funciones,

punto de acumulacién de 4.

Sea fim f(xy=L, y limg{x)=L,. Entonces:

X~3Xq

1) dim [ fOO+g(x) ]= lim fo)+ mg(xy=L+1L,

X—rxg

2) lim fix)eg(x)= lim f(x)e limg(x)=L,*L,

3) limcf(x)=c lim ;f(x)xcl} cce IR

X—rXq

lim f(x)
4) lim VACI =t =1 con L,#0

o g(x) himg(x) L,

5] Sea [f(x)=c= limf(x)=c .c¢e IR

6) lim 4 F(x) = {/ lim f(x) = i1, , siempre que V1, e IR, e IN

X=Xy

7 dim Gy =(lm fw) =4 oneR

Demostracion 1}):

Sean &3>0 vy &, ¥ 0, tales que:

O<§x~x0£<ﬁlﬁif(x)—l,ii<§ y

=

O<}x-xgl<c52x>]g(x)—£2}<£

2
Sea 6=mmn{d . 5,}



s

Luego O<Ix—x0f<§::>()<lfx—x0f<5, ~O<lx—x)<8, ,

SO+ g~ L~ L] < | f(x) - Li+lgx)-1,j<< +-2-:g
lim [f(x)+g(_x)]:[,]+L2

siendo

OBSERVACION: Usando induccion matematica puede demostrarse una

generalizacion del teorema 1) a mas de dos limites, es decir,

Iim fi(x)=L, , lim S (x)y=0,, ... ; lim f(x) =
X—rzg X—sxg

:.—)x

entonces Zrm { f(x)+ 5 G+ +f.(x) ] Lo+ L, + ... +Ly

fim |G A f0)= 1,1, 1,

EJEMPLOS:

Calcular:

1) linz 7=7

2] limQ2x+1)=2lmx */;'m I=2e341=7
X33 x—3 x

3) sz (5x+7)=-3

4} /ﬁﬁj{ﬁx‘ -+ 7)4 e (/}fn\(ix i 7)) 4__: (n3)4 . 81

limx 4
5)  lim— xd A
x~+4—7r~f-1 lzm( 7x+l) -27

1

/ =S x’{4\}a~i/2

6) Iimv , (4y_ 4
xexd W Ty g ] "& —>4( 7x+1) . 27) 3
2 e
7) lim ~ Iw:ﬁmwi
x4 x‘“l x—»1 XW]
? » 2
8) lim = 27:11;”?(3“ 3)(x +3x+9)xu
=3 oy 3 x—33 x—3
.\/ahx/— i NaTh=Na Jaih + Ja n
oo fim = L e

B0 E—0 A VG’+]? +[ h—-Oh.\,a.@h \/—)—M

i

@.'x,C&'



10

11)

1 #d

x4+l -Vx o+l
fim

x—0 X

={*)
Sea 2 =x+1. Si x>0=>z—1

Ademas z' =¥x+l y 2 =x+l

- de {*) se tiene:

72,“..—.73 '721_-? m»_"z 7Mi
lim —— m!ﬁnﬂ—::w£~m§)——m::ﬁn? - (z-1) : = .
I R G ) FAE Y it (z =D+ 2D +D) 6
~
limx" =x, ne Q-
.EA)XO
[imx' = limxesxexexe .. ... e X
XQ)‘XQ ,‘('4).\’.'0
lim x" = limxe [imxe ... ® {im x
XXy x—Zg X+ Xy X-rXg
o .
limx" =x,ex, ® ... ® X,
X—=>Xp
lim x" =x .
X=rXg
Temnatrar mies i mn eviets
=0y

Demostracion:

1
Sea lim—=1L.

x—0 X

. . 1 . o1
.iizhml:hmx1~4rhmxohm—w:0aLzO, pero

x>0 x—20 X x—>0 x-+l y

1 ,
- lim— no axiste
x—+} X

=0,

10



LIMITES LATERALES.

Cuandoe en un limite x — %, 8¢ entiende que este acercamiento puede ser

tanto por la derecha de x, como por la izquierda de x,.

DEFINICIONES:

1} ilim f(x):L«::D\?’5>-2§O,3§>O,’O<x—xo <5:>§f(x)—£! <¢, llamado limite

lateral derecho.

En este caso x tiende a X%, con valores mayores que X,.

2) lim f{x)r:LCbVg>O,Eé‘>O/O<x0»~wx<5::>{_f(fx}-£f<5, lamado limite

x«»xc
lateral izquierdo.

En este caso x se aproxima a %, con valores menores que x,.

OBSERVACIONES:
1) De las definiciones dadas, se tiene gue:

[imf(x}zl@limif{x):li A dim f(x)y =11,

X

2} Sialguno de los limites laterales no existe, entonces, dm f(x) ﬁ/

3} 81 lim f(x) =L y lim f(x)= L,, L =L, entonces lim f(x) no existe.

LT Xe X,

EJEMPLOS:

1) Calcular : fim! x !,

!
Solucién:

Si x>0, lim § xl=limx=0.

x—0% [ X307

Si x <0, lim | x):[im("—x):—(}:o,

x-s0" 7 207

lim | x:O

x—d



2) Analizar lz’ns-\/;,
Solucion:

Como domf=IR;, Iim+/x no existe. Luego limyx no existe, aunque
x-307 " x-29

lim \[x = 0.
230"
X .
3) Analizar hm(~ + 11 &
x--0 /
Solucidon:
2, x>
Jix )-»j
x <)
lim fix)=lm0=0 y [lim f(x)=lim2=1
w07 -0 X’ x-3f)
/
lim {(xy= Iim f(x). Porlo tanfo lim) —Y—f lw no existe,
x30' a0 X m; 1{] )

X' s x50 ,
[ ' Calcular fim “(x).
l_ b,osi x>0 £

+

4) Sea f(x)=

Solucion:

lim f(x)= lrm x*=0.

x-307

lim f{x)=Iim|=1. Como /im f{x)= lim [{x}), entonces:
- x0T

xeaDT -2 LR

lim f(x) no existe.
x>0

Ty, si o x#0 A
S) Sea g{xy=4 . Calcular  lim g(x).
2 s x=0 0 ©

Solucidn:

sioox =0

X
gx)=< 2. & ¢=0

—x, % x<=0

fim g(x)= /:m( ) e O /fm g(xy= lim =0,

x -} x »i}



s dimg(x) = 0.

x—0

’ x|
6.- Sea f(x)= Jx ’ SI_ = Calcular  Jim f(x),
[—Xx+2, 57 x=1 z-1

Solucion:

lim f(x)= limx* =1, lim #(x)= lim (—x+2)=1
x1 - x—17

x—3l x~317

L lim f(x) =1,

( 4, st x <1
I .
i 3x -+l si 1<xy<? _ .
7) Sea f(x)= . - Calcular fim f(x) v lim f(x),
. 4 ® 2y X = 2 A} X2
é'—i}»’m‘"?, Si x>2
 Solucidn:

lim f(x)=4 ]

X1 Lo i Y =

lim f(x)= mBx+1) =47 {]fff(‘f) 4

x=1" x—i” .

lim f(x)= lim(3x +1) =7

lim f(x)= lim(-Sx+7) =3 = 0mf (x);( '
x—-32" T2 J
TEOREMA:

Si lim f{(x)=0 y g(x) es acotada en un entorne de x,, entonces

x—»xg

lim f(x)e g(x) = 0.

EJEMPLO:

Demostrar que ngx ® sen x = 0,
Demostracién:

Sea f(x)=senx y gix)y=x

Se tiene que  /mx =0 y Isenxl <1 f(x) es acotada.

x—D



limxesen x = 0.

x—0

TEOREMA DE ACOTACION:

Si limf(xy=L, tmgXi=1L v h(x) estal que F(x)<h(x)< gl{x).

o
X»Xp

Vxel (x,,8),entonces limh{x)=L.

X—rXy

LIMITES TRIGONOMETRICOS.

I.- Obtencion de los siguientes limites:

limsen x, limcos x, limtgx,
x-0 x-=0 x—0

1.- Considerando una circunferencia C (0,0} v radio 1, se tiene .

A Y

TR
/ L \\
[

\
\ -

V

sen 8 =

N

Del grafico se deduce que: §cos¢9 =

lgdl = 87,

3

Ademas: AD<BD<BC= sendl <l s 126 = -8 ssend <0



Como gim]@]x 0, por teorema de acotamiento, /m send = ¢.
-0 ' &0

limsen® =0
4G

—_
2.- En la figura se observa también que BD < BD y en triangulo DAB se

tiene:
@2mm2+2§2 : m:sen@; Er@gwﬁzi—cosﬁ
BD = sen’@ + (1 - cos#)?

BD =sen"@+1-2¢c0s 8 +cos 0

BD =2-72cosd.

o ~ ;
Como BD < BD = +2-2c0s8 < ]9{m2m20059g82:>1~00565%-:>

2 3

8,.
-E—s—l+cos¢9$0::>l~m:mgcesé?si‘
r p2

f & .
Pero ;’imf 1—~2—J =1, ¥ por teorema de acotacion, gim cosé =1,
0 O
\\ -

S Bmcosg = If
80 :

en ¢ O
3.- limtg 8= lim >en = — = ),
§—0 SAGCO:‘:;Q 1

[T —y

{ ézfgtgé’ =0 ‘

Ademas é’imcotgé? Zf, gz'msecé =1 ¥y Iimcosec 9/3/
—0 ) &t

IL.- Obtencion de los siguientes limites :  Jim semx y  fimcosx,

Ter iy x—rXg

l.-Sea x~x,=h si x—>x,=h-0

lim sen x = limsen(x, + h) =lim {senx; e cos k + cos x, ® sen A) = sen x,,
sl

XpXp A}

|

lim sen x =sen x,

XXy




2.- Analogamente

lim cos x = limcos(x, + k) = [im (cosx, ® cos #~sen X, ®senfr) = cos x,
XXy b3 ) B30

limcosx =cos x,

XXy

sen &

&

De la parte I) se tiene que | senfl < 6l < |16,

1IL.- Obtencion de ﬁ‘i”é

Considerando Imites
laterales , se tiene:

. () @ ]
al S1 6e|0,— ,senf <6 <tgh/ senf=1< < =
k 2 send cos @
sené .
cos @ < 2 <1 . Como fimcos@ =1 vy por teorema de
. . sen @
acotamiernito, /im =]
g-a0" 8
. [ 3 ’ \ wfF
b} St QEL——/;—,O e O,z ;::cos(AQ)sifi(—lisl
i /'E .‘i\ 2/’ -
ﬁcos@i—se—ngs i™ lim sen 6 =1
& r
i . sen &
dea)yb) | im 2
60 6
EJEMPLOS:
1~cosé
1.- Calcular /im cosy
& ~20
Solucidén:
 lwcosé l-cosé  1-cos‘d , sen @
lim ® = lim =lim
g0 t+cos@  #-0@ (1+cosd) d~0@(1+cosd)
= im S 28,0

§-0 @ §=0 (1 + cosé) 2



2.- Calcular fim =S98 X

BEY] x
Solucidn:
p }—cosx° l+cosx , l-cosy . sen’x
Im o g
x>0 x? I+cosx  =0x?(1+cosx) x—0y? (1+cosx)
3
. sen”x ) i I 1
=lim e lim——— et
38y 014 cos x 2 2

3.- Calcular /im 3¢n X

X0 \/';

Solucidn:

-

Ji 360 X L SED X
im = lim
{v

0t X x-0”

OV';:IOO:O.

—-2¢co8x ~¢cos2x

4.- Calcular fiml

x-3{} x
Solucidén:
_1-Zcosx +cos2x I-2cosx+2¢cosiy—
fim ~ - = [im ~ - =
X -0 x- - x-

i 2cosx (cosx—1) - I cosx{ceisx ~1{cosx +1)

3

x50 X x50 x(cosx+1)
2
. —sen"x Cosx -2
=2 lim——= ° == 1.
-0 s cosx +1 2

OBSERVACION :

Sean f y g funciones tales que  J(x)< g(x), vrxe(x,-85, X +0), >0y

lim f(x)y=1L ~ Iim g(x)=L,, entonces L, <L,

X—bXg x—rzy

}



1.- Iim

5.- lim

LIMITES ESPECIALES

sen x
=1

x—=0 X
3.- flm(] + x)}"')" =e
x—0

e’ —1

x—=9 X

=1

Demostracion 3:

1 .
Sea x=-. Sl x =201 >,
!
i s
Im(l+xy =1lim 1+~ =g,
x-pld P \ f/

Demostracidén 4:

Sea a’~l=r=a" =r+l/In=xha =In{r+1),

X x
C{a -1 ilna ina
I:m{ ):hm 1 . = lim . = [im
x-30 X Gl f 4 fos0 PN
oD ey
7
Ing
= = n a.
Ine
x
-1
=lne=1.

. . e
51 g=e entonces [im
¥l

Se consideraran limites especiales, los siguientes:

{ by
2.-limi+—1 =¢
e xy
a1
4.~ lim =lna, a>0
x>0 X

6.- lima ™ =g

limfin)
.ax=0

Xy

Sustituyendo, se tiene:

st x = 0= 70

Ina noa

In(z+1y  In lim(r +1y
| soaft :

b

I8



EJEMPLOS:

_ lmxe
L-lim2" =2+ =2 =1

x~30

X -3

2.~ lim{x - 3) cosec = x = lim
T3 *=isenrw x

Sea x-3=7 Si x-—3=;_y 0. Sustituyendo se tiene:

. . i . . 4
fim =lm——— I = fim =
“obsenm(3+1) 0 sen (Gr+ Ty vsen(r + wl) 0w genry

. 1 1
lim - =
r-30 senar bra

T
—ax —bx —cor ~bx

N 4 e T S|

3.~ lim —— = [im —[ir =
x4 X x>0 X x—3{ x
o —ax 7 by A

. R U e —1
lim(-ay; ﬂﬂ-—wﬂum(—b)g T =—asb=pg,
Xl L= j x>0 .

. N e
, A x+1
4.- lzmx[ln {x+1)-In x ]:szxcln =liminj 1+~ | =lne=1,
Xepo0 | B -~ Xt | H
X Fowo o\ x
. “_1‘1
5/ wn 5 Z’:
+1 -~ N Xl i
2y +3Y o 200 N 1
3.- lzm{(—m—ﬁ—'— f = fim 1+ o=l 1+ ]
Ty 23('7‘“1/’  Fal, 2y w1 xsan| i
: g i X+~
\ 2/
1 H
| ) i
U R D T
=lml+— e [im 1+ | =eel =g,
x—9d3| 1 I x-—)»UO! -i
X+ J X+ —
\ 2/ \ 2
a —1 pF ] | a
x x [ — n—
a b . lna-1nb
6.- Iim - = lim £ VY = Y ~
S A e R B S| nc-ind i ‘



)

LIMITES INFINITOS

DEFINICIONES:
L= Jim f(xy=+x > VM > 0,38>0/ 0<lx~x| <8 = f(x} > M

X2y

2.~ lim fixy=—-c VM >0,36>0/ G<‘x~x0§<5:;>_f(x)< - M

X—Pl(\
- Graficamente se tiene:

Caso 1: Caso 2:

Y A . Vb

v

La recta x=x,, se denomina asintota vertical. Segun los graficos, a
medida que x se aproxima a x,, f{x)} aumenta indefinidamente (casc 1) ©

disminuye indefinidamente (caso 2).

Con respecto a los limites laterales, se tiene:

1.1~ dim f(x)=+4c< ¥VM>030>0/0<x, —x <= f{x)»M

X—axp

1.2- Jlim f(x}=+x e VM >036>0/ 0<x—x, <d = flx)>M

XX,

13- lim f(x)=-ce> VM >036>0/0<x, ~x<d= f(x)<-M

X=Xy

14~ lim f(X)=—a < VM >0385>0/0cv—v - 8= 4o &

X))
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EJEMPLOS:
1.- Probar que /im = 400,
34" xy — 4
Demostracidon:

VM>0,36 >0/ 0<x~4<§=

14 > M , es decir debe 36 >0/ x—4 <5

x.._
51 >M::>—u~1~>x-4,yaque x>4, 0 x-450=
x—4 M

1
X4 < = §,

M
.'.3§:~—1—-/0<x-4<(§':> > M.

MM x—4

2.- Probar que lim
X347 Y - 4

= Q0

Demostracidén:

VM>0,36>0/0<4-x<65 =

< -~ M,
x~4

1
x—4

<-M; con x <4, x~—4<0:>%i<x—4/(~ml)
M

—>4—x::>4—x<i:§,-
M M

C3s= ]
‘ M x-4

<-AM,cuando O<d-x<§,



raficamente la situacion de ambos es:

y
4

LIMITES AL INFINITO

DEFINICION:

- lim f(x)=Leo¥Ye>0,2M>0/x>M = [(x)—-L <&

Xy

2. lim f(x)=Leve> 0,3M>0/x<-M= flx)-L <e.

T eyt

Graficamente se tiene:

VoA "CASO 1. Y A CASO X

Larecta y =/ se denomina asintota horizontal.



EJEMPLOS:

L.- Demostrar que Jim A =0.

x> x|

Demostracién:
L
PD. Ve&>0 3M>0 /x>M:r>fm—~mj<£.
fx -1
i

1 1
Sea xm]>O:>x-]>~::>x>m~;Ll.
* & g

. 1 g ,
Haciendo M =1+~ >0, se verifica que M existe.

£
1 ! 1 RN o
Xl x s e CE g i —em =
& & x -1 ‘ Xﬁ} Xora g ]
2x* 35t 41
2.- Caleular jim =227 *1
o [yt 7)('*:-3
Solucidn:
I A 3 . 1
. 2X4+3.'2+} 2xt 13 21 iy “eTrET T o
l’lm T * :[j]?? " ul .—w—“jﬁﬂ X i;—-~~:r~-:
e OX" = Tx 43 xow Gyt 7y 43 R 7 .26
x4 x} ) \w
. 2x = x5
3.~ Calcular lm == X722
X 4x" Lmi
Solucién:
1 2 1 5
2x' —x 45 T
fim - @ = — [im i_“l_m_im_ o
X—por 4_x"5 _i J_ AT 4 _ B

x° x°

aJ
)



i) —‘._4
4.- Calcular /im m%mm——m,%___")x .

=2y’ - 5

Solucién:
1 L, 4
~ —_ 3+ —
. 3x+4 _ ¥ 3
]Imwﬁ“:hm 1,/—'__._& —
xoe ot -5 L s [{'2 S\l 72
x T
\f\ X/
x© +3 )
e §] x<0
x-+1]
- i sen 3 .
5.- Sea f(x)=<—"—" s O<x<?
X
Sx+1, si xz2

~ Calcular lim f(x) v lim f(x).

Solucion:
. XT3

fim f(x)= fm - =3 1

#0 Xn}sﬁen E:l o dim f{x) = 3.
: . - oy - x-0

lim fix)y=Ilim3——=3el=3]

x—pf” x-30" 3}: )

, . sen3x sen6|
fim Jf(}i') = im ——-= i

Ch

x—27 x—2” X 2 > = fzngf(xl :/{‘
m fixy= Im{Sx+1=11 | o
X327 ’ xe32% H
rd m
~ o x
- Calcular 7im cos — |.
nl%f.“\\ m
Solucidn:
4 - M /7 - 0y - e ms‘ cosf'{—i
| ¥ ] ¥ Y < m
lim| cos =1 = limit+icos~1 "y
rn--;:c'\ f??/ maa:)\ L m /;«
g \
H X ~
Siom =Xy 05—t 0,



o)
LA

! x "‘ ’
_r ] i wsr; —]) ) i
. X \-\L;-us—{—zi( fim 7 COS“’_—{, o
Entonces fim| |1+ cos — ~JU m = em—r® b =e =],
m—»00] m
..1
ya que
/ x
[I lmcosmj
; X ) m X )
limm cos=—1!= lim xe—(coshmﬂ = Jim — x> U -xe(=0,
m—s m Mo X m ) mow ~
' ni
] x ) ) ( x\‘h‘l G
Haciendo —=u. Si m 00 =4 — 0. Luego lim cos=~ =¢"=1,
m mrer 1y
. Insen x
7.- Calcular lim .
T
.\'—:»—2- ——x

Solucidén:

T . pa
Sea x—’—:—tf, Si xw—>5~_~>f_>o.

e
(7 )
In sen; 5+t i
sdim———= L i i (cos 1)
130 —f [0 )
1 . —{cos -1}

7

= lmin (1+coss - 1) *~! =lne’=Ini =0,
s

: X +x-1
8.~ Calcular /im ;( —_ ;
=1{x'+4x -4

e
\;:—-1

Solucidn:

Si x 51—=x-]-250

1
i

(xzﬂr_z hpsie . ~3x+3 O

| =lim 1+ 272

llm 2 Pl i
X" +4x-4 ) = xPedx—4)

x—]

(x% wdr—q) 3
—————

4 -3 —_ \ 313 Xt adx—d
= lim |1 22320 ) ;

xaE\ x:_',.gx*,.{l/l‘
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ASINTOTAS VERTICALES, HORIZONTALES ¥ OBLICUAS

ks

DEFINICION:

1.- La recta x=a €s una asintota vertical de /, s1  lim f{x)==x &

x—sa’

lim f(x)=%x,

X—r@

-

2.- La recta y=mx+5b es una asintota oblicua derecha de 7, si

lim Jx)

X-pil X

=m y lim{(f(x)-mx)=5.
X e
~ La recta y=mx+f& es una asintota oblicua izquierda de 7. si

iim [ =m Zz'mm {(Fx)—mx)=05.

Xy x X—F—

[

4-Sienloscasos 263, m=0 setendra una asintota horizontal v=2.

EJEMPLOS:

1.- Sea f{x)=

, determinar las asintotas verticales v horizontales.

x4
Sclucidn:
. 1 N 1
lim =ty Hm = -,
st x —4 Ty — 4
. ) . ) 1
Luego xr=4 es asintota vertical. Ademas lim ——=0 " v=0 es

Hep oy

asintota horizontal.



y4 !
- f >
4 x
v |
2.- Determinar las asintotas de f(x)y= ——Hm_}“ X E{—m ol -
X -1
Solucion:
x’ 2 iim x*
al lim f(x)= lim —ee = im - P _
X1 so17 ([ y2 -1 =t ’\"[(-x +1x~1)  lim \/r +1® Jim A/ — 1
X" x-alT
1 x?

W2 Yy -

L x =1 es una asintota vertical

Analogamente x=-1] es olra asintota vertical {comprobarlo).

b} Iim TASY = lmf —-wj e = [ mmif—%_ =1=p
rote x VA S et xf mi
V8
| Xt x
xiff;if(x) mx) = ij —7
= Jxis

fnr,'ff X o)
Jc_)»icoL‘/x __] (‘\ vlwx,\’xﬂ_i}




|ﬁ X : X
= [im | T ' | = imi e
- At 2 2 - . .
.\-—ar!wlg o 1 x '"‘.f' ‘Jxé — J R E Y .
L\A ( -\! ) _J X ;x’z%lﬁ""ﬁ' }*Fx“‘“‘“]
L ‘\* E\ x° /i
&
i
_ x ¥ - o
= [im D/ — ===,
A / H Y 1 reerw | ] 2
x° (1— R M=+l
Ve B

- v=x es una asintota oblicua derecha.

Fa
it . x ) X
C fim = = [fim = [im S
T S AT
: H X:

fim

-

Xt |

i (f ()=o) =

Luege i | s
e 1 _\I,' - - } J

. ; 4 .
3.- Sea f{x)= x+4+ SEE Hallar las asintotas de [ .
, N

l 1

Seolucidon:
al  lim f(xy= e, D Flx) =, lim f(x) =00, Iim flx)= -
x-23 x-33” R o x—=3"
x =3, x=-3 son asintotas verticales.
7 N
X o x+4 4 i
f():izm1 + i:]xm.

by iim

x—pet Y Xy K X X(X — 3)/
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4 3
= J:z@:b.

.y =Xx+4 es asintota oblicua derecha.

X-—p+on Xepotar

lm (f(x)~mx)= lim (r+4+

C) f( ) lim _x“4+%-4——m:—2:m
X X—p—on Y x(-..xm_:;)
4 Y
hm (f(,x) mx)* /zm -x—4- +Xx|=-4=h
x A ~°fk x+3 J

-y =-x-4 es asintota oblicua izquierda.

I
x+1+ -, ST x<—1

4.- Dada f(x):{l ,)x;“”

e

.

—, 5T x> 1
L X7+

Hallar las asintotas.

Solucidn:

a} Para x=-1,

' ] 2
z’mz Sy =dim | x+1e——|= [y ¥ +2x+2: x
x)]\ X +1 xaﬂ’ X —+1
“x=-1 es agsintota vertical, |
2 z
b) /sz() lim qx =0=m,
Eorrn xovre x¥ gy
A
Izm(f(x) —mx) = /zm -0 =2=5,
el xd 4] J
- ¥ =2 esasintota horizontal,
[x+] 3
) lfm—f—rgim)-%[rméiwm+ 1 i=1=pr.

oy weeel g X" 4x )

i



N

a’/ i i
Iim (f(x)—mx}y= lin | x+l+-u——}——x b= ] = b
X+

X O X o
N

. y=x+1 es asintota oblicua izquierda.

X =-] v

£

fud Y
£

EJERCICIOS:

1.- Aplicando la definicién de limite, demostrar:

a; fim =2

A‘—}"?x....
, -1

by lim _-—-Xéz————:

s 2(x" +1)
N

c) fimix+—i=2
x -3l K x} '

Q) lm A 1=

b3



2.- Calcular :

. 3ix -3 ( \
a) lim | Resp.  ——
x-30 X . [\ 2 3}
6 20
b} 7 - Resp. -2
i (Rewp~2)
(Vx +p -~ \' (” N
C) lim | Yl }Regpf;{|
=0 el g ~q) N »J

a Vil = x4 x _
) lim—— ‘ (Resp.:0)
X0 Vx4 2x _

x—-1
e) l[m"i—“*—,‘ (Resp':z{
I“"!X’""}f -
Vx+4+2
f) lim X~ 21 (Resp.:;}
x50 X
‘ 1%\/; 51 x > 1
1= l / kR
g limf(x), siendo JSxy=q< | 1 I Resp..— |
x>l e L 2
*3 4.2 . Six<l
L ¥ -1

Syl six<l
h) lzm(f+g}(x) stendo f(x) = ﬁ4 . ' ; ;(> - g(x)= < x~1, s x=
Ax-2 s x>

{ Re sp. :5)

T A Ry <Gy
i) &rg H(r ) siendo f(x? [

( 1 <0 [ 3x-21 e N
gx)y=y ", VXU h(x) =+ T-x Soxs . Resp.i— |
I+2x, s x>0 E\ZIZ%Q-QX“?SG, s xs7 N 3
J) lint ——— sen } (Resp.:O)
x> (X"%_))ﬂ
S r—1g ‘ N
k) [fm“qe'nl 3 £ ( Resp‘ :_“_E_ .

X0 X ‘ . N 2 /j



]
[

1

~e o N p .
1 j{,m(l+x} cotgx —1+cosec X Resp.:i}
E x K (3/
Ty Dt !
m) lim sec ¥ ~1gx Resp i‘
' = l4+cosdx 27
4
[ axY"
n) lim cos -;E"J (Resp.: 1)
m‘---)ﬁf‘\
o] lim x 1 (Resp.: ~w)
=3 (x +3)(x —3) w
pl  lim (1 +cos x ) ** (Resp..e’)
\/x + X+ \/f;\:
ql {I{?jw—m] {(Resp.: 1)
. \\I‘?‘l
ry Iim {.’ix ? (Resp..e?)
x| Uy /i
s) ling 3sen () iseﬁ (3m) (Resp, :4;‘:7"}
r— x

3 '
. . . e xt a2
3.- Determinar los valores de a, & y L , 81 L =lim a - T —elR.
wa2n x? — 4bx + 4h°

(Resp.a=-8,b=1)
i

o iss

4.- Determinar dom [ v las asintotas [si existen) para:

2x

aj f(xj=-x+I+ (Resp.:x =43, x==2 y=x+1]

vxt—13x7+36

b

‘Resn v~ L x=2,
X

b) f(x)=3-2x = ; L5 T
NXT-x- 2 | YR M e
. “ “

2 7 oy 5 £

X . fResp v =2x 53

c] fix)=- XD | P }

Vx’+4 \ y=-5 )



G
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CAPITULO II

FUNCIONES CONTINUAS

Sea f:4c IR - IR una funcién Y X, un punto de acumulacién de 4.
Se dice que f es continua en x=x, <

aj f(x,) esta definida (x, ¢ Dom 7)

b} !Egﬁf(x) existe y

c} lim f(x)=1(x,)

51 una de estas condiciones no se cumple, se dice que 7 es discontinua en

X = Xﬂ .
OBSERVACION:

Los siguientes graficos muestran  ejemplos  de algunas funciones

discontinuas en x = X,

S —
“ JU




¢
¥ &/ v &
/@ > &
, - | .
f x() , X hY
v % &Domf 5 F(x). S lim £
< 2F (%) pero Z lim f(x) T s
¥ pero  Ff(x,) = Iim f(x)

va que los limites laterales
son distintos

EJEMPLOS:
(Cx=3)x-1) _ .
- N PN AT R
1.- Sea fx)=- x—1
" 2 sy o]
Solucidn:

a)] f(=2, esta definida

b} lim @Qx+3)x-1) _ ¢

xt x -1
¢ lim flx)= 7 (1)

oo f noescontinuaen x=1.

X . P . -
flxy=— ¢Dénde f es continu="
x|
Solucion:

X Xy

cbs continua en x =17

a] Si x=0, / es discontinua va que O¢ Dom /.

(1. six>0
b fm=i 0 0T

-1, six<0



h(x . .
s fx)y= (x_} , es continua VxelR
£(x)
5. Sea (¥ 0.si x<0 ) (1,si x<0
- Sea fix)= ' : )=+
S ﬁLl,sr' x>0 ¥ & 0,87 x>0
Analizar la continuidad de feg, [+g, ce/f y —en x=
. g
Solucion:
J0y=0
fim f(x)=0 ~n lim f(x)=1 ::>!ing f(x)El/ o f es discontinue en x =0
=07 P P

N

Como f noescontinuaen x =0, entonces feg. f+g, ce/f v

no son continuas en x=90.

x— 3., six=3 . .
3.- Sea f(xj=+ o ¢Es f continuaen x=37
L2, s x =3
Solucidn:
i) fG)=2
ii) fimt f(x)=1lim|x -3
x—>3 x—3 ’
(x—3 s x >3
Loflxy=< 2, 57 x=3
3—x, & x<3

m{G-x}=0 A lim (x-3)=0 = limf(x)=0

x=3 a3t LAt

1ii} lim 1 (x)y = f(3)

x—3

o fes discontinuaen x=3 .



Lnd

4.- Las funciones f(x) = x2, PXy=a,+ax+. . +ax" f(x)=sen x, f{x)=cosx,

etc. son continuas en IR,

5.-La funcién S{x)=tgx es continua en IR - 41’ =(2k n])g—, keZ

L g

OBBERVACION: Graficamente una funcién continua en un conjunto es

una representacion “sin saltos”.

Por ejemplo: La funcién fx)= [x] no es continua en 7.

A 4

DEFINICIONES:

1) Se dice que f es una funcién  continua por la derecha de

Xp <> bm f{x)= f(x,)

2] Se dice que J es una funcién continua por la izquierda de
% < lim f(x) = £(x,)

3} Se dice que J es una funcién continua en (a.b)y< f es continua
V' x, € (a,b)

4} Se dice que / es una funcién continua en [a,b}@fes continua en
(a,b} y es continua por la derecha de ¢« y por la izquierda de 4,

Es decir: i) f es continua en (a.b)



) Iim flxy=flay ~ lim f{x)= f(b}
x=va’ x—vh” )
5) Se dice que f es una funcién continua en (e,b]< / es continua en
{a.b) v continua por la izquierda de 5.
6} Se dice que f es una funcién continua en la.b)< f es continua en

(a,b) v continua por la deréecha de a .

OBSERVACION:

Se dice que f es continua en x =x,, s1 / es continua por la derecha de x,

v por la izquierda de x,.
EJEMPLOS:

1) Analizar si f(x)=+/x es continua en l0.2]
Solucion:

¥ x, €(0.2), limx =4x, ¥ lim/x=0=f(0) A
Eray rl”

limJx =32 = f(2). Luego f(x)=+x escontinua en [0.2]

x—>27

X +3 ) i .
, S ——<x<=0
x+1 2
. D sen 3x _
2) Analizar i f{x)= - o8 O<x<2 ),
x
Sxy+1, s Z<x<8
. T
es continua en | ——, 5
VA

Solucidn:

x© 43 , DR T
Sea f, (x)= T continua vxe -—. O

X -+ [

SEen 3

Sea f, (x)= ", continua ¥r {0,2)




3

Sea f, (x)=5x+1, continua ¥re (2,5)

Se analizara la continuidad en x =0 y x=2

aj Para x =0

i) f0)=3
2 3
lm? Fxy=1Ilim +I3 =3 |
ii) 0T x4+ f = lim f(x) =3
sen3x x-r0"
l _
X !m f(X) v/>0 X

De i) v ii) f es continuaen x=0

b} Para x=2
i r@=1
) [zm  £0) = Jim sen3x send
ii) 2y 2 \:,.hmf(x)/é
lzm J&XY=lim(Sx+ D= 1] Tl
x32" r—=2"

Dei)yii) f esdiscontinuaen » =2
. ( 1
~dea)yb) f escontinua Yr ECE,SJ—{Q}

(1)

. i
v por 1o tanto J noes continua en J 5 i
\ J

TEOREMA: Si / es continua €N X, ¥y g es continua en Jxg)=go f

€s continua en x,.

Demostracidn:
ff’f?? fx)= f(xc) N "’jg" }g(z) = g(f(xo}}

Im (o)) = lim g(/ ()= g(/(x) = (g o f)x,)
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EJEMPLO:
Sea A(x) x'\/Bf +4,donde A(x)={f o @)(x)= flg{x)=~3x"+4
donde g(x)=3x"+4; f(x)=+/x

g es continua  Vx & IR o
_ roofoges continua Y x 20
Jescontinug ¥ x 20 |

OBSERVACION:

Si go f escontinua en x, entonces :

' ¢ 3,
fm (go f)x)y= limg(f(x))=g fim f(x) I gL

EJEMPLO:
~ S 43x0 42
Sean f(x)=+x v gx)= w

x +2x

L N 1.3 2
(x3+gx’+2x3 Ix* +3x° +2x

Entonces (f o g)(x) = f{g(x)) = f

!\ x4 2x /‘\g ¥+ 2x

3 i 3 At
lim (f 0 @)(x) =lim £(g(N = 1 limg ()= =252
X6 Py oo \!x—m ¥ 40y
f (x> 43 -2y 234D
- ffngM: I[In;-}u__ﬁm__:\/}v:]
=0 x(x+2) Vavo  xe2

CLASIFICACION DE LAS DISCONTINUIDADES

1.- 81 x, es punto 2o wewnwacion del Dominio /v al menos uno de los

limites laterales lim f(x) ¢ lim f(x)es += 6 —o, entonces /tiene en

x, una discontinuidad de salto infinito.
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k4

EJEMPLO:
N [ x, six<i
Sea f(x)= J 1 si x> CHYarepresentacion grafica es:
tx—1’
"4
« :
1

- en x=1 hay una discontinuidad de salto

lim £(x)= lim —

X1 ="y o ]

infinito ya que

= ¢,

Si x, es un punto de acumulacién del dominio S ¥ existen.

Iim f(x)=1, ~ lim f(x)=1,, pero L = L,

X=Xy X—r xa

= f tiene en x, un punto de discontinuidad de salto finito; la

magnitud del salto es | 7, ~L,.

EJEMPLO:

Sea f(x)= i_J’ Cuya representacion grafica es:

171

k4




F
1

Dom f = IR {0} - x,=0 esun punto de acumulacion.

lim f(xy=1»~ lim f{xy=-1.

r—=0" 0"

.. f{x) es discontinua en x=0 y es discontinua de salto finito; la

magnitud del salto es 2.

3.- Si x, es un punto de acumulacién del dominio de f y existe lim [(x),

pero [l f(x)= f(x,) = f tiene en x, una discontinuidad reparable.

Las discontinuidades correspondientes a los casos 1) v 2} se llaman

irreparabiles.

EJEMPLO:

¢ ]
Sea f(x):w%mw .
Jx —1

Dom f =1R; - {1} -

al Esta funcion es discontinuaen x=1. /(1) no estd definida.

1 x4l (x-Dir 1 ~
b) lim f(x)=lim o ° \i | = /imw = iz‘m(\/x + 1) =2.
23] x-—>1 J; — ] '\«‘X +'£ aoemsd X — E sl ¢

Asi lfngf (xy=2, .. es una discontinuidad reparabile.

¢} Como f(1) no estd definida, se le asigna el valor del limite.

Luego f es continua en x =1, redefiniéndola de la siguiente manera:

[x-] 7 ]
. e ST X =
.f(}‘F) = '\,-"X““Ai
1 2, s x =1

CONCLUSION:

Una funcion [ tiene una discontinuidad:

a} Reparable, solamente si fim f(x} .

X xg



Lo

En este caso se repara definiendo una nueva funcion.

: { fx)y,  sioxzx,
Flx) =

fim f(x), si X=X,

X—rXy

Es evidente que esta funcién es continua, ya que se ha reparado el salto
que dio la funcién asignandole a su imagen el valor limite.

Luego fim F(x) = fim f(x)= F(x,)

- I es continua en x, .
b} Irreparable si lim f(x) /j‘/ .

EJEMPLOS:

1) Analizar si f es continua en x- 0. En caso de no serlo, clasificar ia

discontinuidad v redefinir, si es posible.

sen x
al flx)= :
X
Solucion:
i} F{0) no esta definida
i) w0
x—0 by

= f tiene en x =0 una discontinuidad reparable.

Para ello se redefine f como:

Sen x

f(x)ri ?' ’

six =0

S x =0

xsenx, SIx=0

b) f(x}*{

1 Six=0

>



Solucién:

i fo=1

i} limxsenx =0+ 1, - f  tiene que x=0 una discontinuidad
X (3 .

reparabie, redefiniendo

) [xsenx, stx=0
Xt
4 i 0,  six=0
et~
o) flx)=——
X
Solucion:
i) f(0) no esta definida .
.. e’ —e” Cler-1 e o1y
i) lim ————— = lim +( - =1+1=2 .
x—=0 X xw)GL— X — J

o J tiene en x=0 una discontinuacion reparabie. Luego

definiendo una nueva funcién, se tiene:

"BI “‘—(-:Jix ) O
v 3 o 5 X =
F{x) =9 x
L4 six=0
Solucidn:
i) F(0) no esta definida
L oseny
g seny . - SXF 0 lim fix) =1
11) f(}C) = = = ;.aﬂ £ I
T x| .| senx fim fixy= -1
el | — si x <0 il
LoXx

discontinuidad es irreparable.

Hx—}

2) Sea f(x)={ 53"

i
i‘A/Z[_ SZ‘X:S

S ox =3

Determinar el valor A/ de modo que fsea continua en x =

s



Solucidon:

I, st x>3
.'.f(x):j—d, Six <3

(M, six=3 '
dm () =1 A bm f(x)=~1 . - lim f(xﬁ ﬁ
x-»37 x3" X33

Como  f(x) es discontinug irreparable en x=3, no existe M ¢IR que
haga f continua.

(V=2

3) Sea f(x)={",3

M, St x=4

, Stxed

Determinar el valor de A7 de modo que fsea continua en x -

4,
Solucion:

. 1 .
. Si M::{’ J escontinuaen v=4.

(¥}, si0<x<]
4} Sea f(x)=< 0 six=2

, eriddica en 0,2| con periodo igual a 1.
: pan]
k(Jchi)z, Six>2

Identificar los puntos de discontinuidad, graficar y reparar / donde sea
posible.

Solucidon:

A

/1"




40

Puntos de discontinuidad : x=1, x=2
' lim f{x)= limx* =1 ;
al 1) = 0 esta definida v ! o i ,\/E/
AU ", /m:v Sy =" lim(x-1Y MO e )
R

o f es discontinua irreparable en x =1

b] f(2)=0

fim(x-1Y=1, .. en x =2 hay una discontinuidad reparable, redefiniendo:
x—2

x7, si 0<x <]

-1Y, s x = 2

[
O

PROPIEDADES LLOCALES DE UNA FUNCION CONTINUA

Las propiedades locales de una funcién continua en x, son :
1} Lafuncion / mantiene el mismo signo de f(x,) en las proximidades de
x, , es decir:

aj fx)>0=3r>0talque f(x}>0, ¥Yxe(x, —r x, ~r)

D) fx)<0=3r>0 talque f{x)<0, Yxe(x,~r x, +7)

2} La funcién es acotada en las proximidades de x,, es decir:

4 M >0 tal que 1]”(}} <M, ¥xe{x,—r,x, +r).Vr>0
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PROPIEDADES GLOBALES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS

Se refieren a propiedades que poseen las funciones que son continuas en

intervalos cerrados.

1.- TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO:

Si fes una funcién continua en [a,b] Yy fla)e f(b)< 0= Zx,2(a.6) tal

que fix,)=0.
Graficamente se tiene:

1 @<

g
J

|
l‘ [ ]
o

'Av

o

f(a%;

OBSERVACION:

El teorema afirma gue en tales condiciones dx,s{abytal que f (x 7=0,

siendo x, una raiz de la ecuacion Flx)y=0.

EJEMPLOS:

L- Sea f(x)=x"-2x"—x -1 Jix) es continua vxelR, en particular lo sera
para [-1,0].
SN ==1, f(0)=1= F(~1)s £(0) <0
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posee una raiz real entre -1 y 0. Es decir dx,e(-1.0}/ fix)=0.

j{‘
. . r 17
Aminorando el intervalo [-10}a -1, - i .
. (~1% 1 . 710 4 -1
se tiene: f|—|==, -~ f(-De [l <0 =3xe ~L— |/ f(x)=0,
V2] 2 V2 L2y
. . 7 A
es decir f posee unaraizrealen | -l — -
w <

So=1L fi-=-1

L F(e f(=1) <0

Sin embargo no hay punto en {(~1,1) tal que f(x)= 0, va que f{x) no es
continua en {w 1, 1}.

Graficamernte se tiene:

y-

2) TEOREMA DE WEIERSTRASS:

Sea [ una funcion conunua en |a b, entonces  falcanza un
g )

maximeo valor y un minimo valor en este intervalo.

Es decir, 3x,,x ela.b] tal que:



a) flx) = f(x), Vxelab], luego J(x;)es el valor minimo de £

bl f(x)z f(x), Vxe [a,b] . luego f(x) es el valor maximo de /.

EJEMPLOS:

1} Si f es continua en [a,b] Y creciente en [a;b}::asus valores maximos

Yy minimos son f(b) y f(a), respectivamente,

a :é > X

2} Si  f es continua en [a,b] y decreciente en [ab]= sus valores

maximos v minimos son fla)y v f{b), respectivamente.

Y oA

Y




A0

3) Si f es una funcién constante en [a,b]= cualquier valor x ¢ [a.]

es un punto maximo y/o minimo para f en [a.b]-

¥

v

4}_ﬂﬂ:ien[dﬂ.
X

1 ] . . C o
Como Ilim— =+ y [lim —=-x, f no alcanza un maximo ni minimo
xop0 ¥ x—>0" X

en [~11].

—t

EJERCICIOS:

1.- Analizar si f{x)= [1] es continuaen x=3.

J2+ix -2

2.- 8ea f(x)=— 32. Definir f(3z) de tal manera que [ sea

H

X
=
J’}

<

continua en IR . (Resp.: f(32)= _:: ).

ey,
o e



3.- Determinar o v 5 para que

J sea continua en x =0 ¥ en

x =7,
siendo;
fsenjxj _
. ST xe(-x,0)
X

J(xX)=<ax+b, s xe[O,;r) { Resp. a=0.,b=-1).

icosx, m’.xe{ﬁ,Zﬁ)
4.- Determinar ¢ Y b para que f sea continua en x =2, siendo -

[ b [3x+4} .81 X € [1,2)

Fl)={3xJa-2x . si ye (2,3) (Resp.: @=13,b=2),
|
| 18, &1 x=2

S.- Analizar la continuidad de fog v gor, siendo:
(lsfx>0
Sx)= 1‘ .87 x=0 ¥ g(x)= y(4-y° )
=2, s x <0
v2+ix -2 . , ,
6.- Sea f(x)=- - Analizar si  f es continua en x=8. En caso
x_
negativo determinar e} tipo de discontinuidad v redefinir la funcion, s;
corresponde.

7.~ Analizar Iz existencia de una solucion real de g ecuacion
30 ~4x" +13x+2=0 en [-1,0].

8.- Suponer que J es continua en [04] JO)=11v f(4)=~1 :Puede tener

J/ un namero infinito de ceros en este intervalo? .,

9.- Analizar porgué f{x):f—” ]

e e

tiene por lo menos una raiz entre
x=+2 X3

-2y 3.



CAPITULO III

LA DERIVADA

INTRODUCCION:

Problems de la tangente:

Sea ¢ una curva continua y Eé una secante de ella, Si a lo largo de la

curva se hace que O se aproxime a P, la secante girard alrededor de 7

hasta llegar a la posicion limite P7. Luego la recta PT es el limite de la

secante JEE cuando (J se acercaa F.

DEFINICION: Ses FE): una secante que pasa por los puntos F v (J de una .
curva continua . El limite de la secante, cuando ¢ se aproxima a P, a

lo large de la curva, se llama tangente a la curva C en 7.

Sea y= f(x) la ecuacién de la curva, siendo f continua.

Sean P(x,.}),) un punto de tangencia de f, O(x. y)otro punto cualquiera de

la curva v ¢ el angulo que forma }’_é con el eje X .



]
s

Graficamente se tiene:

-y, A , .
tgt?:y—w{‘i:—z, siendo  Axr y Ay el incremento de x e
X=X,
| respectivamente.

Cuando ¢ se aproxima a P a lo largo de la curva, la inclinacién ¢ de la

secante se aproxima a la inclinacién ¢ de la tangente, es decir: /im8 = ¢ .
s P

Ademas la pendiente de la secante se aproxima a la pendiente de la

tangente, o sea: !in; tgf = tgar .
-

También cuando ¢ se aproxima a P, x se aproxima a x,. Luego:

Jx) - f(x,)
XX,

limig@= lim M Yy
QP

XXy X — xo X2y,

=1ga que es la pendiente de la tangente

| - .
a la curva en el punto P(x,, ;) v se simboliza por :!m(xo) = [im %m
X-rxg X - xg

siendo y -y, = m{x, )}(x - x,) la ecuacion de la tangente a fen P(x,.y,).

La normal a una curva en un punto dadoe es una recta perpendicular a la

1
tangente en ese punto. Luego se cumple que: m, = —-——

m,



EJEMPLOS:

1) Hallar la ecuaciéon de la tangente y de la normal a la curva v = 2x° - Sen
el punto (1.-3).

Solucion:

-~y L

. 2xT—5+13
4 m(1) = lim S
] X1 x—1
oxt =32
= Jim !
2ol x_}
Wy —1Mx +1
— Iim Ax~1)x+1)
T x—1 ¥y -1
m(ly=4

v

La ecuacion de la tangente : y+3=4x-1)=4dx—-3-7=0

. ' ]
La ecuacion normal | y+3= "Z(x_}) = x+4y=11=0

2) Hallar la ecuacion de la tangente a y = x’ v que es paralela a la recta

v =4x

m s b
X" -x]
mix,}=4= lim d
NevE A — x}_}
(¥~ x, X+ X,
4 = [im { )t ”'i:?_xa
XX, X=X,
(s . P(xo . }‘g ) XD =7 = },‘@ - 4
X - })(2:4)

La ecuacion de la tangentees . y—4 =4 -2y = dx-y—-4=0



3) ¢En qué puntos de la curva y=x"+2x-1 tiene la normal una

pendiente igual a - J£?.

]
Solucidn: m, = itk 5
8= Jim X4 2x—1—x} - 2x, +] = tim X x4+ 2(x - x,)
.X"“-).‘L'O x — l‘() X Xy _‘\’ —_— ;\"E
— lim (x = x )(x* + xx, +x2 + 2) 3x0 42
X=X X — x()
S +2=5 x, = 4]
La normal tiene pendiente m% en los puntos (1,2) y (-1, - 4),

4) Hallar la ecuacién de la tangente a la curva f(x)=senx en (0.0),

Solucidén:
_senx —sen0 | seny
m {0} = lim = [im =]
x—0 X — Xm0y
- La ecuacion de la tangente es 1 y =y

PROBLEMA DE LA VELOCIDAD INSTANTANEA

81 una particula se mueve a lo largo de una recta de tal manera que su

distancia a un punto fijo P esta dada por : 5{1)

Cuando r=0, la particula estg a 2 pies de P

esti a 18 pies de 7.

=71 +2

Yy cuando 1 =4, la particula

k4
w




- la velocidad media para estos 4 segundos es:

18—-2 16
V =———=—=4 pjes/sag.
med 4_0 4 p or

En general la velocidad medis 2. o wovinuenwo visto desde 7 =4 hasta

cualguier otro tiempo es:

sl —s(4y  s(r)-18
-4 -4

1

med

Si se desea conocer la velocidad en un instante 7, se utiliza la siguiente
definicidon: “Si una particula se mueve sobre una recta de tal manera que

su distancia s a un punto fijo de la recta es s=s(), la velocidad en

lquier i s(r)—s(zy"
cualquier instante 7, es: v(1) = i S = S)

=t 7 I‘;
Luego en el problema anterior:
1y—-s(4 12— -
v(4):!‘imw:lim ng!z‘mf 16::8
fead i—4 t—ad -4 S I gy

. lavelocidad instantanea en ¢ =4 es de 8 pies por segundo,
EJEMPLOS:

1. Una particula se mueve sobre una recta de acuerde a la ecuacién
s=.,2r. Hallar la velocidad en 7 = 8 segundos.

Solucion:

vt o
2t -4 J2i+4 2116 2
f (-8 2r+d4 o8 (r-8).17r 4 8

= — pies/seg.
P g g

2. Una particula P se mueve en linea recta segin la ecuacion s =157-31°,

Hallar la distancia de P al punto de partida cuando la velocidad es

nula.



%]

Sclucion:

53

~31F— : — 1) =3(1 = 1)1 +1
V)= 0w i 1513 15, %315 _ o 15(0= 1) = 3(1 = 1,)( D s g

-ty I, 1=t 1—1,
(5 {25 3

L1561, =04, b3 s =15 —\J%S{ — =18 pies
6 2 \2) 4 4

Se arroja una pelota hacia arriba hasta una altura gue se puede
eXpresar en metros, por s(/)=125/-16/_1 en segundos es el tiempo
desde que ha sido lanzada. Hallar la velocidad instantanes después de
3 segundos y después de 5 segundos,

Solucién:

1251 =161 =375 +144 1257 -161° - 231
a) v(3) =lim ’ ’ = fim -2l 7101 — 231 =
. r = -

3 fF—3 {3 F—3

i 081 T =3) -

o3 {3

Sv(3) =29 m/seg. (significa que la pelota se eleva)

1257 -161* — 625+« 400 ~ 1257 +167° ~ 225
b} ¥(5) = fim 2> SR L 1316

= I ——— s

13 P foas ;-5

1or —45)y(r -5 i
= - /‘,-,,?L_M*_)ﬁ__-l ==35 , luego v(5) = ~33m/iseg. (significa que

feas i—5

la pelota esta cayendo).

LA DERIVADA

Al comparar la definicién de pendiente de una tangente a una curva con lg

de velocidad instantanea de una particula, se observa que formalmente

son las mismas.



DEFINICION: “Si  Iim M existe, se llama derivada de f/ en x, vy

Er Xy x _— x{)
se simboliza por [ (x,)".
Otra forma: Sea x-x,=h Si x—>x, =>h—0

S (x,) = lim S = (%) :[;fmf(xa +/’i“f(xo) _

X3 Xg X — xo 20

S+ M- f(x) _, A

lim = lim
A Ax S Ax

Otros simbolos : D_f(x) = & _ 41 =f{x)y=y -
dx dx

EJEMPLOS:

1. Determinar f(2) para f(x)=c.

Solucion:

im<=C = im0 =0,

A0 Frs

P RS N ACI
SO =

2. Determinar f£(-1) para f(x)=3x*-1.

Solucidn:

: ~1+ Ax) ~ F(~1 3(-1+Ax) ~1-2
f(“l)?—: im f( 1 AJC) f( >: ling 3( I+ ’XX", !
Ar—30 Ax

LE ] Ax
Lo V=2Av e+ AT -1 Ax(Ax-2)
=73 lim w 3 Jim i =
Ax 0 Ax Ax—slt Ax
3. Determinar f'(3) para f(x)=e*,
Solucidon:
x° 2 9f x"-¢9 9, x%-9 =~
. S -1 g _ 43
SO =time— S ):Zz'me(e DGR P

x—=3 oy~ 3 x-a3 X3 X3 " -9



FUNCIONES DERIVABLES

Se dice que fes derivable en X=x,, st flx)existe , es decir, si

i G = £ (55)

XXy X — xO

, EXiste.

Si f es derivable en todo punto de un intervalo abierto, se dice que J/es

derivable en dicho intervalo.

Si fes derivable en su dominio, se dice que fes derivable v su derivada

se denota por f'(x). siendo f(x):[fmw}%ji@, que es una nueva

B30
funcién . Esta nueva funcién permite calcular la derivada de Ffen

cualquier punto de ella.
EJEMPLOS:

I. Sea f(x)=6x"+4. Determinar fix) va partir de ella, obtener el valor

de (), £(0), /' (v2).

Solucion:

. s +~3‘4"6 3-*4 }:T«_’j_.\g m,\ 24‘ '_‘77:5
S (x) = lim O(x+ &Y + x - 6im IxTh=3xh' + B )
’ ) h-s0 h a0 }7

('w 2 < -~ h - /?2 .
= 6[”?? ;?\J}t ;x ) prove ]Sx‘
Baql

N

SSM=18e1 18, F(0)=18007 =0, £(12)= 150 2] =36

2. Determinar f(x) si f(x) =¢. ¢ =R,
Solucién:

i LX) eme

Al h a0 h

Sx) =
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Sea f(x)=—; , determinar 1 (x)
3x7~5 ’
Solucién:
9 9 27x* —45-27x° —~ 54xh - 27h" + 45
g I T z z
£x0) = lim Hx+h)Y -5 3y -5 3(x+h) —513x" -5 _
h—e h B0 g
) h(=54x+27h) ~54x

= lim 2 2 = 2 7

-0 h3(x + ) — 5| By =5] (3x7-9)

4, Sea f(x)=x", nelN, determinar f (x).
Solucion: '
_— e A W+ +h"—x"

. C{x+ A —x )

f(xy="lim = lim =
F—0 h k0 h
h<nxn—1 5 n(}i"j 1) 2 ;?+ ..... +hﬂ 1}

= lim 2 ="

h—0 h

OBSERVACION:

Sea f(x)=x",n elR, entonces f(x)=m"",

Sn=1= Ff=x= f(x)=1.

Si nx%:?f{x):x“:\/rx—.:bf'(x):ué%/?.
Sin=-1= f(x)=x" :l:;>f'();):‘_3 -
x X

S =22 f@ =5 =V = f =20 -
)

2 .
Jx

3'\;)&’
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TEOREMA: Si = S(x) es derivable en x = X, entonces f es continua en

dicho punto.

Demostracion:

Es necesario probar que lim S(x) existe v es igual a f{x,), o sea:
X=Xy

lim f(x)= f(x,),

X=X

Para x =0 se tiene que:

F0- fony = LI

X - x,

i (f(0) = e =t LS00

X*)IQ x — x(]
= [im —fMl lim (x—x,)= _f'(xo)e 0=10
x—)xD x —_ x{_} ).'—-?.l'c

L lim (f(x) = f(x, )= F es continug en x = X, .
X=en Xy,

El reciproco de este teorema no es valido, es decir, que una funcion sea
continua en un punto, no implica necesariamente que ella sea derivable en

dicho punto.
DERIVADAS LATERALES:

DEFINICION:

1. Sea [ una funcién real v x,elR, se dice que f es derivable por la

” x)-flx)y . o
derecha de x, < /im PAL S ACTY) €xiste v se denota por f.(x,).

XXy X — X'O

<. Sea f una funcién real v v, £1R | se tiene que f es derivable por la

. . () - flx : : o
izquierda de x, < /lim :_(__L“Lszl existe v se denota por 7 (x,).
X X X — )"0
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 OBSERVACION: /'(x,) existe o f (x,)=f (x,).

EJEMPLOS:

1. Probar que f(x)=|x| no es derivable en x=0.

Solucidén:
V 1 0= =0 5
N Roe X
J0)=20
< B % f es comfinua en x = 0
v

Para probar gque no es derivable en x =0 , bastara probar que f:m

H
}
i

1 i
LR 11 -

0

no existe.
. , . ox—0
a)] Cuando x>0, se tiene: [fim 5 = 1
x—=8" X —
- _ . . =x=0
b} Cuando x— 0 , se tiene: /im =-1
x-307 X~ 0
[x{-loj .
- Aim——— no existe.
=0y - 0

. f(x)=lx no es derivable en x=0, a
pesar de ser continua en x = 0.

-

2. Sea f(x)= i , St x<2: f

ax+b, st x>2; f,

.
3x

Determinar los valores de ¢ v be IR tal que fsea derivableen x=2,



Solncidén:

: "f
Para que sea derivable en 2 es necesario que Jim= Jx -7 L exista,
x )) x‘
Como [ esta definida por tramos se tiene:
- 412 =3(x~2D(x+2
a) - lim w——J}%w—— = lim (_%Lh) 12
x 32 X — 2 X327 X - ’)
L oax+h+12 L ax4h+12400-0g R & Rt o R e e

b} fim T o i 2T E T e ia Iim

x-327 X — 2 RS X — 2 x-327 Y — 2
Para que el limite exista es necesario que b+24+12=0. Luego

2

fim <52
X227 Y —— ’7
- para que [ sea derivable en v =7 es necesario que a=-12. Parg

determinar bFe IR, se tiene que como fes derivable en x=2, por

teorema es continua en x =2, Luego:

N =)= -12=2a+b= - 12=-24-}h = h=»

—8x+8, six>2
. Sea f(:\}—; TS, s

s ,
L V3x* 44, six<?

Analizar si f(2) existe.

Solucidn:
, V3 ed-4 B iala4 i
S @)= tim T2 = iy R
= x=2 x-2 V3xt+4 44

~ 2 < 4
= lim (3x )- =

=2 (x - 2)(\/%x 4 4}

Hx~2}x+2 123
= [im (x-2)x+2) :*ﬂx%

=2 (- 23 + 4 +4) 8
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- P -8x+8- 3x* —8x —2)(x -
F@) =l 28824, 3 C8Ed B DY),
. L x5 X - 2 27 b 2 xa2* (X'—- 2)

. f(2)= f.(2)= f noesderivableen x=2.

_ f;(x):x—lj st x <2
4. Sea f(x)’{fz(x):xﬂ, si x>2

Analizar y determinar f (x) en el dominio de f.

Solucion:
a) fx)=1Vx<?
LHx)=1, ¥Vx>2

bl En x=2
£@ = tim 221
x—=2" X —
F@=am T g X o
20 X2 02" ¥y — 2

- £ (2) no existe.
El problema podria haberse visualizado antes, comprobando que 7
no es continua en x = 2 v por lo tanto no es derivableen x =2

B [ -
RAES :i ’

1 si x <2
1, six>2

ALGEBRA DE DERIVADAS

1. TEOREMA: 5t fy g son funciones reales v derivables, entonces
f+g esderivabley (f+g) =f +g,(andlogamente para f-g).

Demostracion:
Sea F{x)= f(x)+g(x)= F{x+Ax) = f(x+Ax)+ g{x+ Ax)

L F(x)y= lim S+ Ax) + gl ;Ax} - f(x)-gx)
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F(X) :gzg{f(x+§-x)_f{x)+ g(x*fgwg(X)j:f(x)*g(x) .

2. TEOREMA: Si J ¥ g son funciones reales v derivables, entonces

Jeg esderivabley (fesg) =feg +gef
Demostracién:

Lo

Usando /im o~
Ar—»0 -

Sea F(x)= Slx)e g(x) = F(x+ Ax) = f{x+Ax)e g{x+ Ax)
Ademas A/ = f(x+Ax) - f(x), Ag=g(x+Ax)— g(x)

Sl Ax) = (f )+ )X g(x) + Ag))

£(x+ Ax) =Segl)+ flx)eAg+g(x)eAf+Afang

Pero AF = Fx+Ax)~ Flx)

AF = f(XJ"g(XHf(X)*Ag"i*g(X)'Afﬂ&f*:‘&g*f{x)“g‘(x}
AF=f(x)edg+g(x)eAf+Afeng

LA Ag N BT AfeAg
ﬁﬁ“@*ﬁﬁwﬁgﬁﬂﬂﬂﬂkfﬂwgm

F(x)=f(x)e g'(x)+ g(x) e £/(x)
Afeg)=Ffeg vgef

COROLARIO: (co /) =co /|
Demostracidn:
 Considerando la derivada de un producto se obtiene que:

(cef)'zcof'%—»foc':ca:f'-a;—fc{):cof‘,

3. TEOREMA: Si / y g son funciones reales v derivables, entonces fig

AN 4 "
S [ N
también lo es v |j~ X“g“"l"*ﬂ;/:“g_ '
(S &



Demostracién:

Sea [(x) = JACIIEN F(x+Ax):M
g(x) g(x+ Ax)

Ademas Af=f{x+Ax)— f(x),Ag=g(x+Ax)—g{x)

(e an = L80T8

glx}+Ag
AF = S +Af SO _ flx)egn)+Afeglx)-flx)eglx)-Ag flx)
g +ag  g(x) g(0lglx)+ag]
i eAf— ] e-lAig_
) fi’feg(x) Ax ﬁfof(x) Ax
lim— =
40 Ax Jim g(x)lg(x)+ Ag]
F(x) — g(x}.f‘(x)w.]:(x)ag'(x)
le(o)]
(L) gniofE
\gj gz
/ ' 1
COROLARIO: i\g v
A
Demostracion:

Considerando g derivada de un cuociente, se obtiene

{_f_]'xf'0~1*f':—f‘
v Iz Iz

EJEMPLOS:

1. Derivar:

a) fix)=kx, kelR = f(x)=kx =k

Tx+1)
d S e
L j_{x+1)«ht*(w"-¥){x*3)_ x-1

b) f(X):i;m T

13

, - i
(‘VJX ZXVX‘
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gue:



x=1_ [\x+3j _ (=D x 3~ (x - Dx+3) _
x+3 (x+3)°

_x+3-(x=1) 4
3 (xe3)

]

B 1) B LR P
372

Determinar los valores de re IR para los cuales f(x)=0
Solucion:
S =x"+x-2=0= (=2~ =0 x=-2 x =1

2
-

Hallar el tiempo donde la velocidad es nula, para s= ~L— P> 0,

Ni—1
Solucién:
L o
o, Sl
= 2 - e =
dr N NN i—l)'

~ - , 16
:DI{BI——K%\/I):O:>3!~4\/;:O::>31:4xf{; = 91 =167 :>r:v(~)~

Hallar las ecuaciones de las tangentes a la curva vy =¥’ +4x que pasan
por el punto (-1,-4)

Solucidén:

)’:Xz-é-fix:;_}f =%y 44

YHa=mx+1) = y+d = Qr+ ) +1) = 2+ dx 44 = 257 1 64 4

S+ 2r=0 x(x+2)=0, r=0=— ¥ =4 =»>ecuacién tangente: y = 4x

¥ =-2= ) =0=>ecuacién tangente: V=i



'DERIVADAS DE FUNCIONES TRASCENDENTES

Sea f(x):ax‘, aelR" ,az1= f(x)=d" Ina.

Demostracién:
h xih o x x k . . i _
fx)= f(x ) SO iy T @@ ) g @]
Y] h At h Rt
=a'Ina

Sea f(x)=e¢" = f(x)=¢e".

Demostracion:
x+h x xys h #
. - -1 . -1 )
f(x):lime ¢ :[imimi(e ):el/ime =e¢ l=e",
” \,\.h-@o h b0 b o f
1
. Sea f(x)=log x =f(x)= og{ e =
) xinag
Demostraciéon:
Cx e { h
Iogtﬁ - \‘ }Ogal }-ﬂi ''''''
[ (x) = lim log,(x+#) ~log, x = [im v Y L i L
' J1-2 ) h (3 h =]
h .
log, (/] —\ / A
t R ‘ h\ 1 [ Ry
=i = i Eog ] = wiog fzm
X k30 h X h—={ h xj- })—)0 x/f :
; J
I Ine 1
= ——log € = e = .
X xlna xlna

4. Sea f(:f)z1nx:>f(_3z*}zi

X

{Demostrar}

5. Sea f(x)=senx=> f(x)}=cosx.

G
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Demostraciéon:

sen{(x-+/)-senx Jim SERLXCOS h+cosxsens —senx

S ) = o

A-30 ]g
. senx(cosh—1)+cosxsenh . cosh—1 . senh
= lim =sen xfim———— +cosxlim
] }?_; h—0 ]«z h—0 h

=senxe(0+cosxye]l =cos v .

6.5ea f(x)=cosx= f(x)=-senx .

Demostracién:

. . cos{x+Hh)~cosx  cosxcosh—senx sent—cosy
J(xy=1lim ¢ ) = {im
h—0

Feon h
. cosx(cosh—1)~senxsenh . cosh—1 . senh
=[im = COS X im ————— — sen x lim el
A0 h h—0 A G
=cosxe(d—senxel=—senx .

7. Sea f(x)=tgx = f (x)=sec’x ,

Pemostracidn:

Como f(x)=tgx = X por algebra de derivadas
cOosx

- (sen) cosx —senx(cosx)  cos’x+sen’x ]
) f (x) = = o

> > T— =8¢0’ X .
Cos" x cos“ x cos” x

8. Sea f(x)=ctgx= (x)=-cosec’y .

(Demostrar)

9. Sea f(x)=secx=> f(x) = secxtgyx,

Demostracion:

Como f(x)= secx:%éﬁ_ = f(x)= mfz__. (cosx)
cosx cos*(x)

-1 1 senx
——® - SEn X = ®
cos’ x COSX COSX

=secxetgx .

L f(x)=
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10. Sea [f(x)=cosecx = f'(x) =—Ccosecx ectg x .

{Demostrar)

EJEMPLOS:
e’ : fee —e'el (1-1)

1) s()== £ = = ~
)‘ s(1) 135() 7 ;2

i xf =1 . tg x) 2x ~ (x° ~ 1) sec’ x
2) =il fln = B0 Zhsee X

tgx g x

. | .
3] gx)=2"3 ~Inx)=>g (x)= .’Zx[éx»i )+(3x2 ~In x) 2%in2,
X/

DERIVADA DE FUNCIONES COMPUESTAS.
REGLA DE LA CADENA

Se determinara (f o g) conociendo f v g, siempre que fo g exista.

TEOREMA: Si g(x) esderivableen x, v f(x) es derivable en g(x,)

entonces f o g esderivableen x, v (fog) (xo):f'(g(xo)} g‘(xuja.
Demostracidon:

La funcién fog3d, si recg ~ndomf#=¢,

£

Ademas g es derivable en x, edomg y f{x} es derivable en g(x o dom f|
osea gix) y f(g(x existen, esto significa que g(x) es continua en x,,
0 G

es decir @ Jim g(x)=g(x,) o bien {inrgg{xo ~hy=glx,).

Por definicidon de derivada de la funcion (f o g)Xx)= f(g(x)) en el punto

x = x,, 5¢ tendra:



h~(fog)(x)
h

(‘fﬁg>.(x0):{i??g(fog)(xu+

(f 08) (x) = fim /(&L *“h)z-f(g ()

Sea g(x,+h)-g(x)=4k entonces gi(x, +h)=k +g(x,)
Si A0, k=0

(fog):[:!i?é j('{‘.+g(x0)}3mf(g(x0)) eij;_

o S g ) - flglx,)) LB ) - g(x)
(fog) =lim P P

[U= ) = gy g+ h)-g(x,)
Z{f a0 h

(fog)=lim

(fog)=/(g(x))egx,)

Que es la expresion de la derivada de fog,entérminosde f v g

(Regla de la Cadenal).

e : .oy dv av

Si S vy, v glx II}D’ﬁD’“,DVV O = = _Ze
y=fv) 7(x) =Dy e D) Al S

En general sit y = f(u) .u=g(s), s=ht) y 1=i(x) =

] . ds dt )
Q:_@ijﬂomiam & Dr}":D,,)’°D5“°DzS°Drf .
ax  du ds dr dx ' '

TEOREMA: Sea u= f(x) una funcién derivable entonces:

D.u" =nu"" Dau nelR



- TABLA DE DERIVADAS:

Sea u %f(x), entonces si:

N y=a"=y=nu"" "o, L I
- i , ]
2 y=—mys-—-Du
Cu u
3) y=d" =y =g -Ina-Du
4) yv=e"=> y=¢e" Du
o1
5 y=lw =>y=—-Du
u
o1
6) y=logv=>y=—" log,e Du
u
7) y=senw =y =cos u -Du
8) y=cosw = y =-senu-D.u
9) y=tguw=>y =sec’ u - Du
10) y=cotgu =y =-~cosec’ u- D u

11) y=sec v => y =secu tgu - Du

12) y=cosec u => y =-—cosec u -cotg u

EJEMPLOS:

1)

Derivar y =4 x*+1 .

Solucion:

- Do



dz ' R
2) Hallar - s z=3u4%-2u +5; u=4/4-3"° ;y:i_
dx x

Solucion:

dz 1 " ( 1 Yy 6u-2  64/4x"—1-2x
"'“"":: (6”‘“2). : = (—‘_y) - :———;Q - = ; ‘
24—y k /X Ja-y x*4f4x’ -1
3} Derivar y=+T-+T+x .
Solucion:
)}> pove } & ,1 GE::— ,} ; = »
21— 414x —2Vl+x 43T+ x1=v1+x

4] Derivar y=xe ™,

Solucidn:

-x

y=et+ xeTe—lzgtioxe

clg .3_'3

k<l

Derivar y=e
Solucidn:

. 3
y =e‘®r en(—cosec2 x3)e 3x7 .

6) Derivar y=5%"

Solucidn:
_,V' _ qudex? 2x eln 5= ERRALI xeln§
2V +x7 Va4 -+ x?
~ : e +1
7) Derivar y=ln-: i
g -1
Solucidon:

y = In{e™ + D-In(e™ — 1}
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3x 3x
= 1 e ®3— 3] e el = ::’e - :je
e +1 *-1 e+l e -1
3x 3x
2 € 3x 3x ~6e
= i T ) .
Gx_l( ) eéx_-l
8) Derivar y=¢e""".
Solucion:
o I et )
v :e“""e{inx+xwiz(lnx»&l)eﬂ“ =(nx+De"" =x"(Inx+1),
x)

9) Sea g(x)=In (\f1+ex - ])u In {v’l i et +1). Verificar que g (x) =

!

Vi+e®
Solucidon:
e e’
g(x) = %-\/leﬂ _ 2-\/{1+e’L _ rc’-‘t ‘g/\f’m-%lvmﬂ\‘:
Jiter -1 Al+e” +1 241+e" | 1vet -1 )
2 i

Tolize e

Inx

— , calcular V.

10) Sea y=
‘Solucién:

;_x o;wSx In x_ 1—3inx
J N -

11) Sea y=+/xlogx’, calcular y.

Solucidon:
C1 1 3 3Jx
= log xX°+ Jxe3xie—log e = logx + ——loge =
¥ 2\/’; |24 pE £ 2\/’; £ N 2
3 3 3 3 s
= logx + —=loge = (logx+ 2loge) = log xe”.
e 2T BT 2%
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12) Sea y =In*(x+3) calcular y'.

Solucidon:

. 1 3
y =3’ (x+3)e o] = in*(x+3),
x+3 x+3

13) Sea y=In(tg3x), calcular y.

Solucidén:

3cosix 1 3
&

?

= e sec’ 3xe3 = - e .
tg3x sen3x cos"3x sen3xcos3x

14) Sea y=sen'vx +1, calcular y.

Solucidén:
' 2 [T N s
y =3sen +/x +1e cosfx +1 o-~—[_7_—~
2y x7 +1

EJERCICIOS:

1.- Determinar la ecuacion de las rectas tangente v normal a la curva

ec gy -4 =-3(x-3
vl ec . tgly 3(x-3)
en x, =3. Resp.: 1

x—2 ecnormal y—4 = g(x—E)

)}:

Z.-a) Determinar los puntos pertenecientes a la curva
y=x"~4x"~8x* ~12x +10, tal que la recta tangente que pasa por ellos

sea paralela a la recta-12x+y-5=0, Resp.: (0,10},(-1,19},(4,-166)
b} Determinar las ecuaciones de las rectas tangentes correspondientes,

3.- Una piedra cae 16 pies en ¢ segundos ¢Cual es su velocidad

después de 2 segundos? . Resp.: 64 pies/seg.
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' 4.- Una particula se muere en linea recta, de tal manera gue su distancia
5 [(en pies) al origen en el tiempo ¢ (en segundos) esta dada por
s=0-4¢,1=0. ¢En qué instantes es su velocidad de 3 pies / seg.?.

{17
3,§(41ﬁ)J

Resp.: |
\

5.- Aplicando la definicidn de derivada, calcular:

. 1 : -1
.al y para y=—=——— - Kesp.. y = ——
V2X+3 (23\" + 3),‘-'2
b} ¥y (~3) para y=In(x"+1)- Resp.: —g

6.- Calcular y para:

I 2, 2 [z, 7
I X +a . +
aj y:1n(x+‘v'xz+a2)— — Resp.: y =V—x—2~fw
- X b
A COs X 1 X ' 1
b} y=- — 4 — In [tgu)- Resp.: y = —
2senx 2 2 sen” x
¢} y=sen{x+a) ecos{x-+a). Resp.: ¥ =cos2 (x+a)
, 1
d y= R Resp.: y =
I+cos x - 1+cosx
i s
1—x°,51x<——i ‘ -3%" s x <1
|
e] y=<~(3-x"),si~1<sx <1 . Resp.y =4-x, 85 -1 <x £1
2 ; 1
I , | -, 85i x> 1
-, 8 x>1 L ¥?
X
x-x'+x, si0<sx <] Bxf-2x+1, siO<x<]
= 0 e ’.:) 2 . 3
Dy=y x , Sil<x£~3- Resp.: | ——, $l<x<=
Z-x 2 L (2-xy 2

r 2
I x"+x+l .
] six <1
7.- Sea f(x)=4 x+a 37
x*+bx’ -5x+3, sixe{].,——E
2]



. 3 :
Si f es derivable en (%oo, —ﬂ, determinar a v 5.
Resp.: a=b=-2
8.- Determinar la ecuacion de cada una de las rectas que pasan por (3,-2},

y que son tangentes a la curva y=x*-7

y-18= 10(x-3)

Resp.:
yi6= 2x-1)
[x? - 0<x <2
9.- Determinar la derivada de: Fix) :e]‘ ol s 0= x <
Ax -2, six =2
. [2x, si0D<x <2
Resp.: f{x)=/{ _
4, six »2
10.- Determinar y para:
Fe XY fx
{ . - — 1 [ . e }
al y:ELe“ueaz : Resp.: -i—%e“«:vefg
2 J 2\ /
b) y=a®¥™ . Resp.: n a®™ esec’ (nx) o In a
c) y=e"Yesenx . Resp.: ¢ "(cosx~ sen’ x)
Inx
d) y=da"* . Resp.: 44
X

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Sea f una funcién derivable en 4c IR.  Esto significa que existe

f(x),V¥xeA. Luego la derivada de f en xe 4 esta dada por la expresion:

i LD = 1)

h—0 h

Como xe A4 esta expresion corresponde a la derivada de una funcion.
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- Como la derivada es a su vez una funcién, puede derivarse nuevamente, €s

decir la derivada de f es 7 ,de f es f ,es decir,

S )~ ()
P .

7 ()= lim

B0

En simbolos:

En general se tiene:

EJEMPLOS:
d f

ra
x

1.- Si f(x)=2xsen x+ cosx, determinar

Solucidn:

f(x)=2xcosx + 2senx—senx = 2x €OS X + sen X
f(x)=~2xsen x +2¢os x + cosx=—2x sen X + 3 cOs X
F(x)=-2xcos x — 2 sen x — 3senx = —-2xcos-¥ — Ssenx
fM{x)=2xsenx—-2¢cosx —5cosx=2xsenx— 7 Ccos x
fY(xy=2xcosx+2senx + 7 senx=2xcosx+9 senx

d'f

P

2.-Sea y=3x"+x"~4x+10, determinar
Solucién:
Y =9x? - Zx—4
v =18x+2
y"' =18

.yiv - 0



1

I+ x

3.- Determinar una expresion para f siendo  f(x)=

Solucicn:

J&x)y=(00+x)"

S (x)==-10+x)7
S =EDE 0+ x) =10 201+ Xy
F = EDEE3)0+ 3 = Te 203 (1400

| oy _ o 1yn " -7(,7,;}‘1" (_])rs H?
F7) = (=1 nll+x) T

DERIVACION IMPLiCITA

Las funciones de la forma y=/(x) aveces se dan mediante una relacion

entre x ey, como por ejemplo X'+ ' =25, que resuelta para "y" da

y=425-x" e y=-425-x. Ambas eCuaciones satisfacen la original, v se

dice que la ecuacion x*+ 3 =25 describe la funcion y= flx)

implicitamente. En cambio las ecuaciones y=A25-x" e p=oy25 oy,

describe la funcion explicitamente.

La ecuacion  x* +p? = 25 esta escrita en la forma F(x,3)=0 v se dice que y

€s una funcién implicita de .
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OBSERVACIONES:

1} A veces no es facil despejar y en funcion de x, como por ejemplo:
X*y+ 7y +3y-1=0.
2} Para derivar funciones implicitas de la forma F(x,y)=0, se deriva

aplicando las reglas ya vistas, teniendo presente que v = f{x).
EJEMPLOS:

1) Sea x*+x'y-10y' =0, determinar .
Solucidn:

3x7 + 2xy
40y —x*

3+ XY 4 2xy~ 40y = 0= Y (X7 -403) = -3 -2y =y =
2} Sea 3x’-2xy+ )y’ =0, determinar .

Solucion:

3x? - 2xy+ )y’ = 0. Derivando se obtiene:

6x—2xy -2y +2yy =0 /12

3x—xy ~y+yy =0

y—3x
y-x

(*) y'(y_x): }1—3x — ,‘V(‘ -

Derivando (¥} se tiene:

V(=0 y(y-D=y-3=2y-x)+y’-y =y -3y =

P 3x (y—3x)z
253
y—x L y—-x

y-x

= y =

2300 =) =30 -9 - (-3
(y=x)

})



3} Usando derivacion implicita determinar la ecuacién de la tangente v de

- lanormal a las curvas en los puntos dados.

al x’3'=4, en (2,1

Solucién:
¥y =400 X137 20 = = n ’“? == ) (2)=—=m,
IxTys 3 f

. |
Ecuacién de la recta tangente: y-1= —=(x-12)
2

Ecuacién de la normal: y-1= 3x—~2)

b) ¥'3*+p°=2x" en (1.1)
Solucidén:
Xyt =200 =50y 10y +337y = 6x’ = ) (2% +3)7) = 6r - 3xtyt

, 6-3y° 4 3
.}/) :igm___)_%mlﬁjs(l):—smzn]}"

#2x = 3y)

Ecuacién de la tangente: y-1= ;(x )
' 3

L 5
Ecuacién de la normal; Y=l=——(x-1)
ol

4) Hallar y'(2) si y(2)=1 Yy X ax’yexf =10
Solucién:

3 4+ 2xy+x7y —xe3y’y -y 20 =

- et AN UNUS U SV IR B
i x* =3x7 ’ 4-6
6x +2xy + 2y +2x) +x'3" = 3x(2pp 7 < Y3yt 23ty =0

oo 2250 15 . .
12+3042+30+4y" ¢ 2oty %—692«:0:3 Td+dy —675-61 ~45=0

o4 ) T2

2y =-646 = '(2) = ~323



DERIVACION LOGARITMICA:

Para derivar productos, cuocientes o expresiones exponenciales
complicadas puede aplicarse previamente logaritmo y luego  derivar

implicitamente.

EJEMPLOS:
1.- Sea y=x"%. Calcular .
. Solucién:
y. =x" = hy=hx""=hy=hreInyr=Ihy=in’x
] 2y "“"

. 1 . _ ¥
L —ey =2inxye—=y=—nyr—y =2
Y X X X

Inx

2.- Sea y =(senx)" calcular y .
Solucion:

Iny=cosxlnsenx =

1.
—y =—{senx)(ln sen x} + cosx ® COS X

senx

2 r 2
Cos X cos x| COS™ X

.
y =y
L

—sen xin sen x | = v = (senx) - sen x Insen x
| |

s€n X ;osen x

- i

53 2

3.-Sea y= T Y X  caleular ¥,
1+3x

Solucidén:

Iny=5In x+%ln (I—xz)wéln(%t}x}

-~

LAV S S N WS S
2(1+3x)

¥y x 3(1-x%)
AP s o 3

I
—_ - I!
Vit3r ix 3(1-x)  2(1+3%) |




DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

I

V1-x?

1.-Sea y=arcsenx— y =

Demostracion:

. ¥y I 1 1
Si yxarcsenx:>Xzseny:>}:cosy%::»i: R —

dx  cosy V”Emsenz}l Y1-x7

1

S D (aresenx) =
Vi-x

2

Siu= f(x), D(arcsenn) =

I Vs T
e Du, ——<arcsenx < —
V1-u? 2 2

: 1
2.-8ea y=arccosx= y =~

I

V1-x*
Demostracién:

dy ] 1
deoseny  flocog’ y

v
Y=A&CCosy D x = Cosy = 1 :*sen}f;;i:z

1

V1-x?

S D (arccos x) = -

]

vl—xi

Siw= f(x),D(arc Cosy) = —

1
: ®Du, 0< arccosx <x

9

V1wt

< 1
3.- Sea y=arcigy = y tr%ﬁ
+x

Demostracion:

2 dy  dy ] 1 ]
Yy=aretg x = x = tgy=> 1= sec D e T T
dx dx osecty 14 gty Ie+x’

S D are tgx) = >
’ I+x

e

Si w= f(x), D (are tgu) =

Frs
o Du, < gretey <
1+u” %7 2 ~



Analogamente se obtiene que:

4.- D (arc ctgu)=— >
T+u

LN

1
5.- D {arc secu) = ——==19 D u
' uvu' -1

~1

6.- D (arccosecu) = ———=—=e¢ D u

uu? -1 }

Demostrar las derivadas 4,

EJEMPLOS:

5, 6.~

1.- Sea y=arcsene” , calcular y.

Solucidn:
: ! . e’
y =) = -
A1=(e") 1-¢7

z

2.- Sea y:(arc sen ig , calcular y .

\ X/
Solucidon:
o 1 1
y =2 arcsen — | ® —————r
L x) VSRt

3.- Sea y = arccos(tg’ x), calcular y .

Solucidn:

2tgx

~2tgx e sec’ x

2
Y = s ® S6CT X =

J1-tgtx v

4.- Sea y =(arctgx’)*, calcular
Solucidén:

1
14 x°

y =4larcigx’) e e 3x°

1—tg'x

y.

125 (arcig XY

&
T4 x

84



5.-8ea y=x arccosecf(%}rﬂ, calcular y .
Solucién:
[
¥ =arccosectax| -1 | —wl—\[+—%~]~—~— o(-2x)
x LV EIN AN
x\sz

X X

. 1
V = arecosec— + =dare cosec —
’ S ) ) x
- X - X

4

6.- Sea y = x"™"* calcular y,

Solucidn:

Iny=arcsenxeln x

1. 1 ah
In ¥ +arcsen x @)~ |
¥ 1-x? X

\
' arc sen :( in xX arcsenxy
y=x | +
N \/1 —x? X J

1
(1+x)i ] ,
7.-Sea y=1In —t{)d - oarctg x, caleular y,
d-x, 2

Solucidén:

_yle;[ln (I+x)~—1n(]mx)]‘%m'5’ tgx

o1l 1 | ] ] 171 1] ]
y:J_—Hm(_i)J_w._w_:%!_m, '

A I-x 0 7 2 el 4y e T

85
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BRI R R R e
411-x* | 20+xY) 2|1-¥ }—HCQJi 2 1-x'
V}“ X2
R
8.- Demostrar  que y = sen{m arc senx) satisface la  ecuacién

(I-x)y ~xy +m y=0.
Solucidon:

_ mcos (m arc sen x)
\/1—).’2 \/l~x2

¥y =cos(m arc senx) e

]
= 11 COS (I QFC SENX)® i
V]1-x 241 —x
1-x*

~/1-x"em sen(m arc senx)e

—m’J1-x" sen(m arc senx)+ m x cos(m arc sen x)

(1 —x* W%t
(1 wxz) Imx cos (m arc sen x) — mJ1—x* sen {(m arc sen x)|

x m cos {m are sen x)
Vi-x°
m x cos {m arc sen x) ~n’ 1 x* sen(m arc sen x)—m x cos(m arc senx) +

J1-x?

m* sen (m arc sen x) = ~ m” sen (m arc sen x) + m° sen(m arc sen x) =0

+ m’” sen(m arc sen x) =

DEFINICION: El angulo formado por dos curvas que s€ cortan en un
punto C, se define como el angulo determinado por las rectas tangentes a

ellas en dichoe punto.



a =angulo que forman Cy v C, al cortarse.

EJEMPLOS:

|~

L- 81 fx)=x'- v f{x)=—, verificar
X

3

!
que las curvas se cortan

[

/
. , 7
perpendicularmente en el punto Pz, —\

iy

Solucion:

£ =21, fi(0) = -

1

‘ : 1

L2 =4 @)=
O N

Y —ZJ =-1, . las curvas se cortan perpendicularmente.
\

1 o
2.- Sea y =~ Verificar que la recta tangente a esa curva en el punto F(Ll1}
X

forma con los ejes coordenados un triédnguilo de area 2,
Solucidn:

. 1 .
yEm—m =2yl =-l=m
=

Ecuacion tangente en (1,1} es:
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o’
)/”lx—l(x—«ﬁ)zxﬂby—ZxO:::-x-ﬁ-—w)izl :,A:behzzu‘ =2,
2 2 Z 2
Y

4

LA DIFERENCIAL :

Considerando el siguiente grafico.

¥ 3

x x -+ Ax

Al hacer que x pase de x hasta x+Ax, el punto P se mueve sobre la curva
dé P a Qv el punto P se mueve sobre la tangente de P a T. Cuando Ax es
muy pequefo T y Q son puntos muy proximos entre si, es decir las
ordenadas de Q v T tienen una pequeria diferencia.

Por ejemplo f(x)= Jx x=4_,Ax=03. En este caso P(4.2). Calcular la

diferencia entre las ordenadas de Q y T.
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Solucidn:
Y A
T
- Q
P(42) = A432)
: : B
4+ 13 X

La ordenada de Q es f(43)=+/4.3 =2,0736 .

Para la ordenada de T, se tiene que m, = =)

Pero f(x)= ],_._ = f(4) = 1o 0,25.
2+l x 4

AT 0,25= A7 =030,25 = 0.075

FA

~ ordenada de T es= 2+0,075=2.075

. la diferencia es = 2,075-2,0736=0,0014.

Este método es aplicable a toda funcion derivable.

Luego en general se tiene que la variacién a lo largo de la tangente es A7 .

v
! ]
O(x + Ax, v+ A}»‘)L
|

L 4

X X = Ax
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Como %2 pendiente de la tangente en P = %x-T- = f{x).

AT = f(x)eAx .
Lo gue significa que f(x)Ax e¢s una buena aproximacion para 4y, cuando

Ax es pequefo.

DEFINICION: Al término f(x)Ax se le define como la diferencial de fcon

respecto a x y se denota por @& ¢ df , es decir:

dy=d f(x)= f(x)eAx

EJEMPLO:
Sea y=x, x=5, Ax=01. Comparar Ay con dv.
Solucidn:
al f(xy=3x" . df =3x" ¢ Ax
Sdy=3e25e01=75.
D) Av= f(x+Av)— f(x)
= f(5+0.1) - f(5)
= f(5) - 7(5)
=132, 651 — 125 = 7.651.
Conocida la derivada de una funcién, se conoce automaticamente su
diferencial, por ejemplo:
dtg x) =sec’x s Ax
d(x’)=5x"e Ax
d{xy=1sAx .
De esta ultima dx=Ax, v generalmente la diferencial de [ se escribe
df=f(xdx o dy=f(x)dx.

De esta forma los simbolos dv vy dx adquieren significado separadamente.



PROPIEDADES: Si f y g son derivables, entonces:

dy=f()dx o

dy

Ex“:f'(x)

l-d(f+g)=dj+dg.
Demostracién : Jd(f+g)=(f+g)dx
=(f+g)dx

= fdetgdx

Analogamente:
2-d(f-g)=df-dg .
S-d(feg)= foedgtged) .

I -
L8 —Sedg

4.

5

=d f+dg

g

EJEMPLOS:

Py
a

g

-~ d{c)=0, ¢=constante .

1.- Hallar el valor aproximado de /67 .

2.~ 81 In10=2303 obtener un valor aproximado de In10.2.

Solucidn:

Sea y:«/;, SI x=04= v=8

o 67 =643 Ax =3 = dv
\/6'7:)1+dy:8+a}‘
dy = [ (x)dx = = d X
2vx
dy=—»3=01875 67 ~ 8187

Solucién:

Sea v=lnx,

stox =10 = v=2303

LA
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H

0,02

)

SAx=02  dys=—dx=—-e0,

L
X .
L In 10,2 = 2,323,
3.- Si sen60°= 0,86603 ; cos60°= 0,5 ; 1°=0,01745 rad ., calcular cos 61°.
Solucion:
Sea y=cosx , si x=60° = y=05
~Ax =1°=0,01745 rad.
dy=-senxdx=—-sen60”. 001745
=—0,86603 e 0,01745
=—-0,0151122235
" cos 61°=05-0,015 « -0,0151122

= (0 484887765 .
EJERCICIOS:
2} al =z = y
1.- Calcular para y=— e’ +e* |- Resp.: —
3 J o
fy x’ 44
2.- Calcular — para y=— - Resp.:
i 1—x (1 — \)
3.- Calcular " para y=a", Resp.: (Ina") a*
(=1
4.- Calcular »" para y=In(l~x). Resp.: (~1)"" {:? ))
{I+x

5.-Si y=e“senx demostrar que y -y =2y =0,

6.- Calcular @ para :
ax

a) x’+y =a’ Resp.: ——
2 2, 3. —
by x? ey =a, Resp.:
, \ -
c) cos(xy)=1x . Resp.: i*\ sen{x )

X sen{xy)

92



’ 2 ) 1— X+ ¥ x 3
7.~ Calcular d); para e +x=e +y, Resp.: ( € )(‘3 . ¢ )
dx | (" +1)

8.- 8i fy g son dos funciones tales que 7'(x}) y g'(x) existen vrelR v

e ott)— 1 ¥ x IR probar aue L),/ g
flxysg(x)=1, ¥ x elR, probar que: e 2 o 2w = 0

9.- Aplicando previamente logaritmo, calcular

a) y=3x—(x2+1) - Resp.: = ]/i+—%{~m~2—~\§
{(x -1)° T3 lx x4+l x-1)

1y 4 —2) ( 3 2 )
b) y= (1) Yoo 2) . Resp.: )[ & + - N 1
Y(x-3)° Wl 4(x-2) 5(x-3))

10.- Calcular y para:

11— cosx !
a) y=arctg | , Resp.: —
V1+cosx 2
] x+1 I 2y —1 1
b ye—ln e b —— e are tg Resp.: —
30 Vxi-x+1 B V3 X -l
P 2p x™
¢}y = arccos- — : Resp.: ——;
x7 1 x4+
resen {arc sen x nx
d) =y Resp.: x| e —
\ X 'Jlmxhj
b+acosx Ja* - b
€] y=arc cog———" Resp.: WL
a+bcosx a+bcosx

11.- Demostrar que y =sen(marc senx) satisface la ecuacién
(I-=x)y ~xy +m’y=0.
12.- Determinar dy para:

x4+ 2x

al vy -
) x -1

b) xy'—e"V 42 (x+ =3 .
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13.- Mediante diferenciales calcular el valor aproximado de 3/128.

Resp.: 5,04

14.- Sea y=x"+2x. Determinar Ay y dy cuando x=-1, &x=0,02.

Ay = 0,098808
Resp.:
dy =0

APLICACIONES DE LA DERIVADA

TEOREMA DE ROLLE:

Sea y=f(x) una funcién continua en {a,is], derivable en
(a,b) vy f(a)= f(b),entonces, debe existir al menos un punto
celab)! f({c)=0.

Graficamente:

Jla) = 1)

A

La interpretacion geométrica de este teorema indica que si f es continua
en [a,b] v derivable en (a,b), es decir tiene una tangente en todos los

puntos del intervalo, entonces existe un punto ¢ del intervalo, en ¢l cual la

tangente es paralela al eje x. Luego f (¢)=0.
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EJEMPLOS:

l.-Sea f(x)=x'-3x+2. Comprobar el Teorema de Rolle en [1.2].
Solucién:
J es continua en [1,2] » Y& que todo polinomio es una funcién continua
en su dominio, f es derivable en (L2) ya que fF(x)=2x-3.
S =72)=0.
s dee(2) fay=0

En efecto:

Ademas

f'(c):ZCWS:O:c:%E(LZ) .

‘
2.-8ea f(x)=x’-3x* Comprobar el Teorema de Rolle en {G]

Solucidon:

s

a; jescontinua en [O,BJ, va que

(i IR :
lim! x3 —Bxsj :] Xg —BXOJ = f(x,), ¥x,2(0,3)
L ]

x%xo& )
4 I
Ademas: iimfo -3x* | =0= f(0)
x—0 L /’]
[ 3 L .
Zz'm_[ x3 —3x3 =33 233 =0= F(3
):4)-3\ . /
! PRV
b} f es derivable en (0,3), ya que F(x)= —xl -y 7= ﬁ: - i_
3 3 Vxt
F=¥3-333=333 - 333=0
)= f(3) =0
3
- - : 4y ] 3
L2ee(03)/ fley=0= fe =0 L L K =
2 Neo 34

= =

NN RV
il
o
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3.~ Comprobar que entre las raices de la funcién f(x)= m es
aplicable el teorema de Rolle.
Solucion:
Fx) =023 —5x—6=0= %" ~5x—6=0= (x~6)x+1) = 0
Lx=6,x=-1
Se debe comprobar que el Teorema de Rolle se cumple en [~ 1,6].

En efecto

a) f continua en [—1,6] ya que

lim 3 x* = 5x =6 = 3{x2 = 5x, -6 = F(x,), ¥ %, € (~1.6)

XrXg

Ademas: lim Jx'-5x-6=0= f(-1)
xemir—1"

lim X -5x—6=0= f(6),

x-ah

~ -
ZX =2

b} f(x)= -, luego fderivable en (-1,6].
3(x" - 5x - 6)°
¢l fi-L=f(6)=0
dce(-16)/ F(e)=0

: 2c-5
fl)= c =0=>2~5=0=>c=

33/(c* = 5¢~6Y

£{~16}.

b

4.- La funcién  f(x) = 1—5\/'?‘“ se anula en los extremos del intervalo [~ Li].
Demostrar que la derivada de esta funcién no se anula en ningun
punto de dicho intervalo. Explique porqué no es aplicable el teorema
de Rolle.

Solucidén:

a) f continuaen [-11].



pS ]
=1

1

; 4 — —4 : .
b} f{x) :M-S—x ’ :g«ﬁzf(o)/ﬁ/. Luego para algan x del mtervalo

(-1,1), / no es derivable. Como la funcién no cumple con la

hipétesis, no es aplicable el teorema de Rolle.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea y = f(x) una funcion continua en [cz,b] y derivable en (a,b). Entonces

4 -~ F
existe al menos un punto ¢« (a,0) tai que: f () = M :
.

Graficamente:

m,, = S0 - fla)
45 P
; g
[#] I b

La interpretacion de este teorema indica que si A v B son puntos de
Y= J(x}, continua entre ellos ¥ con tangente en cada uno de los puntos del
intervalo, luego debe existir un punto ¢ entre a y ben el cual la tangente

s paralela a la recta que une A v B. Luego la pendiente de la tangente es

igual a la pendiente de la recta AB. Luego: fic)= M .
-
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EJEMPLOS:

1) Comprobar el T.V.M. para la funcién f(x)=senx en |[x,. x|

Solucidn:

a) fix)=senx es continua Vxe [ X, xz}.

b) f(x)=cosx= f es derivable Yxe(x 6 x,)

s de e(x LX) _f'(c):M

Xy = X

. sen X, — sen X,
R N s S S = b A )
Xy X

2) ¢En qué punto de la curva f(x) =x", la tangente es paralela a la cuerda
que une M, (0,0} vy M, {a,a"), a>07.

Solucidon:

Primero se vera si T.V.M. es aplicable a fen [0,a].
a) f continuaen [0.a], por su funcién polindmica.

b) f(xy=nx"", f derivableen (0,a)

c) Jee(0a)/ fo) EPAC P /BRI
a-0 a

-1
o

= nc =g ¢ =
1

a

[4)
~. la tangente es paralela a la cuerdaen ¢ = —.
T
+ F?

o= € {0,a}.

3.- Estimar el valor de /40 utilizando el T.V. M.
Solucidon:

Sea f(x)=+x , aplicando el T.V.M. en [ 36, 40] se tiene

a) fcontinuaen [36,40],yaque f=./x escontinua Vxz0.



bl 7 (x) :—2—%, S es derivable ¥ x> 0= f derivable en (36 40] .
X

e oy = S0 - F36)
¢} dc e(36,40) / (o) 1036

Ahora f(¥)= — = fic) = L.

2Jx \/E
1 Jao-36

, ce (36,40
2Ve 4 ( )

2 . - 2 1
= =V40-6, 81 36 <0 <406 < e < Y30 = e
Ve Vao Ty 3

2 1
L < VA0 — 6 < -
V40 3
Tomando la designacion de la derecha:

= 1 ~ 19
VAD -6 < — = 440 <m§(z) .
2 3

Tomando la desigualdad de la izquierda:

2\/‘6\/—

V40 -6 TS T 20340 - 120 > 40 = 1940 = 120
12 o 20 —

V40 > 120 (ff) De i)y ii) - 120 <V40 <« 2 £
19 19 3

4.- Haclendo uso del T.V.M., demostrar que: In{l+x)<x | (x>0),

Demostracién:
Aplicando el T.V.M. a  f(x) =In(1+x) en [0, x]
al f continua en [{},x} ya que f escontinua ¥ > 1 .

b) /derivable (0,x) ya que f(x)=—_

+ X

- o - 1{0 : 1
c) :ce(O,x}:’f(C):M y flo)=——
x—0 I+¢

! :ln(1+x)— ) O<c<x:;>§<c+1<x41:>m—l~-<i
l+c¢ X t+e
- -y

! :M e ’\’)<l::>1n(]+x)<x,

1+¢ x ' X

99
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TEOREMA DE L’'HOPITAL Y SUS APLICACIONES AL CALCULO DE
LIMITE DE FUNCIONES

Sea F(x)= -J% una funcion de variable real y a<lIR. Se dice que F(x)
g X

. . 0 :
toma la forma indeterminada 3 en x=a si limf(x)=0 y limg(x)=0.

X —ra

Otras formas indeterminadas son: E, Deoc, oo~ 17,0, .
o
EJEMPLO:
2 — - © 2 B . .
Sea ‘f(x)zwwwmmm—mi T2 esta definida  vre IR ~{2.-5), vaque en x=2 v
x*+3x~-10

x=-5 el denominador se anula, pero en x=2 el numerador también se

. . 0
anula y  f(x) toma la forma indeterminada 5 en x=2 va que

fim(x°'~3x+2)=:0 y Zinz(x3+3xvi()):0.

x—12 x—=2

TEOREMA.:

Sfx)

Sean a IR y F(x):(—} , siendo f y g funciones derivables en un
g(x

intervalo abierto . Sea g(x)=0,Yxe/l. Si lImf(x)=0, limg(x)=0 y

S ) J)

lim=———= = [ entonces lim =L.
x-—a g (X) x—a g(x‘)
OBSERVACIONES:

1.- §8i las primeras derivadas también se anulan en x=a., se vuelve a
aplicar L'Hopital . El procedimiento puede repetirse las veces que

corresponda.

2.~ Este teorema también es valido para los casos x —a , x—>a . x> +x ¥

x — ~oc, haciendo los cambios correspondientes en las hipotesis.



101
EJEMPLOS:

2x’ - x—15%
1.- Calcular  /im > .
=33x° - 8x -3
Solucidén:

Como lim(2x" —x

: ~15)=0y m(3x -8x~3) =0 entonces Ia funcién toma
X33 X3
. . 0 , L .
la forma indeterminada . Aplicando L’Hopital se tiene:
o 2xt-x-15 o dx-1 11
lin - = fim =
3T =8x -3 xo36x-8 10
. Senx-—x
2.- Calcular fim2Z=2 =
x—0 xJ
Solucion:
. senx-—x . COSx—1 .. 0
lim—————" = lim——"__ también toma la forma —
x =20 ¥’ pae 3x‘
. o . . Cosx—1 . —Ssen x .~ COSXY 1
Aplicande L'Hopital se tiene /im — = lim = lim——" =
r—0 3x~ x—0 6x x> & é
. senx-—x 1
Iim— = = __
x50 x 3
X
3.- Caleular lim—"—
=0 |n cosxy
Solucidon:
, x* _ 2x _ 2xcosx _ —XSenx-cox
lim e = i — 22 = iy = ~2/in- - = -2 .
x—0 ln COS X x—20 B i{zﬂ_}{‘ =0 gen x 0 COs Y
CosXY
i Coxe 47y
4.- Calcular lim— 17,
=0 1 —cosx
Solucion:
xeF+Tx xeeT 2ee® a7 g .
lim = lim = —~ . no existe
=0 1 —cosx =0 senx 0

Este teorema se puede aplicar a otras formas indeterminadas:



1) Forma = , se sigue la misma regla que para la forma o

EJEMPLOS:

-
3

1.- Calcular !z‘mw)fw‘

X—0 ex

Solucion:

S 3yl & 6
X sf}:[jmizlim X=ﬁm~7:0-

X

lim e =
X Ol eX w} X e X—»tl e.\’ X—rot e
. Insen2x
2.« Calcular lim——=7,
=0 in sen x
Solucidon:
2cos2x
Insen 2x . senlx : 2cosZxseny . Z2cos2xsenxy |
= [ipp —mi = [im = = [im e == |
=0 Deen x cos’ x i

fim ———— = [im
=0 In sen ¥ x—0 cosx =0 senZy cosx

senxy
o 2tex~10
3.- Calcular lim £
x%_’;i secx+4
Solucidn:
. 2tgx-10 . Zsec’x . 2secx , 2 cosx .2
lim g = lim = lim = lim @ = [im -=2,
x_,% secx+4  , ,7Tsecxtgx H_f; tgx H% CosX senx . Tsenxy
z e
Inx

4.- Calcular /im .
*=0|n (sen x)

Solueion:

1
1 - senx

im e = Jip—% e = lim =1,
== ]n {Sen )() x—0 E,ESJC =0 Y COS X
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5.- Calcular fim— 8%

po ( w-
Trcotgl ——x
2 /

J
Solucidon:
tex . tgx
lim = S = fim-2o. =1,
BF T Ttax
Preotg] —-x | T3 °
2 )

2] Forma 0Oex. Si f(x)eg(x) toma la forma Oeoc, la funcién se expresars

CoIimao .
F(x)egix) = fz) :%J% ;
gx)  f(x)

. o = '
con el fin de hacer, que tome la forma 5 0 ﬁ, para luego aplicar una de
20

las reglas anteriores.

EJEMPLOS:

i
1.- Calcular /im— ctgf.

=0y 2
Solucidén:
: X ] 5 X
- —seg” —
1 X 8 _ 1
lim—etg== (0w cc) = lim—=2 = [im2 P
x—0 y 2 x>0 x—30 i o
2.~ Calcular /im{z - 2x)igx.
R
Solucidon:
_ : o -2x 7 -2x -2
lim (7 ~2xhgx = lim 20 = g & =lim———— =
. el 1 I oCtgx LT —cosecty
> o T — 2 ¥
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2C

. . G,
3] Forma o« -o. En general es posible transformar la expresion a — ¢ — -

0 o

EJEMPLOS:

. 2 1 j
1.- Calcular linf) ———- P
= x" -1 x-1)

Sclucidn:

2 1 2—-x-1 -
h‘m( - i-ﬁ}ﬁmm—r—%:ﬁm_{:_i :
x—>}\x —_ X — 2

2.- Calcular [z‘mgf-—wy— - ——I—J} .
y-—)lk}: — 1 In _}j

Solucidn:

1
y—+ny-1

4 ™
f : ,I P E )
[imji““l"”izﬁm}ﬁy b = lim—2 = [im Iny =
y—rl K},’ -— 1 h’i J/‘/} vl (} — 1)11—1 j" w3l (y _ 1)}‘ ~L1ﬂ V v i B i N In y
A}', }; o
1
—lm— = L
yo1 1 1 9
st
Yoo ¥
4 . \1
3.- Calcular lim| e |
=0 In(l+x) x
Solucion:
1 1
fim( L Py S [ 0.0 T S
= In{l+x) x, = xin{l+x) xwm(1 Cx)s x
I+ x
. I+x-1 _ ¥ ' 1
= lim = lim = lim -

o0 (b xyin(d+x)+x oo {l+x)n(l+x)+x IMOE_":.E*;H53+Y'}M1

1+x

?\)E»m’

.

-
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4) Forma 0° | 17, «°.

Sea y=f(x)f = Iny = g(x)n f(x), que toma la forma Oeoc. Ademas se

tiene que el lmlny=a=>Inlimy=gq= lim y=et .

X3y XXy X—xy

EJEMPLOS:

L.- Calcular /Jim(senx)"®*

o —

Solucién: Como es de la forma 1™, se tiene:

y=(senx)** = Iny=tgxin(senx)

Cosx
: : ) . In(senx . sen x
Soliminy = limigxIn(sen x) = [im In(senx) = fim e =

X B xfr.;i c 18 X sl T COSECTX
3 ) =

. COSX
=lim

e—sen’x = lim (—sen xcosx) = O

emlsenx ik
Slimlny=0=ldmy=e’ =1 . Jim(senx)®* =1 .
e x— ; x> ;: F :

1
2.- Calcular limxi=

¥ x3]

Solucién: ¢s de la forma 1°.

1
! - N
— I _ . Inx o b
Sea y=x'* = ny=—-|nyr= lmln y =lim =lim-*- = lim —— =-1
—x x—1 r—t] — ¥ x| xﬂi\ X/
.o LU
Sliminy = -1= limy=e = Sodimxtr = L
Xor] sl ) o] ¢
'/ N sen x
3.~ Calcular Jim — ‘
x—«)O\\x/
Solucién: Como es de la forma =", se tiene:
/’ \keﬂ)(
4 F ) I
y=i— =hy=senxin—=senx(Inl~inx)= -senxinx

'\\ X /'1 X
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1
. ) , I . -
cdimlny =-limsenx Inx = ~lim = [im X
x—30 r-aQ x>0 cosecy x—{ cosec xctg X
_ sen’x . Zsenxecosxy
fim = lim =0
=0 xcosxy *0COoSX—Xxsenxy
1 sen X
climy=¢é° =1 fim[—} =1
x—{ x>0y
4.- Calcular Jim x*®=
0"
Solucidén: es de la forma 0°
" 3
Sea y=x"""=Iny = Inx
+Inx
1
_ _ 3hx o
hmny=lim —"—=3@im<=3
- 0" 4 £ {n X 207
X
slimy=¢ S lim xPEs = g
0" x—0"
2
5.- Calcular lim {#* = Iimt:
{wapor Y- ol
Solucién: es de la forma ="
2 2
Sea y =t mny==Inr
f
1
) o2 . 2Int . 2;
limln y =lim—Int = lim =lim—=0
[N o 1-»0@{ T— 0 [ > 1

3 : N =1 ,
[—yo f—per
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6.- Calcular lim(x® - 2)=* |

X

Selucidon: es de la forma =°.

1
R L
Sea y={c-2fnz =1y =—n(x’-2)
nx

3y
: in(x’ - 2 P 3x°
Sdiminy = [im #In{x’ —2)=lim Inx ) =lim X 2 = iy fx =3
X X o0 In X KD ln x Xaon “lu Fo yT 2
x
i
Solimlny=3= Iimy =& Solim(e -2y =g
_ . ax . bx .
/.- Calcular Iim — a.bclR"
X} F\fq . x;
Solucidon:
Como lim(a*-5") =0, se calculara el otro limite.
x—0
1 s
Sea y=¥l-x" = Iny="Inl -x7)
X
-2x
I b (e e
limln y = lim—In(1~x*) = szu~ = liml=X_ - g
x—+0 10y x>0 Y x—30 1
Siminy =0, =limy=¢"=1 - [lim a -0 :E:O
x>0 =0 T3 i{l . xZ 1
EJERCICIOS:

1.- Verificar la validez del Teoremd de Rolle para f{x) =3

Resp.: ¢ =

2.- Determinar el valor de ¢ que satisface el Teorema de Rolle para

S =(x+2)"(x=2). neZ , en [-2,2]. Resp.: ¢ =

(SOR )
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3.- Analizar si es aplicable el Teorema de Rolle para f(x)=1-x’ en {— 1,1].
Resp.: no es aplicable

4.- Determinar el valor de ¢ que satisface el Teorema del Vaior Medio para:

B
a) f{x)::xérl en | —, 2} . Resp.: 1
X |2
b] f(xy=+x-1en [L3] . Resp.: —}
jx3-x2+x, si 0<x<1
5.- Sea f('x):; x : slers
L 2-x 2
_ (0 3) .
Determinar ¢ e G’E . del Teorema del Valor Medio. Resp.: 1
J
6.- Calcular :
) ﬁmxcosx?senx . Resp.: ml
x—0 x 3
7
b) {ifé o Resp.: 5
ctg—x
2
Cl fimm . Resp. 3
x>0 x —senx
T 2
d) !im(}—x)tggx ‘ Resp.: —
X! pra
e} Iim(l—cosxjcotgx . Rean - 0
x>0
1} iingxx . Resp.: 1
(ﬂ\‘%% 1
limtg — | . Resp.: e
gl x>} ck 4) P
£\
h) lm| —: Resp.: 1

x—0 x/f
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UTILIZACION DE LA DERIVADA EN EL TRAZADO DE CURVAS

Esta seccién ensefia a utilizar la derivada en el trazado de grafica de
curvas, de mode que la informacion obtenida a través de ella, permite

esbozar un grafico mas exacto.

1.- Puntos criticos de una funcién
Sea f:la.b] IR una funcion. Aquellos puntos donde la derivada de #
s¢ anula o no existe, se denominan puntos criticos de f. Es decir los
puntos criticos de fson las raices de la ecuacién f{x)=0 o bien los

puntos en donde f no existe.

EJEMPLO:
1- fix)= 4?+- 2x* —3x -1 definida sobre [=(0,5}
f(x)==x"+4x-3 = (' — 4y +3) = —~(x=3)(x-1).
De f(x)=0 se obtiene x=3 A x=1, son puntos criticos.
2.~ f{x):(x—S)-? +2: re IR.

I
. T 2 .y ¢
F 0 :%(xv@ }=———. .. punto critico ¥ =3elIR; pues A J(3)

3(x~3)3
. : : 2 : 2
Se dice que 7 f'(3) , va que ‘ﬁ(B):Fz+x;f(3):6T$mm'
3.~ f(x)=senx+cosx ; xe IR
f'(x):cosxmsenx:ozicosxxsenx::>tgx:1::>xx%+k7r, ke Z

7z 5r 9rx ..
X= -, —_ —, etCc. son puntos criticos.

474’
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- .. [senx, x=0
4.- f(x)=sen|x =

—senx, x<0

S

{ 0
Fi =1 cosxy, x>

|-cosx, x<0

Como es una funcidon por tramo y ademas continua, se analiza su

derivada en x=90.

' O = 0=1 \! ' i
J{.( ) cos ‘/?s/f (0 - x=0 es punto critico.
f{0)y= -cosO= ~1j

Por otro lado f(x)=0=cos x=0, x>0::»xz(2k+})i§~? keZ;

F(x)=0=>-cosx =0, x<0::>x:(2k+i)§,ke Z

. Puntos criticos x = ij—{zk +) kel v x=0,

=

Y

5. f(x)=lx —dx = 4 X -dx,six'—4x20  Sxe[-20juf2ex)

|-x +4x, 5 ¥ ~4x <0 = x (-2, -2} (02)

x4, v e (—2,0)u(2,~:~x}
—3x+4, x e (-=,-2)(02)
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Como f es continua en todo su dominio v derivable en cada tramo
Oyx=2

a
abierto, se analizara su derivabilidad en x=-2, x=

En x=-2

f'(—z}ﬁ . J no es derivable en x = 7 .

i}
F=2)=-3(-2 +4=-8 A f(-2)=3(-2) ~4=38

En x=0

© f(0)3, fno es derivable en x -0

i)
SO =30V -4=-4 A F(0)=-3(0) +4=4

i)  En x=2
F(2)=-32V+4=-8 A F(2)= 327 -4 =8
f'(z),?i J noes derivableen x =2,

2 ‘
~=e (=20} (2, + =)
A3

b) f’(‘x):(}:;>3x2ﬁ4:():>x:tm‘lf:;x:ﬁ
3
o
e —ao]—Z)u(O,Z)
\/'1

. b 2
f(x):O:v—Bx"+4:O:>x:i~7;~:>x::
'\*’3 3
2 i
Puntos criticos X X=X =2 x =0, x =2
<3 43
Y &

Graficamente:




_2.- Valores Extremos de una Funcidén

DEFINICION: Sea f:4c IR—» IR

a) Se dice que f tiene un maximo absolute en x,, si

fxy< fix,), Vxedom [, f(x,) se denomina valor méaximo absoiuto.

b) Se dice que J tiene un minimo absoluto en x,, si
fxyz f(x,),Yxedom [, f(x,) se denomina valor minimo absocluto.

Graficamente:
Y

Jle)

Je)

En ¢, hay un maximo absoluto cuyo valor es f(c,)

En ¢, hay un minimo abscluto cuyo valor es f(c,)

DEFINICIOR:

a} Se dice que la funcién f tiene un valor maximo relativo o local en

x=celab),si fl(cyz f(x},Vxelab) ,h6 donde (a.,h)c A=dom [ .

Cuando ello ocurre se dice que f(c)es un maximo relativo de /.



et
tad

Y A

-
T

b} Se dice que la funcién J tiene un valor minimo relativo o local en

x=cel(ab),si fleys fix), Vre {a,b) , donde (a,b) = A = dom [ .

Cuando ello ocurre se dice que f(c) es un minimo relativo de 7.

Ya ¥

¥

TEOREMA: {Condicién necesaria para la existencia de un valor extremo

local ).

Sea / una funcién derivable Y xy=cedomf Sien x=c¢ fposee un valor

extremo local, entonces f(c)=0 6 g
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OBSERVACIONES:

1) El reciproco del teorema anterior no es cierto, €s decir, que [ (cy=0 @&

o ,Ew‘/ no necesariamente en x =c¢ hay un extremo.

2) Sélo puede haber valores extremos locales de f, si es que existen, en

ios puntos criticos definidos.

Sea y= f(x) una funcién continua en [a,b] cuyo grafico es:

Siun punto P , se mueve a lo largo de la curva desde M hasta N, se
observa que en el tramo M4 los valores de la funcion crecen cuando la

abscisa crece v en el tramo AB los valores decrecen, cuando la abscisa
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crece. Luego f es creciente en |a x], [x,, x|y [x,, 8] v decreciente en

[x1 ; xz] y [xs > XJ.

OBSERVACION: Geométricamente, se observa que cuando la
pendiente de la tangente es positiva, la funcién es creciente v cuando la

upendiente de la tangente es negativa, la funcién es decreciente.

TEOREMA: Sea / una funcién continua en [a.b], derivable en
(a,b} by (xZ s xz}g {a,b). Entonces:
a) Si f(x>0Vxe(x,x), entonces 7 es creciente en [xI , le.

b} Si f(x)<0Vxe(x, x),entonces f es decreciente en [x, , x,].

Demostracion a):

Sean  x,x, elab], x < *n» ¥y ce{x,x,). Del TVM. se tiene
Fe :~Z£)fg'—)-_—f—gf~'-—}- , COMO x, < X, = x,—- X, > 0

X=X
Por hipoétesis S>>0, S~ ) > 0= F(x)> f(x), " f es

creciente en [a,b]; en forma analoga se demuestra la parte bj.

OBSERVACION: El o los valores donde f es mondétona creciente,
corresponden al conjunto solucién de la inecuacién f(x)>0 y f

mondtona decreciente donde f(x) <0 .

EJEMPLOS:
1} Sea  f()=— Determinar intervalos de crecimiento v de
x —
decrecimiento.
Solucion:

f'(x):z;}i%z— , puntos criticos x=0; x=-1, x=1.
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(oo, =1); (+1,0); (01); (1, + =0).

a) Sl x<-1= f'(x)>0,.. f es creciente en (~x, —1)

b) Si -1T<x<0= f'(x)>0,. f es creciente en (~1.0)
¢} Si O<x<l=>7(x)<0, . f esdecreciente en (0,1)
d) Six>I= f(x)<0, . f esdecreciente en (I, + oc)

- f escreciente en (-0, 0), ¥ # -1 v decreciente en ( 04}, x 21,

x , 8 x<0
2} Sea f(x):l ¥ G y=0 Determinar intervalos de crecimiento y de
Xt 41
decrecimiento.
Solucion:
j 1, si x<0
flxy=4 1-x7 . ya que como fes continua en IR, se tiene
. =, § x>0 )
L +1)
que:

F{0y=1 f{0)=1,y porlo tanto es derivable en x - 0

f(x)=0 en x=zxl, puntos criticos. Como /esta definida por tramos

se analizan los intervalos (~oo,=1):(~1,0): (01); (1, +).

a) Si x<-l= f(x}>0,. . f escreciente en (-, ~1).

b) Si-T<x<0= f'(x)>0, . fescreciente en (~10).

¢) Sil0<x<lm0<x <l ~l<-x’ <0 0<]l-¥" <l= f(x)>0. fes
creciente { 0,1).

d) Si x>1= 7(x)<0, f es decreciente en (1, + =)

<[ escreciente en (-1} v decreciente en (1, +x).

3.- Determinacion de Valores Extremos.

Ya se sabe determinar los puntos criticos de una funcién I, es decir

posiblemente donde existen valores extremos.
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A continuacion se presentaran criterios que van a permitir decidir si en

tales puntos criticos existen maximo y/0 minimo.

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS.

TEOREMA: Sea [ una funcién continua en la.6].a<c<b tal que 7
existe en (a.b) excepto posiblemente en ¢ .
1) 8i f(x)>0,Vxe(ae) vy si J{x)<0, Vxe(c,b), entonces se tiene en

¥ =¢ un maximo.

&

(x>0 f{x)<o

2] Si f(x)<0,Yxe(ac) v si F(xy=0, ¥xe(c,h), entonces se tiene en

¥ = cun minimo.

A A

|/ (x)>0

f(x)=<0
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RESUMEN: Para determinar extremos con este criteric se debe:
1) Hallar f

2) Determinar puntos criticos

3] Aplicar criterio de la primera derivada
EJEMPLOS:

1.- Encontrar los extremos vy los intervalos de crecimiento y de

decrecimiento para f(x)= % —-xT+2.

Solucidon:

J es continua vxelR

a) f(x)=x"-2x

b} ¥*-2x=0=x(x-2)=0, puntos criticos x=0: x =2
¢} (~=,0);(0,2);(2, + )

Si x<0= f(x)>0, . f es creciente en (-, 0).
Si0<x<2= f(x)<0, " f es decreciente en (0,2)
Siox>2= f(x)>0," f escreciente en (2,

en x=0 hay un maximo y es 7(0) = 2

en x =2 hay un minimoyes £(2)=

b pad

A

!




2.- Sea f{x)=x"-6x"+9c+l. Determinar extremos e intervalos de
mongotonia.
Solucién:
a) F(x)=3x*—12x+9
b} 3(x" —4x+3)=0= (x-3)(x-1) =0, puntos criticos x=3; x =1
¢} Intervalos de Monotonia:
(~.1).(3): 3, + o)
Six<l= [(x)>0,. / escreciente en (-, 1)
Si l<x<3= f(x)<0,.. f esdecreciente en (1,3)
L en x=1 hay un méximoyes f(I)=5
Si x>3= f(x)>0, " f es creciente en (3. +x)

S en y=3 hay unminimoyes f(3)=1.

("2*4 il ~
3.' Sea ](,(x} . <:_}L . ST X <o

18—x, s/ix=z3

Determinar extremos e intervalos de

monotonia,
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Solucidn:
a) f escontinua VxelR.

2x , 8 x <3

bj f‘(X)m{ . 5 Yyaaue LG =-1,703)=6," JOIF

S

F(x)=0=2x=0,x=0 Puntos criticos : x=0, x=3.
¢} Intervalos de monotonia : (-« 0);(03);(3, +x=).

Si x<0= f(x)<0= fes decreciente en (~o=0}.
Si 0<x<3= f(x)>0= f es creciente en (0,3)
<~ en x=0 hay un minimo que es f{0)=-4 .

Six>3= f(x)<0= f es decreciente en (3
. en x=3 hay un maximo que es f(3)=5.

2

*m)

B,




!

, Si —8=x<0
4} Sea f(x):{

-2x7 +3x+1 , 8 O0<x«<5

Determinar extremos e intervalos de monotonia.

{ 4-|x+3]

e

b bed

~
%]

w |

, SIS5<x<7

Solucion:

-,
!

Pox+7
f(x):{;f:m2f+3x~?«ljsf 0sx<5

JJB

P — 8T S«x<?
L 3

. 8T -8 x <3

I-x , 51 =3<2x<0

I, s
) f‘() =1, s —3<x <O
a X)=+<

(X7 ~dx+3, 5T O<x<$

0, s 5<x<7
vaque: fi=3)=1; fi(-3)=~1. " f(-3)7
FO)=-1; £(0) =3, = f(0)Z

-8<x«-3

F(5)=8; £(5)=0, - (5L

b) fuydhsﬁ—4pﬂxﬂ:>@_n@_n:obxzax:z
f{x)=0,Vxe (57)

f'(x}/é en x=-3, x=0, x =35

~. puntos criticos:

X = =3,

¥=0,x=1x=3 xel57).

¢l Intervalos de monotonia.

(-8.-3):(=3.01 (6,1), (.3). (3.5):(5.7).
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Si -8<x<-3= 7 (x)>0,. f escreciente en (-8-3).

8i ~3<x<0= /{(x)<0, .. f es decreciente en (-3,0)
en x=-3 hay un maximoyes f(-3)=4 .

Si D<x<l= f(x)>0 f es creciente en {0,1)

. en x=0 hay un minimo v es f(0)=1.

Si T<x<3=> f(x)<0, . f esdecreciente en (1.3)

-3

~en x=1 hay un maximoy es Jy=-
3

Si 3<x<5= f(x)>0, .. f escreciente en (3,5)

~en x=3 hay un minimoyes f(G3)=1.

, 23
Si S<x<7= f(x)=0= f(x)="2 Vxe(57) .
il

d) Ademas f(-8)=-1 f(5)=

o
L I w2

WX

.. 3 . o
e) El maximo absoluto es f(x)=-—,%xe[357) v el minimo absoluto es
3

f(-8)=-1.

Los otros maximos y/o minimos son relativos.
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA MAXIMOS Y MINIMOS

TEOREMA: Sea “C” un punto critico de fenelcual f(e)=0 vy f existe
Vx eintervalo que contenga a “c”. Si (e} existe y:
a] f(e)<0, f tiene un méaximo en “c” (relativo).

b} /(¢) >0, f tiene un minimo en (relativo).

OBSERVACION: Si  f'(¢)=0, asi como F(e)=0, nada puede decirse de

eXIremnos en ¢.

EJEMPLOS:

1} Sea f(x)=x". Determinar valores CXIremos, si es que existen.
Solucién:

(x) = 4x° ) =0 , . .
‘7:(\:) 8 7:> f“(‘ ) > nada puede decirse, utilizando el criterio de
fm=12¢= f@0)=0
la segunda derivada.

En cambio, aplicando el criterio de la primera derivada se tiene:

Sixe(-x0)= f(x)< Oji¥

, - - €l ¥ =0 hay un minimo que es F0)y=0.
St x (0, +x) = J{x)> 0

2] Sea #(x) = x’. Determinar valores exXtremos, si es que existen.

Solucidén:

Z((xx))rjéi ;i> :52; z 2} nada puede decirse, utilizandeo el criterio de la
segunda derivada.

En cambio, aplicando el criterio de la primera derivada, se tiene:
Sixe(—c0) = Ax)>0

) o > no hayv valores extremos.
Sixe (0, +x)= h(x)> 0
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4
3) Sea f{x)=x"+-—-x'-4x’. Hallar maximos y/o minimos absolutos y
3

relativos en [-2,2].

Solucidn:

Fx) =40 +4x* -8x = [ =0 = axia’ +x=2)=0

= 4x{(x+2}x-1) =0, puntos criticos x=0; x=-2,x=1.
Aplicando el criterio de la segunda derivada, s¢ tiene:
Sx)=12x" +8x -8

f(=2)=24>0, . en x=-2 hay un minimo que vale f(~2)= —i—‘
2

F(0)=-8<0,.. en x=0 hay un maximo que vale f( =0

F(U=12>0," en x=1 hay un minimo que vale f(I)= -

Led | Un

. 32
ol
. 32
valor maximo absoluto = f(2)= —
3

. 32
valor minimo absoluto = f(-2)=-==
)

valor maximo relativo = f(0)=0

. . 5
valor minimo relativo = f() = -z
3

CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

Sea f:la,b]—IR continua, tal que f v /" existen en (a.b).

A




Siun punto se mueve sobre la curva desde A hasta G, entonces:

a) Desde A hasta B, la pendiente de la tangente es positiva, luego f es
creciente, la grafica permanece bajo la tangeﬁte.

b} En B, la pendiente de la tangente es cero. |

¢] Desde B hasta C, la pendiente de la tangente es negativa, luego fes
decreciente, la grafica permanece bajo la tangente.

d) Desde A hasta C, se dice que la grafica es concava hacia abajo.

¢} Desde C hasta D, la pendiente de la tangente es negativa, luego f es
decreciente, la grafica permanente sobre la tangente.

f) En D, la pendiente es cero.

g) Desde D hasta E, la pendiente de la tangente es positiva, luege fes
creciente, la grafica permanece sobre la tangente.

h} Desde C hasta E, se dice que la grafica es céncava hacia arriba.

1} EnelpuntoCla gréﬁca cambia de concava hacia abajo a concava hacia

arriba. Luego C se llama Punto de inflexion.

DEFINICION: Se dice que la curva es concava hacia abajo en (@,0), si

todos los puntos de ia curva estan debajo de cualquier tangente a la curva

en el intervalo.
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DEFINICION: Se dice que la curva es concava hacia arriba en (a.b), si

todos los puntos de la curva estan arriba de cualguier tangente a la curva

en el intervalo.

DEFINICION: Los puntos en los cuales la curva cambia su concavidad, se

llaman puntos de inflexion.

TEOREMA: Sea / |a.b]—IR continua, tal que f v f existen en (ab)
gue contiene a “¢” entonces:

1) 8i f'(c)>0 en (a,b)= f es concava hacia arriba.

2) Si f'(¢)<0 en (a.b)= f es concava hacia abajo.

DEFINICION: Se dice que la funcién derivable f tiene un punto de
inflexion en ¢ , si v so6lo si existen dos intervalos [a c] v [c ,E)] tales que f

sea concava hacia abajo en uno de ellos y concava hacia arriba en el otro.

TEOREMA: Si (¢, f(c)) es punto de inflexion = f'(¢)=0 & f (c)no existe,
Por lo tanto, en todos aguellos puntos donde f se anula o no existe,

pueden existir puntos de inflexion.
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OBSERVACION: FEi reciproco de este teorema no €s cierto, es decir

F©)=0 0 fo) /‘:?/ no implica necesariamente que en (¢, f(c)) haya un
punto de inflexion.

EJEMPLOS:
1.- Sea f(x)=x*, Determinar, si existen, puntos de inflexion.
Solucidn:
S(x)=4x°
F ) =12x"=0; v=0 posible punto de inflexién, pero x<0= f(x)>0 v

¥x>0= f(x)>0 ‘" en x=0 no hay punto de inflexion.

2.~ Analizar y graficar determinando intersecciones con los ejes, maximos,
minimos, puntos de inflexion, intervalos de crecimiento, de

decrecimiento, de concavidad hacia arriba v hacia abajo.

A

) Y= dom [ =(9. 4 ),
Solucién:
a) Intersecciones con los ejes:
SI x=0=vy ¢IR
Si _}*:Gﬁx:()@(_‘);%—ac)

no hay intersecciones

-
lx 9. 2~

R 2x-9)-x  x_18

o) Y= x—9 b -

2(x - 9); 2\’/()( -9y

v =0 x =8, y'/z/:bx:9$(9,+:c)
<. punto critico : x =18

g __2(xn9)§f<x48) 23(x-9)7 (xﬂ-g)?:' (2(x-9)-3(x~18)) B
rE 4(x - 9y N 4(x—9)




—x+36
3

4(x - 9)?

Posible punto de inflexiéon x=36.
¢) Intervalos de monotonia y concavidad: (9,18); (18,36); (36, + =)

Si 9<x<18= f(x)<0; f(x)>0= f es decreciente v coéncava

hacia arriba en (9.18).

Si 18<x<36= f(x}>0.f(x)>0= f es creciente v concava
hacia arriba en (1836).

~en x =18 hay un minimo v es f(18)=6

Si x>36= f(x}>0,f (x)<0= 7 es creciente v céncava hacia

abajo en (36,4c)

. en x =36 hay un punto de inflexién que es (36, 4«/’3) :

6 .........

2 5

B] y=5x—x,
Solucion:

a) Intersecciones con los ejes:

Six=0=y=0
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2, 5 !
Sly=0=5x" - x " =022 (5-x)=0=x=0,x=5

Intersecciones: (0,0) y {5,0).

.10 25 2 5(,2 2) 5/2-x)
b} U 3*—X3k—{~—]wx3 :__,I
3 37 3 ! 3\ Wx
Lx?
y=0enx=2y7Z enx=0
y.-:__l_gx%,ﬂs__l_gx,];s:19(“41”4( 1) _10 Lo
9 9 ol YT Ty L

Posibles puntos de inflexién v = -1y x=0.

¢} Intervalos de monotonia ¥ concavidad:

(o=1)5(-1,0):(0.2); (2, + ).
ST x<-1= f(x)<0; J(x)>0= f es decreciente vy concava
hacia arriba en (~oc ~1).
S -l<x<0= f{x}<0; F(x)<0=> f es decreciente v coOncava
hacia abajo en (~1,0).

- ¥=-1 hay un punto de inflexion que es (-1.6).

81 O<x<2= f(x)>0; J(x)<0= f es creciente v chncava
hacia abajo en (0,2).

“ x =0 hay un minimo v el valor minimo es J(O)y =0,

Si x>2= f(x)<0; F(x) < 0= / es decreciente v concava hacia

abajo en (2, + x)

~ x=2 hay un maximo y el valor maximo es f(2)=344 ~ 4.8,



1 > 5\\»

3.- Anzlizar y graficar determinando intersecciones con los ejes, simetria,

asintotas, valores extremos, puntos de inflexién, intervalos de
crecimiento, decrecimiento v concavidad.
Al y=x-8x7.
Sclucion:
a) Intersecciones
Si x=0,y=0.

- o S5
S y=0=>x=0, x==22v2.

intersecciones con los ejes son {00}, (2\/5 i 0) v (m 272 G)
b) La curva es simeétrica con respecto al eje v, ya que ¢lla es par.
¢} Asintotas no hay, por ser funcidon pelindmica,
d) F(x)=4x ~16x=4dx(x’ - 4) .

Posible maximos y minimos x=0, x =% 2.

Fl(x) =122 —16 = 43x% - 4)

Posibles puntos de inflexién x ==



€] Intervalos de monotonia v concavidad-

( 2N [ 2 ]f 232 )
—Cﬁ,wz; —23—_—5'%m307l03—~_3_m7‘2§72:“%0.:'
Colil-2 ) oo b o) e
Como es una funcién par, sélo se analizaran los intervalos a la

derecha del eje v.

2 : . : .
St 0« x<7?::> Fx) <0,/ (x)<0= f es decreciente y concava
3

2

/
hacia abajoen |0, !.
NANEY

il

Si = <x<2= f(x)<0: f(x)> 0= / es decreciente y concava

=
WD
-

hacia arriba en | 5=, 2.

W3
. : . f2 80
hay un punto de inflexién que es = T
V3

St x>2= f(x)>0,/(x)>0= f es creciente v céncava hacia
arriba en (2 +x).
€n x =2 hay un minimo y es f(2)y=-16

Considerando que es una funcién par, el grafico es:

o)

[
=
(1]




de donde se concluye que en x =0 hay un méaximo que es f(0)=0.

-

i
X)) =x+14+——, six<-1

B) f(x)= et
'fg(x)=x2+i, st x> ~1
Solucién:
a} Intersecciones:
Si x=0= y=0
Si y:O::>—-———~—x2+2x+2 =0=x¢lR
x+1

- (0,0) anica interseccion.
b) Simetria:
. 1
i} Sea f(x)= x+1+-?pero Ji(=x)= f(x)=> f, no es par.
X+

2

Sea f,(x)= siendo f,(-x)= f,{x) vxelR ,

xt417
pero f,(-x)= f(x),Vx>1= f, noespar vx>-I
o f mno es simétrica con respecto al eje v .
. 1 ' .
i} Sea f(x)= x+1+mm1n, pero f(-x)=- f{x)= f, no es impar.
X+

2

2x , .
Sea f,(x)=— T pero f,(-x) = f,(x) = f, no es impar.
¥+
¢] Asintotas:
{ 1 P4 2x+2
D el e i 2
.':—awl‘!‘\ X -+ ]) X1 x+1

S.x = -] es asintota vertical.

i
x+14—— 2
. Xt = 2x+2
ii) [im x+1 . [zm—;«{—zl::m
Xy 0 x Ty x +x
£ 1 3 Lo
Iim| x+1+————x|= [im T =l=b
xr—eo x+1 g x4 ]

~ y=x+1 es asintota oblicua.



(W5}

) lim
e e

2

(2): —0\12
J

O=m

=b

2

2+l

lim
X
y =2 es la asintota horizontal.

X0

r 1
[l%—-—%m;-T s5ix <1
(x—%—})L
4x )
ST x> -1

ET

,;g'(x):o:zlw(—i?:o::»mmz, x=0. Pero x=0g (w1
X+

dJ f'(X):j

- :O:>x:0£_:(-l,+sc)

: dx
)=0= =i
H) (x*+1
Puntos criticos : ¥ =0, x =2 .
i 2
( l)"'_-7 ST x < —1
. x—+1)
=4
[W , St X =]
S =0=xF
. ]
f:{x}:(}:>3x2~1:Oﬁxmim—fe(wl,ﬁrm)
V3
. . . 1 1
posibles puntos de inflexién en x = i e
e} Intervalos de monotonia v concavidad:
AR
20,10, =
V3

I 7
(2), 2, L[]
\ V30 V3




1 1
— oo ) -1 - 0 —= o
W3 3
f(x) + - . - + +
AN A A

Luego: |

1. En (-=.-2) f es creciente y concava hacia abajo.
2. En (-2,-1) f es decreciente y concava hacia abajo.
en x =-2 hay un maximo que vale f(-2)=-2.

} J es decreciente v céncava hacia abajo.

B
H

-
!

e

s
I

E

-1, =
2
V3
-, O? J es decreciente y cédneava hacia arriba,
L3
hay un punto de inflexion que es | ~

€I X &= e

4 3
5. En LO, —= |/ es creciente y concava hacia arriba.

3/
en x =0 hay un minimo que vale f(0)=0"

Id

\

., N

+%  fes creciente y céncava hacia abajo

1.3 § b

[~
Py
=

/

&. En (—[:

WV /

en x = — hay un punto de inflexién que es |
W

V3

f) grafico.



EJERCICIOS:

Analizar y graficar, determinando intersecciones con los ejes, simetria,
asintotas, valores extremos, puntos de inflexién, intervalos de crecimiento,

decrecimiento y concavidad.

L. f(x)=x Vx~4

2. floy=223

i/z



3. fix)=Vor'-x,

¥'+2x -1
4. flxy=-——-r .
X
X
5. flx)=—"_.
/) 1+ x?

6. f(x)=Y(x+4F ~3(x-4F

T.ﬂﬂx%%;%‘
X -+

8. Sea f(x)=ax’+bx’ +ex+d. Determinar ab.c y d para que / tenga un
extremo relativo en (0,3) y un punto de inflexion en (1,-1).

Resp.ia=2,b=-6¢c=0 d=3.
Problemas de aplicacién de méximos v minimos.

Una de las aplicaciones importantes del Céalculo es obtener el
diserio 6ptimo de un producto. Por ejemplo, el problema de minimizar
costos 0 maximizar el volumen de un objeto, se reduce a determinar
minimes o maximos de funciones ,En cuyo caso se utilizan los criterios de
la primera o segunda derivada. La unica diferencia con lo tratado

anteriormente es como traducir un problema al lenguaje de funciones.
EJEMPLOS:

1. Una léamina de 16 c¢m. de ancho por 21 cm. de largo va a utilizarse para
hacer una caja rectangular abierta, cortando un cuadrado de cada
esquina de la lamina y doblando los lados hacia arriba. ¢Cuél debe ser
la longitud del lado de los cuadrados cortados para producir una caja

de volumen maximo?




Solucidn:

6-2x
6 para obtener

X Z v

o

21 X

Se sabe que ¥, = (212516 - 2x)x = 3361 — Tdx? = 43

Luego la funcién a maximizar es V', esdecir, V=1F(x)

SV (x) =336 - 148x +12x°
F(x)=0=23x" =37x + 84 = 0= (3x— 28){x -3 =0—

28 L
¥=-—.x=3 [puntos criticos)

3
Vi(x)=-148 + 24y

segun criterio segunda derivada se tiene:

280 28 .

Fi— >0= queen x=-hay un minimo,
L3y 3

"(3)<0= que en x=3 hay un maximo.

. el cuadrado cortado debe medir 3 ¢m. por lado.

2. Un trozo de alambre de 10 cm. de largo se corta en dos partes. Con
una parte se forma una circunferencia y con la otra un cuadrado.
Determinar el radio de la circunferencia y el lado del cuadrado, de tal

manera que la suma de sus areas sea minima.



Solucién:

A
i0cm. %
A i X
7 N @ ”
4
A 7
T M ¥
HW—x X £
4

10—x

2

Perimetro@ =2ar=10-x = r =

A:AE‘FAz :ﬁr1+—i:ﬂM+£:m{£ﬁ+i
16 47 I6 47 16
. la funcion a minimizar es 4 = 4(x)
¥ =40-+4x+mx

. -2 o1
A =0 -yt T -
(x) 472'( X) 8 &

40
4.7

=x{(d+my=40= x=

Aplicando el criterio de la segunda derivada, se tiene:

. 4+ ,
A(x)= L. Soen x= hay un minimo

8r 44+

0 40 .

T 4ig  A0+107 40 5 . : :

L or= Atz _ T (radio de la circunferencia)
2 2a{d+r) 4+
40

——
Xodzx 10 {lado del cuadrado).
4 4 4+

52 2
3. En la curva S +(221} =1 se inscribe un trigngulo isdsceles cuvo
LIS

vertice es  {0.2). Hallar la ecuacién de la base correspondiente al

triangulo de area maxima.




Solucidén:

A
y
x:¢y2
9 4
2
xxii'\fél*’_}:z
—p- X 2
j\/ \/J
Px,y)
-2
23:e(2~_1f) 3 7
A.) :*“-—““%—;::\/4“}’ (2"_}))

“ ra

- la funcién a maximizares 4= AW

3 -2y
A() = %[_\14-312 +(2*,V)—“"“”"2“)“;§
“ 244 -y
B el NER VLI VIR |
QL Va7 JJ 2 4y VA=)

ADN=0=y =y -2=(y=2(y=1)= 0= y=2,y=-1 (puntos criticos),

En este problema se analiza solo y=-lvaquepara y==2_4

Aplicando el criterio de la primera derivada, se tiene: A1

A0 <0
S para y=-l hay méaximo.

- la ecuacion de 1a base del triangulo de area maxima es N

=

Q

}F
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EJERCICIOS:

1)

w

u

0]

Determinar dos numeros positivos tales que su suma sea igual a 60 vy

su produéto sea el mayor posible, Resp.: 30y 30

Un trapecio isésceles tiene los lados igual a la base menor gue mide 10.
¢Cuanto debe medir la base mayor para que su area sea maxima?.

Resp.: 20

Se dispone de 100m. de alambre para cerrar tres lados de un terreno
rectangular, cuyo cuarto lade esta cubierto por un edificio. cCuéles son
las dimensiones del terreno para que el area encerrada sea maxima?

Resp.: 25, 530 y 25

Un granjero quiere construir un corral rectangular v dividirio por una
valla paralela a uno de sus lados. Dispone de 240m. de valla,
Determinar las dimensiones del corral de area maxima que puede

construir. Resp.: 40 v 60

Una recta pasa por M(a,b) perteneciente al primer cuadrante v forma
con los ejes coordenados un triangulo rectangulo. cCuants deben medir

los catetos para que el area del triangulo sea minima? Resp.: 2a 1+ 25,

Hallar la minima distancia del punto (4,2) a la parabola y* = 8x.

Resp.: 2v2.
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