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PREFACIO

Este texto ha sido elaborado pensando en Ia utilidad que podra prestarle al alumno
que se inicia en el estudio del Algebra Superior.

Por tal motivo, contiene los temas con que tipicamente comienzan tales cursos,
vale decir, légica matemiética, conjuntos, relaciones, funciones y ademis, cada
tema se ha tratado de presentar de manera tal que el alumno pueda tener facil
acceso a su contenido.

Fl texto contiene ademds un total de 111 ejemplos, desarrollados de la manera
mis diddctica que me ha sido posible y también propone un total de 40 gjercicios
abarcando todos los tépicos referidos. Aqui, se ha incluido un capitulo especial de
desigualdades e inecunaciones, por cuanto son necesarias para un iratamiento
adecuado de las relaciones y las funciones.

Espero que en este texto, los estudiantes encuentren el material que siempre
solicitan para complementar sus estudios de dlgebra y con ello consigan elevar sus
rendimientos en esta primera etapa de vida universitaria.

Con la ayuda de Dios espero poder desarrollar, en un futuro proximo, los tOpicos
complementarios de un curso de Algebra Superior.
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CAPITULOI

ELEMENTOS DE LOGICA MATEMATICA

La i¢gica matemdtica trata sobre las reglas del razonamiento deductivo v al mismo tiempo nos
entrega los elementos bsicos para un lenguaje matemético preciso,

En este curso haremos una breve introduccién al lenguaje propio de la 16gica matemdética Y 8u8

implicancias en 1a teorfa de inferencia l6gica, conocida también como teorfa de la demostracién o
teoria de la deduccién.

El objeto bésico de estudio de 1a 16gica matemética es Ia “proposicién”. Este objeto es considerado
primitivo, en el sentido que no admite definicién alguna que no sea a través de sindnimos. No
obstante, para dejar las ideas claras, entenderemos como “proposicién” cualguier afirmacién u

oracion que tiene 1a cualidad de ser Verdadera o Falsa, pero que no puede ser Verdadera v Falsa a la
vez.

En mestro lenguaje cotidiano tenemos muchos ejemplos de oraciones o frases con esa cuatidad,
como por ejemplo las siguientes:

“Arica es capital de Chile”, es una afirmacién FALSA
“Arturo Prat fue presidente de Chile”, es una afirmacién FALSA
“Una flor es un vegetal”, es una afirmacién VERDADER A

También hay otras afirmaciones dentro del contexto mismo de 1a matematica 0 de otras ciencias,
como por ejemplo:

“2+3=06",¢s upa afirmacién FALSA
“7 = 3,147 es una afirmacién FALSA

“la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°”, es una afirmacién VERDADER A
“ ¢l s0l es el centro de nuestro sisterna solar 7, s una afirmacion VERDADERA

El concepto de VERDADERO (V) o FALSO (F) que lleva asociado una proposicion se Te
Namard Valor de Verdad o Valor Logico de la proposicién.

Asf, el Valor de Verdad de 1a proposicidn “el afio tiene 12 meses” es Verdadero (que se simbolizars
simplemente por V) y ¢l valor de verdad de la proposicion “2 + 5 < 0” es Falsa (o simplemente F),

Cabe destacar que no_toda oracién es considerada una proposicion, come por ejemplo las
signrientes:

“¢Qué dia es hoy?”, no admite el calificativo de Verdadera o Falsa
“Trieme un café”, no admite el calificativo de Verdadera o Falsa
“x + 1< 57, puede ser Verdadera (para x=2 por ejemplo)

0 puede ser Falsa (para x=7 por ejemplo).




Lo importante en toda proposicion es que ella admita inequivocamente un sélo valor de verdad (V o
F). En clertos casos, el valor de verdad de una proposicion puede sernos desconocido, pere ello no
la invalida como proposicién. Por ejemplo, la afirmacién “En Brancia viven més de 5.000 chilenos”
no sabemos si es V o F, pero claramente s6lo uno de esos calificativos Je corresponderd, siendo por
lo tanto oire ejemplo de proposicion.

EJERCYCIO 1 : Sec pide al alumno escribir 10 proposiciones con sus respectivos valores de
verdad,

Notacidn; Con el prop6sito de tratar con diferentes proposiciones v estudiar més tarde las relaciones

entre ellas, introducirernos las primeras simbologfas. Una proposicién sers simbolizada por una
lefra miniscula, generalmenie p,g,7,5, etc.

Asi, coando queramos referirnos a 2 proposiciones diferentes, podremos asumir que ellas estdn
representadas por las lefras p oy g,

EJEMPLO 1: Considere las siguientes 3 proposiciones:

P2 *No hay ningin mimero entero menor que 7"
g: “Los alumnos de Ingenierfa Comercial son todos mayores de 100 afios™
1 “El mimero 17 es primo”

Los valores de verdad de 2. ¢ Y r sonrespectivamente FF V (recuerde gue un nimero natural es
primo si es divisible sélo por 1y por sf mismo, excepto el mimero 1 que po es primo)

Zn ¢l gjemplo 1, fueron utilizadas fas letras P . G, r para denotar las 3 proposiciones, no obstante

las mismas letras podrédn representar mas tarde a otras proposiciones.

FROPOSICIONES SIMPLES, PROPOSICIONES COMPUERSTAS Y _CONECTIVOS
LOGICOS,

Nuestro Ienguaje cotidiano se compone de frases u oraciones mds complejas que una proposicidn,

como por ejemplo, “la matemdtica es una ciencia bésica o es una ciencia aplicada, pero no es
ciencia social”,

La primera pregunta que nos surge es si la frase anterior es 0 no una proposicién. ; Tiene acaso un

valor de verdad?. En principio no lo sabemos y la dificultad radica en que 1a oracién anterior se
compone de oiras craciones m4s sitples, a saber;

P 1 "la matemdtica es una ciencia basica”, oracién Verdaders
g : “la mateméiica es una ciencia aplicada”, oracién Verdadera
r: “la matemdtica no es ciencia social”, oracién Verdadera

(En las oraciones ¢ y r se agregd el sujeto “la matemética™ para darle sentido a cada una por
separado).



La fundamentaci6n de porqué las 3 oraciones anteriores son verdaderas, radica en que Ia

matemdtica es una ciencia que puede desarroflarse independientemente de otras ciencias, se aplica
en muchas dreas del saber vy no tiene relacidn con el hombre como ente social.

Nuestra primera conclusion es que las oraciones P> g y v anteriores son proposiciones v que no

se componen de ofras mds sencillas, razon por Ia cual se pudo determinar directamente el valor de
verdad de cada una.

En consecuencia, la que antes se lamé Proposicidn , puede ser también llamada Proposicitn Simple
o Proposicién Atémica, para destacar el hecho fque no contiene en sf misma a otras proposiciones.
¢Seré que utilizando proposiciones simples podemos consiruir ofras més complejas? La respuesta
es afirmativa, pero para ello se requerirs de otros elemenios, lamados CONECTIVOS LOGICOS
cuyo propésito es precisamente permitir la conexidn entre proposiciones simples para formar
proposiciones méds complejas.

El hecho de juntar objetos simpies parg producir otros mds complejos Ip hemos visto en reiteradas
ocasiones. For ejemplo, tomando como objetos simples a las “letras del abecedario” podemos
generar objetos mds complejos como las “palabras”, que a su vez nos permiten Jormas “frases”,
Otro ejemplo lo vimos en la educacidn media, cuande estudiames como objetos simples a los
“conjumtos” que al combinarlos mediante operaciones como unién o interseccion, se producen
nuevos conjuntos mds complejos. También podrian considerarse come objetos simples a los seves
humanos, que de relacionarse entre st Jorman “familias” de seres humanos o “sociedad de
personas”,

Asf, nuesira oracién “la matemdtica es una ciencia bdsica o s una ciencia aplicada, perc no es
ciencia social”, se compone de las 3 Droposiciones p, g v r  ya mencionadas y de los conectivos
HD” y “WOHA

Una oraci6n compuesta por proposiciones simples ¥ conectivos i6gicos serd una  PROPOSICION
COMPUESTA, . Surgen las siguientes interrogantes: ;cudles son los conectivos 1dgicos que se
pueden utilizar?, ;c6mo determinar ef valor de verdad de una proposicién compuesta si conocemos
las proposiciones simples que la componen y los conectivos 16gicos que se han utilizado?

“Un maestro carpintero usa objetos bdsicos come madera y claves, ademds de algunos
pegamentos, para producir objetos mds complejos como muebles ; cémo determinar el cosio de un
mueble si se conocen los costos de los materiales bdsicos v los pegamentos utilizados?”

Antes de presentar los conectivos 16gicos que utilizaremos en este texto, vamos a referirnos a una
proposicitn especial generada a partir de una proposicién dada. Se trata de la NEGACION de una
proposicion,

Consideremos a proposicién p: “Arica es la capital de Chile”, cuyo valor de verdad es F. Al
negar la oracion anterior resulta “Arica no es la capital de Chile”, que por tener valor de verdad
{Verdadero en este caso) , resultd ser una nueva proposicién. Tenemos varias formas de simbolizar
2 la negacibn de p, siendo las més comunes: p obien ~ p. Ademds, no es casualidad que siendo
p Falsa, resulte su negacion Verdadera. Tamhiénsi p es Verdadera, su negacion ha de ser Falsa,



;COmo podrfan ser Verdaderas las 2 oraciones “Mafiana es Lunes” y “Mafiana no es Lunes™?
¢Podrén las 2 ser Falsas? Resulta “légico™ que mientras ura es verdad, la otra (su negacion) deberd
ser Falsa,

En consecuencia, cuando p representa una proposicion cualquiera, }; representard oira proposicién
que es Ia NEGACION de p. Ademis, cuando P es Verdadera, ;g; serd Falsa y también, cuando

P es Falsa, E serd Verdadera. El hecho que ry ?5; tengan valores de verdad contrarios, serd
resumido en 1a siguiente tabla de verdad:

p_p
V|F
F| v

Tabla 1
En la primera columna aparece Py mds abajo sus 2 posibles valores de verdad (dependiendo la

proposicion que representa p, a veces puede ser V v otras veces puede ser F). En la segunda
columna, aparece la negacién }_;; y debajo los valores de verdad contrarios a los de Do

EJEMPLE 2: Sean p: “Fn Chile no hay desiertos”
y  g:"Chile y Perd son pafses limirofes”

Se sabe que e} valor de verdad de pesFyeldeqes V. Las negaciones de Py de gson

P “En Chile hay desierios”

g : “Chile y Perd no son pafses limitrofes”,

cuyos valores de verdad son respectivamente, V y E,
;Qué sucederd ahora si negamos Ia proposicion p 7

La negacitn de }; serd p: “En Chile no hay desiertos”, es decir volvemos a obtener p. Mis
adelante destacaremos este hecho como una “propiedad” de la negacién.

EJERCICIO 2: Escriba las negaciones de las 10 proposiciones del gjercicio 1 y determine el valor
de verdad de cada una.

CONECTIVOS LOGICOS

Ahora estamos en condiciones de presentar 10s conectives ldgicos que estudiaremos, recordando

que puestio objetivo es aprender a2 “conectar” o “enlazar” proposiciones para formar otras mis
complejas.,

Los conectivos Iégicos (o simplemente conectives) que estudiaremnocs son 4, a saber, la disyuncién,
la conjuncién, la implicacién v la equivalencia.



La definicidn de cada uno de ellos, se hace sobre la base de teper 2 proposiciones (simples) que
denotaremos por py §. Como cada una de estas proposiciones puede ser V o F, dependiendo de Ia
oracion que se trate y tendremos 4 posibles maneras de combinar los valores de verdad de estas 7
proposiciones, a saber, p y g ambas Verdaderas, p Verdadera v q Falsa, p Falsa v Yerdaders, p v
q ambas Falsas. Es comiin que estas 4 “combinaciones” se presentan en una sola tabla de verdad,
la que presentamos a continuaci6n:

T/ —

mm<<%

v
F
v
F

Observe bien que 1a primera fila de 12 tabla contiene 2 las proposicionss p v ¢ ¢ inmediatamente
después aparecen las filas conteniendo las 4 posibilidades de V o F que mieden asumir estas 2
proposiciones. El orden en que se han puesto estas 4 combinaciones (primero V/V, lnego V/F, etc.)
no es obligatorio, pero es conveniente respetarlo para wniformizar nuestro trabajo y evitar el riesgo
que se nos clvide v/o se repita una de las 4 combinaciones.

I LA DISYUNCION

La disynncién de 2 proposiciones p v q es ofra proposicién, gue simbolizamos como p v q
(leemos p © q) y cuyo valor de verdad se define como Falso s6lo en el caso en que ambas p v g
sean Falsas, (0 sea que es Verdadero en los otros 3 casos). La siguiente tabla de verdad resume los
valores de verdad de p, @ v de la disyunciénp v q.

Pl gl pVg
vi v v
Vi Fl Vv
Flv] v
F| F F Tabla 2

Note Ud. que conociendo el valor de verdad de p y el valor de verdad de g, 1a tabla 2 le indica €l
valor de verdad de la proposicitn compuesta p v g (la tabla tiene 5 filas, reservéindose 1a primera
para las notaciones de las proposicioncs bésicas y Ias proposiciones compuestas, como la
disyoncion en este caso).

Para un manejo correcto de la disyoncién, es absolutamente necesario que usted comprenda bien la
tabla anterior.

Ellz se presenta come un “modelo” en que usamos las proposiciones p v g para conocer el valor de
p v g. Nos dice que la disyuncién p v q es Falsa s6lo en el caso que p es Falsa v g es Falsa.
£ Qué sucede si las proposiciones bdsicas sonp y s?



En este caso, la disyuncién p v s serd Falsa sélo cuando p sea Falsa y también s sea Falsa,

En consecuencia, no inporta ¢5mo se denoten las 2 proposiciones basicas, su disyuncién serd Falsa
s6lo cuando ambas son Falsas.

OBSERYVACION: Fn este {eXto usareimos repetidamente ¢l (érmino “modelo”, como una forma de
representar alguna situacitn general que se pueda aplicar en variados casos.

Por ejemplo, un “modelo” de ecuacidn de segundo grado es ax’ +bx+c =0, cuya solucidn estd
—~bt b ~dac
dada por x= 7 Este modelo se aplica en las ecuaciones
a

25 43x-4=0, —x*+5x+6=0 u owwas “del mismo tipo”, basta con asignar nimercs
especificos a los coeficientes a,b,c del modelo.

Otro gjemplo de “modelo” es la conocida formula (g By =g’ + 2ab+ b?, que se presenta con
leras a y b, pero que admite ser aplicado 2 una infinidad de casos como

2x+fyY =42 +4xfy+ y.
EJEMPLO 3: Considere las siguientes 3 proposiciones.

P+ “El cuadrado de todo niimero entero es par”
¢ : “rectas paralelas no se cruzan”
r: “la economfa es un drea de conocimiento de un Ingenierc Comercial”

wus valores de verdad som respectivamente F,V,V. Construyamos ahora algunas disyunciones
basadas en p,q,r. .

® p v g "El cuadrado de todo mimero entero es par o rectas paralelas no se cruzan”,

El valor de verdad se obtiene de Ia tabla 2, fila 4, es decir poF, qv,
Resultado pvg:V

® g v r:"rectas paralelas no se cruzan o la economia es un frea de conocimiento de un Ingeniero
Comercial”,

Aguf aplicamos 1a idea del modelo dado en Ia tabla 2, puesio gue las Proposiciones son ahora qy

r. Como sus valores de verdad son V y V (no son ambos Falsos) entonces g Vv 1 es también
Verdadero,

€ g v p: “rectas paralelas se cruzan o el cuadrado de todo mimerc entero es par”

El valor de verdad de 4; esF(yaquecldeq es V) v el valor de verdad de pes F. Como los
valores de verdad de % Y de p son ambos F, se deduce que el valor de verdad de é v peskE

® pvr :*Noes verdad que el cuadrado de todo nimero enteso €8 par ¢ la economia es un 4rea de
conocimiento de un Ingeniero Comercial”,



Primeramente observamos que para negar la proposicion compuestz p v r, 52 antepuso “no ey
verdad que”, para darle mayor sentide a la oracién compuesta. Si hubidsemos antepuesto solo “no”
habria quedado la oracién “no el cuadrado de todo...”. ;Le sonarfa bien asf? Concluimos que la

negacion de una oraci6n, agrega la palabra “no” u otra expresitn equivalente como “no es cierto
que” o bien “no es verdad que”, etc.

Intentemos ahora obtener el valor de verdad de Ia proposicion compuesta pvr. Primeramente es
necesario que veamos como s¢ formé tal proposicién: comenzamos por las proposiciones bdsicas p
y ¥ cuyos valores de valores de verdad con F y V respectivamente. Enseguida se formé la
disyancién p v r cuyo valor de verdad serd V (serfa F sdio si ambas Py r fuesen F, pero no es

ése el caso). Finalmente, 1a negacién dep v reslo que se simboliza por pvr vy su valor de
verdad serd I (contrario al valor de verdad de p v r).

OBSERVACION: Este #ltimo ejemplo nos muestra que al formar proposiciones compuestas, se
debe seguir un cierto orden en las conexiones que se realizan, Asi por ejemplo, una expresidn

logica (o proposicién compuesta) de la forma (W”g:} vr se ha'confeccionado de la siguiente
manera: las proposiciones bésicas son p,q,r. Primeramente se tiene la disyuncion enfre p v g, ¢s

decir pv g. Enseguida aparece la negacion de ella, o sea, pv g . Finalmenie se frata de la

disyuncién de  pwv g conr, es decir, (pv g)v r. El uso de paréntesis nos sirve de guia para

comprender o determinar el orden como las proposiciones se van conectando hasta formar Ia
expresion 16gica final.

Siendo asi, no deberfamos confundir la expresién (pvg) v r conla expresion (:5 v 5) v r. En
la segunda, se han negado separadamente las proposiciones bésicas p v a1 , para obtenerse
P ¥ gq. Luego se hizo vna disyuncién entre estas negaciones para ohtener P v gy

finalmente se hizo la disyuncidn de ;r; v % conr para obtener {}; v %} v,

Aprender a distinguir y respetar el orden de cémo las cosas se forman, es crucial. No es lo mismo
decir “el hijo del hermano de mi madre” que decir “el hermgno de la madre de mi hijo”,

EJERCICIO 3: Considere las 3 proposiciones del ejemplo 3, Se pide:

a) Escriba las proposiciones compuestas:
p v ry pvigvry (pvrivy

b) Deseriba en qué orden éstas se han formado.
¢} Determine el valor de verdad de cada una de ellas.

EJEMPLO 4: Suponga que se tiepen 3 proposiciones p, g, v cuyos valores de verdad son V, F, F
respectivamente (ahora no nos interesan ias oraciones que ellos representan sino sélo sus valores de

verdad). Se pide determinar el valor de verdad de la proposicion compuesta: 1; Vg vr.



Para resolver este problema, primeramente debemos tener muy claro el orden establecido en la
fabricacién de esta expresion iogica. Tenemos comsecutivamente log siguientes pasos con sus
valores de verdad correspondientes, segtin tablas 1y 2,

I. }; ey & (DEGACIGN de 1)
2 pvg P p (disyancién entre F y F)

3. 7 = V (negaci6n de )

4. (E v og) v r By (disyuncién entre F y V)

3. }5 Vg vr i (negacién de paso 4)

Otra forma de presentar este mismo esquema de trabajo es el siguiente:

5?595 rgg?i;vg?s;i(;?v@v;,}quvg

Vi F ¥ F F v v F

donde cada colummna indica un pase parcial en la formacion de 1a expresion l6gica propuesta.

EJEMPLO 8: Sipesuna Draposicidn F,gqesV y r es F determinar el valor de verdad de :

@vgv@vq

SOLUCION:

Pla| r|»
vV

Fy VI F

S ———— DU—

EJERCICIO 4, Suponga que tiene 3 proposiciones p, g, r cuyos valores de verdad son FEV,
respectivamente. Determine ol valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas:

A (pvrvyg

) {;vg}v {rv p)



(IT) LA CONJUNCION.

La conjuncién de 2 proposiciones p, g ©s ofra proposicién que simbolizamos como p A g
(leemos p y g), cuyo valor de verdad se define como Verdaderc sélo en el €aso que tanto P como

g sean Verdaderas (o sea gue es Falsa en los otros 3 casos). La tabla de verdad correspondiente a
la conjuncion es la siguiente:

Pl 9y P Ay

Vi Vv v

Vi F F

Fi vi FE Tabla 3
F| F F

Entendamos esta tabla como un nuevo “modelo” que nos permite obtener el valor de verdad de la
conjuncién entre 2 proposiciones.

Es bueno recordar que una conjuncién serd V sélo en el caso en que las 2 proposiciones que la
forman son también V, sin importar cémo se denotan tales proposiciones,

EJEMPLO 6: La conjuncion de las proposiciones :

P “elafio tiene 12 meses” (V)
G - "¢l afio tiene 366 dias” (F)

e p A g:elafiodene 12 meses y el afio tiene 366 dias”, cuyo valor de verdad es F, [iesto
que una de las proposiciones (en este caso q) es Falsa.

EJEMPLO7: Suponga que p, ¢, v son 3 proposiciones com valores de verdad FV.F
respectivamente. Determinar ¢! valor de verdad de la proposicién compuesta @ A c;) v lra p),

SOLUCION:

Tal como en el ejemplo 4, construiremos una tabla para indicar los pasos que se siguen hasta
conformar la expresiGn idgica propuesta. Ohsérvese también que ahora usaremos las tablas 1,2 v 3,
pues la expresion contiene negacidn, disyuncitn v conjuncién.

. ———— Fa 3 2
ip;\qé ?“/\pE r/\piip.f\g}vgr/\p) E

v

-

pl a|r]|

FI| v | F

<

F v Y ;
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EJEMPLO 8: Rcpetir ¢l cjemplo 7, suponiendo ahora que los valores de verdad son VY,V F,
respectivamente.

pl alr] ] prg |rap |rap |lpagvlan) |

VIV F | F F F Vv Vv

Como podemos ver, 1a misma expresion 16gica (}; Ag) v (rap) fuc usada cn los cjemplos 7 y 8,
resultando ser Verdadera para los 2 casos propucstos, vale decir, p Falsa, ¢ Verdadera, r Falsa
encleiempio7 v p Verdadera, ¢ Verdadero, r Falsa cn el ejemplo 8.

; Hay otros casos como esios 27 ;Cudntos son en total?

Ya sc establecid que cuando tenemos séio 2 proposiciones bésicas formando uma proposicion
compuesta, hay 4 posibles combinaciones entre sus valores de verdad, a saber, VV,VEFV y FF.

Ahora imagincmos que son 3 las proposiciones, digamos p,q,r pudiendo ser V o F cada una de
clias, dependiende las proposiciones que represeatan.
Ahora tendremos 8 posibles combinaciones de V o F entre las 3 proposiciones, a saber, VVV, VVE,

VEV, VEF, FVV, FVF, FFV y FFF. Cuando queremos analizar estas 8 combinaciones al mismo
tiempo, se sugicre usar una tabla de valores con la siguiente forma:

pl gl cxpresion logica
VIiv v
ViV F
ViF A%
VviF F
FI V '
FIl V¥V F
F| F W
F| F F

En consceuencia, al usar 2 proposiciones tendremos 27 = 4 pasibles combinaciones de V o F, ul
4y de N T . . . . - L.
usar 3 proposiciones tendremos 27 =8 posibles combinaciones de V o 7 al usar 4 proposicioncs
‘ 4 —_— .y - ~ H v 3 > 7 H H
tendremos 27 =16 posibles combinaciones de V o F y ¢l general, si usamos n proposiciones
tendremos 2" posibles combinaciones de V o F.

Obscrvando la tabla anterior para 3 proposiciones  p, g, r podemos darnos cucnta que no s
dificil cstablecer las 8 combinaciones mencionadas: en la primera columna (referida 2 p ) se coloca
cuatro 'V scguidas de cuatro F. En la scgunda columna (referida a g} sc colocan dos 'V, lucgo dos
F, lucgo dos V y finalmente dos F. En la tercera columna {referida a 7 ) dc colocan una V, una F,
una V,una F, clc.



11

Siguicndo esta metodologia, podemos construir una tabla de las 16 combinaciones V o F para ¢l
caso cn que tengamos n=4 proposicicnecs simples.

expresion 16pica

i~

e T T T M T T <

T T <TG <DLy
EEREM IR« M v IS R e Hie s IRl B o [Pl
T e T T e T T e

EJEMPLO 9: Considerc 3 proposiciones p,g.r ¥y la expresion ldgica (E A q) A (r v q).
Analice el vaior de verdad de csa proposicién compuesta, para ¢ada una de las combinaciones de V
y F que se pueden generar.

SOLUCION: Como tenemos 3 proposiciones simples participando en la expreston 1agica
propuesta, tendremos un total de § combinaciones de V. y T. Lucgo, confcccionamos una tabla de
verdad con esas § combinaciones y agregamos tantas cOUMAas Come $ea Necesario para representar

los pasos que se requieren hasta formar la expresion 1dgica.

La tabla de verdad resuitante cs la siguiente:

!

p

a | lpaailva)

=3
<y
3
>
)
oy
<
w0y

T T T < S <
T < < <
Ml em<T <
< << <o T
T o T T T
< =<0 S e T
<< <<
DRI e s S e

+En qué combinacién resultd F el valor de verdad de la expresién dgica propuesta? SoOlo ¢n una
combinaci6n, aquellacnque pesV, g es Vy r es F (la segunda combinacion).
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(Existcn cxpresiones I6gicas o proposiciones compuestas que  resuiten VY con todas las
combinaciones de V y F?

La respuesta ¢s Si y una {al cxpresion l6gica se e llama TAUTOLOGIA,

Il cjemplo 9 trata la cxpresidn G A q)v (r Vv Z]-) que no ¢s una Tautologia por haber sido IF en al
Menos un caso.

EJEMPLO 10: Verificar que Ia proposicién compucsta (p A q) % (;—5 A g) cs una Tautologfa.

SOLUCION: Bastarf construir una tabla de verdad con todas las combinaciones (4 ¢n este ¢aso) y
observa ¢l valor de verdad de la expresidn 10gica, en cada una de cllas.

p g prg prg (ag)vipag)

T
Tl
13T T
< L LT
<< <<

Como clectivamente ¢l valor de verdad de (p A q) v (p A q) resultd 'V en los 4 cases, podemos
afirmar que ecsa expresién 16gica s una Tautologia.

¢Existen proposiciones compucestas cuyo valor de verdad sca sicmpre F?

La respuesta es Si, y una tal expresién 16gica sc llama CONTRADICCION.,

Observe que cn ¢l cjemplo anterior sc obtuvo s6lo V para la expresién 16gica (p A q) v f; A q) ,
¢qué pasaria si negamos csa cxpresidn, o sca, qué valores de verdad tendremos para

(p A q) v 7 Aq)?. La respucsta cs, obviamente, que  tendremos sélo F. Luego
(p A q) % (p /\(]) cs una contradiceidn.

EJEMPI.O 11: Verificar que 1a expresién lgica (p % q)/\ ‘; A 5) ¢s una coniradiccion,

SOLUCION;
pl alpvalpva pl g |pag | prg (pvarlpag)
viv] v | Firlr !l F v F
vIiFl v I F|FE[v]|F v F
Fl V] VvV | F |V F]|F v F
F | F F ol v ivyv iy F F
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Como cn las 4 combinaciones obtuvimos valor de verdad F para fa expresion Iogica, clla cs una
contradiccion,

LEJEMPLO_12: Determinar si la cxpresion 16gica lp A G v ;')Jv E cs una Tautologia, una
contradiccién o ninguna de ambas.

SOLUCION:
p q t q qu pAGVi') p I_PA(C_IV.P')JV [)
VIV|VI|F Y \Y F Y
V|iV] E|F F F F F
VIF| V|V \Y v P Y
VIF}|F|V Y v F %
Flv|VIF \Y F \Y \Y
F|V|FIF F F \ Y
FIF | Vviv | V F Y% \Y
F|F | Fiv v F \Y v

Como el valor de verdad obtenido para b} A G % r)}v ;7" no ¢s sélo V, podemos concluir que no

sc trata de una Tautologia. Tampoco ¢s Contradiceion puesto que 1os valores ebtenidos no son sdlo
F.

Este tipo de expresiones 16gicas que no son Tautologias ni tampoco Contradicciones, se fes Hama
CONTINGENCIAS.

EJERCICIO 5,

Si pesuna proposicion V, g esFy r es I, determine el valor de verdad de:

a) (]‘7/\(])\/“;

B (pve)vlap)

o pva)vFEva
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EJERCICIOG. ‘

Determing si fas siguicntes éxprcsioncs 16gicas son Tautologfa, Contradiccion o Contingencia,
) (pAg) A (pVY)

b) (P Ag) APV Q)

c) [pv (ra 5)] A{r v };)

v

I~ LA IMPLICACION O CONDICIONAL

Este serd nuestro tercer conective 1dgico. Su manejo es mds delicado que los dos anteriores por 1o
que haremos [as aclaraciones pertinentes a su definicion.

La implicacién cntre dos proposicioncs p y ¢ es otra proposicidn, que simbolizamos como p
= ¢ (leemos p implica ¢) y cuyo valor de verdad ¢s Fsdlocn el caso que p sea V y g sca
F (serd V en los ofros 3 casos).

La tabla de verdad correspondiente es la siguicnte:

24 | CI' I :'({I

v olv v Tabla 4
vV |F F
Fov v
F |F Vv

Aqui observamos una gran diferencia con las tablas 2 y 3 de la disyuncitn ¥y conjuncién
respectivamente. Fijémonos cn las filas correspondicntes a las combinaciones V/E y FiV.

En ¢l caso de la disyuncién (tabla 2), ambas filas ticnen V como resultados, o que quicre decir que
la disyuncién entre una proposicién V y otra F, no importa ¢l orden | resulta ser V. Por olra parte,
para iz conjuncién (tabla 3), ambas filas ticnen F como resuliado, 1o que guicre decir que Ia
conjuncidn entre una proposicién V y otra F, no importa ¢l orden . resulta ser F

Pero ahora, en la tabla 4 de la implicacion, la combinacién V/E produce resultado F, en tanto que la
combinacién F/V produce resultado V. Para la implicacién, sf importa ol orden en que sc hace la
implicacién, por lo tanto sc sugicre tener CUIDADO.

Lste hecho no es nuevo para nosotros y lo observamos en las operaciones aritméticas bdasicas: al
sumar nocon m, no inferesa el orden en que se haga la suma, es decir da lo mismo simar primero n
lnego m o a la inversa, primero m luego 1. Este hecho lo simbolizamos por: n+m=m+tn ya
tal propiedad de la adicidn se le conoce como “conmutatividad de la adicidn”.
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Cono no hacemos distincion entre cual de los dos niimeros debe ir priniero en una suma, ambes se
Haman igual: “sumando”. Otra cosa muy distinta sucede con lu “diferencia” o “resta” entre
n y m. Yano es lo mismo n—m con m-—n. La “diferencia” no es wia operacion
“conmutativa”. Exte hecho nos Heva o denominar de manera distinta a los dos actores en i resta
como n—m. El primere (o sea n) es Hamado “minuendo™ y el segundo (o sea m) o es
Hamadosustraendo™.

Volvamos ahora a la implicacién. Ya quedd ciaro que no es lo mismo escribir p =g que
g = p, puesto que sc han cambiado las posiciones de p y ¢ . Siendo asi, ¢s conveniente saber

diferenciar bien cudl es Ia proposicién que estd antes del simbolo =, con aquella quc cstd despuds
del sfmbolo = . En una implicacién como p => ¢, la proposicién p que cstd antes del simbolo

"= sc Hama “antccedente” v ia proposicién ¢ que estd después del simbolo = sc llama

/N

antecedernte consecuenie

“consccuente”,

Lucgo, sabemos que una implicacién serd F s6lo cuando cl antecedente sca V y ¢l consccuenic s¢a
F. Esto nos ayudard a no confundirnos al momento de obtener ¢! wvalor de verdad de ouna
implicacion.

Por ejemplo, si ¢ esV y r cs Fentonces g = res F, pues el antecedenle g cs V oy el
consccuente r es F. No obstante, 1a implicacién » = g es V, puesto que ahora ¢l antecedente r
es Iy el consecuente g cs V.

El hecho que la implicacién p=> g sca FALSA, nos dice que cs false que una proposicion
Verdadera implique una proposicién Falsa, o dicho de otro modo, una proposicion Verdadera no
pucde implicar una proposicion Falsa.

EJEMPLO 13 Sean p,g,r tres proposicioncs con valores de verdad V.F V. respectivamente.
Determinar ¢l valor de verdad de :
a) (p=>gq)r{g=>r)

b) r= Lr)/\ (;}vr)J

i

SOLUCION: Observando con cuidado cuél es ¢l antecedente y cudl es ¢l consecuente cn cada
implicacién, tendremos:

a) pl g v | p=q | g=>r | (p=2aalg=r) |

I
VFIV F v F
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b} Pyoq o r " 4] ;;vr |p/\(2;\/r) Ir:blp/\(qu)! [

v F Y F hY% v A% v

EJERCICIO 7 : .

1. Recpila ¢l ejemplo 13 suponicndo ahora que las 3 proposiciones p, ¢, r licnen valores de verdad

F,V,F, respectivamenic.
2. Determine si son Tautologias, Contingencias o Contradiccionces:

2 [(p=q)arl=(vp)
b p=grg=nl=p=1

Hasta aqui hemos dado énfasis al mancjo adecuado de la tabla 4, que nos ensefia a obtener ¢l vajor
de verdad de una proposicidn compucsia mediante ¢l conectivo “implicacidn”.  Sin embargo, hay
olros aspectos muy importantes que destacar y aprender.

Ya sc menciend que en la implicacién  p = ¢ , pes llamado “antecedente” y g ¢s llamado
“consccucnie”. Estos dos nombres ticnen su razdn de ser. Un antecedente se reficre a un dato © una
informacién conocida, como por cjemplo “antecedentes comerciales de una persona” ©
“antecedentes de un proceso judicial”. Es en base a Ios antecedentes que algo sc decide, sc realiza ¢
sc concluye (un préstamo bancario o una sancidn penal son ejemplos de conclusiones),

Aqucho que sc concluye de los aniccedentes ¢s una consecuencia de los mismos y por tal razén
tienc sentido usar cl término “consceuentc” para referirnos a la proposicién ¢ cn fa implicacidn

p = ¢g. Estc ¢s ua hecho fundamental cn la disciplina matemdtica: aprender a obtener
censccuencias “validas” o verdaderas a partir de antecedentes dados.

En matemdlica, usamos los términos “hipdiesis” o “premisas”, como sinénimos de antecedentes;
son hechos o afirmaciones que asumimos como verdaderas y a partir de las cuales querernos oblener
una “conclusion” o “tesis” también verdadera. La manera como manipulamos nucstras premisas,
hipdtesis o antecedentes es crucial para obtener conclusiones vilidas.

Por ejemplo, para un abogado las premisas o antecedentes que puede utilizar son las leyes. Usando
apropiadamente esas leyes puede obtener algunas conclusiones vdlidas, digamos veredictos a su
faver.  Estos veredictos pasan o ser unevos antecedenies  wiilizables  con posterioridad
(Jurisprudencias). Mejores resultados tendrd aguel abogade gue mejor conozea las leyes, las
Jurisprudencias vy las manipule con inteligencia y creatividacd,
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INTERPRETACION CONDICIONAL.

La implicacién (o condicional) p =» ¢ es muy comin leerla como:

si pentonces g
vy que clla sca VERDADERA significa que si asumimos o condicionamos que p  sca una
proposicién Verdadera entonees (o sca concluimos que) ¢ es también Verdadera.

EJEMPLO 14:

Sea p:“cl afio tiene 12 meses”™ (V)
‘g : “Arica sc encucntra cn [a Ira. Region™ (V)
r: “Arica es capital de Chile” (F)

Tencmos:

a) p= g:“clafioticne 12 meses implica Arica sc encuentra en fa Ira, Region”, o bien,

“si ¢l afio tiene 12 mescs entonces Arica sc encuentra en la Ira. Regidn™
Como p esV y g ¢s V concluimos que la implicacion o la condicional p = g cs Verdadera,

b) g = r:“Si Arica sc encuentra en la primera region entonces Arica cs capital de Chile”.
Como g esV y resF concluimos que g = res Falsa, 0 sca que 7 no o§ consecuencia
I6gica de g.

c) pAag=r :"“Siclafio ticne 12 meses y Arica se encuentra en la primera regién entonces

Arica cs capital de Chile”. Como p cs 'V, g es V, fenemos pAag Verdadera, Como ¢

antecedente p A g ¢s V y ol consecuente r es I, tenemos que  p A g = »es Falso, En este
caso, entendemos que con las 2 premisas p y ¢, no podemos obtener r como conciusion,

d) pag=>r:“Siclafio icne 12 meses ¥ Arica no sc encucnira en Ia primera rogidn entonces
Arica no cs capital de Chile”. Ahora pesV, g esF, porlotanto pag os 7 Como pag
es F y res V, tendremos que pag=>r cs V. En cste caso, con ias dos promisas

P ¥ g, laconclusién r escorrecta.

EJEMPI.O 15:;

Determinar si la siguiente proposicién (compucsta) es Tautologfa, Contradiceion o Contingencia:
[pata= p) Jxﬁ‘ﬁ
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SQLUCION; _ _
plalp lga=p| palg=p) [p«\(q = p)J:> P
V.| V.| F \'A F \%
vi F| F v F Y
Flv]|V F F \%
FI|F|vV \% v F

Recuerde que debe mirar bien cudl es ¢l antecedente y cudl ¢s el consecuente en las implicaciones
de las columnas 4, 5y 6 de la tabla, La cxpresion I6gica s una conlingencia. Sélo para la Gitima
combinacién { p Falsa, g Falsa) la implicacion resultd Falsa, lo que quicre decir que sélo en ese

caso, p 0o cs consecuencia 16gica de {; Arlg = p)J

UNA APLICACION A PROGRAMACION:

La implicacién o condicional es una de las tantas “instruccioncs” que un computador pucde
procesar. En esta aplicacion, se traduce “si”" como “il”" y “entonces” como “then”, quedando “si p

gnlgnces g™ traducido como “if p ihen ¢". La interpretacion cs cxactamenic la misma que
hicimos para la implicacion. El computador comprueba si Ia condicién p es Verdadera Y €R caso
de serto, pasa a cjecutar da sentencia ¢. Encasoque p no sca verdadera quedan dos opciones: una

¢s quc fermine con csta insiruccion y pasc a cjecutar Ia siguiente; la otra opcién es que se Ic indique
expresamente [o que hacer si p cs Falsa.

De este modo, resuita una instruccién adn mids completa y que lleva Ia forma siguicnic:
If pthen g si pcntonces g
clse r §ino r

que debe entenderse asit El computador analiza la veracidad de p-
Si p resulta Verdadera, sc pasa a ejecular ¢ .
Si p resulta Falsa, se pasa a cjecutar r,

Cira forma de representar lo mismo es mediante un “diagrama de flujo” como el siguicnic:

v
——¥ | g
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EJEMPLO 16: Considerc la siguicnle instruccién:

If 3>2 then A=4
Else A=7

¢ Qué valor de A sc entrega como resultado?
SOLUCION:

El computador analiza si 3>2 ¢s V o F. La respuesta serd V. En csc caso cjecuta la orden que sigue
a “then”, o sea hace A = 4. Asf, el valor dc A que sc entregaes A =4,

En ¢l contexto de la programacién computacional, el conectivo disyuncién (V) se traduce como
“OR”, ¢l conectivo conjuncién (A) se traduce como AND y la negacién como (NOT).

Asi por gjemplo, (p A E) v r seescribe (p AND (NOT @) ORr

RJEMPLQ 17: Considere la siguiente instruccion:

1r[(3>2)AND (0> 0)OR (5<—1))] then A=-=2
efse A=l

;Qué valor de A resulta?
SOLUCION :

Analicemos primero el valor de verdad del antecedente.

[(3> 2)AND ((1>0) OR (5 < —1))]

ooy

A [Vv F}

. -
-

A%

Como et antecedente es V, feemos fa instruccién que sigue a “then”, o sca A=-2.



RIEMPLO 18: Dado los valores x= 5 s y=-—1; z=-3, cncuenireel valor de A en:

ifl(x> y~1)OR (.xz">1—z)J AND (x—y<z-1) then A=(x=y+2z)°
else A=(x—y) +z

SOLUCION: Analicemos cada proposicién que compone ¢l antecedente:

x>y-—1 significa 5> (=1~1, o sea, 5>-2 Verdadera
x*>1-z significa 25>1-(=3), o sea, 25> 4 Verdadera
x—y$z—1 significa 5—{(-1)<-3~1, 0 sea, 6 <-4 Falsa

Lucgo ¢l antecedente tiene valor de verdad (Vv VY AF, osca, F

De modo que pensamos a ejecutar “else” y 1a respucsta serd ;
A=(x—=yY¥ +z=(6-(-1)°-3=36-3=33

EJERCICIO & -
Determine ¢l valor de A, en cada caso:

1) 1fl{1>9)0R (9> 1)] then A=-7
else A=4

2y If [(Arica es capital de Chile)AND (~3 es nimero impar)]
then A= (~—é—+ 2)°
else A=14243+. ... +50

IV.- LA EQUIVALENCIA O DOBLE IMPLICACION O BICONDICIONAL

La cquivalencia entre dos proposiciones p y ¢ cs ofra proposicion, que simbolizamos como
P& g (leemos " pocquivalentecon_g ", obien” psiysGlosi ") v cuyo valor de verdad es V
soloencl casoque py ¢ iengan cl mismo valor de verdad (ambos V o ambos ).

La tabla de verdad correspondicnte cs la siguicnte:

plog| peg

Tabla 5

T < <
o T
< T T <
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EJEMPLO 19: Si  p,q,r son 3 proposiciones cuyos valeres de verdad son, respectivamente
V.EV, determinar el valor de verdad de:

o= avrle (pva)

SOLUCION: Siendo p verdadera, tencmos }; Falsa y sicndo ¢ Falsa tenemos 5 verdadera.
Lucge p= 5 ¢s verdadera y entonces (p = —q—) v r es también verdaders. Asl, el lado izquicrdo

de la expresién propucsta ¢s verdadero. El lado derecho E v g resulta Falso.

Se concluye que Kp = E)v rJ = G; v q) es Falso, lo que quicre decir que los micmbros
izquicrdo y derecho de esa expresién no_ son equivalentes (unces ¥V y ¢l ofro es F).

Resumimos ast: Kp:} E) v r'J & Cr; v q)
Y A
NE—
v Vv F F
— — ,
vV =] F
F

EJEMPLO 20: Construya una tabla de verdad para l(p = E)/\ ;}<:> [(p v q} A z']

SOLUCION:
(1 2)

Adalrdagrip=2g |(p=2gar] pyv gl (pvann ) e
vl VIV|F| F| F F Y Y r
vl VIF|F{ V| F F Y Y
Vi FIVIV| F| V F Y \Y F
Vi FIF|IVIV] Vv % v F F
FI ViVIFI F V F v \Y I
F| VIFIF| VI V Y \Y F 3
F| F|VIV| F| V F F T v
Ft FIFIVv|I vl v v F F r
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La cxpresion 16gica resuité Verdadera sélo en 2 casos (V/V/F y F/F/V}) y Falsa cn los demds, por
To tanto sc trata de una contingencia,

¢ s

EJERCICIO 9: Dctermine si las siguicntes expresiones I6gicas son Tautologias, Contingencias o
Contradicciones: _ 5

) (p=q) e (pve)
b} ipA@V:')J@ L;V(QAI')J

¢) pﬁq@(;vq

A csta alwra de nuestro desarrollo, suponemos que el alumno concce y mancja bien los 4
concctivos 16gicos presentados.  En lo que sigue, trataremos de dar énfasis al mancjo de las
“nropiedades” que cllos poscen y las consccuencias de las mismas. En este conlexto cuando nos
referimos a “propiedades”, nos referimos a expresiones 1gicas “siempre verdaderas”, vale decir,
Tautologfas o Tecoremas Logicos. Serén presentados como “MODELOS™ generales, porque su
aplicacién se extiende a cualguier otra expresion similar en su forma o estructura,

Por ¢jemplo, of alumno pucde verificar que [p = q]ﬁ (;v q) cs una Tautologia. Ello nos

indica quc una implicacidn del tpo (P = ¢)es ¢guivalenle con (p v g), o sea con la disyuncidn
entre la negacién del antecedente con ¢l consecuente. Este hecho se pucde aplicar ahora a

cualquicr otra implicacién. Por cjemplo (p A ¢) = p serd cquivalente con la disyuncidn entre la

negacidn de (p/\a) con }; vale decir, [ (p/\g) = ]<:> pAé v E

Una consccuencia importante de una cquivalencia p < ¢, ¢s quc como p y ¢ lenen el mismo
valer de verdad, es perfectamente licito poder reemplazar o sustituir p por ¢ cada vez que 1o
desecmos.

Asi por cjemplo, podremos reemplazar p = ¢ por olra expresién cquivalente a clla como cs ¢l

caso de EV(/.

Lo anterior nos lcva a presentar un conjunto de propicdades, Tautologias o Teoremas Logicos que
utilizan negaciones, disyuncioncs, conjuncioncs, implicaciones v cquivalencias.

El listado no pretende incluirias todas, sino sélo las quc considercmos mds fundamentales y que
usarcmos en lo que sigue del texto. Allf se han agrupado de acucerdo a su similitud y se¢ ha colocado
¢l nombre con que sc las puede identificar. Ademds sc ha simbolizado por T una Tautoiogia y por -
C una contradiccidn,
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TAUTOLOGIAS BASICAS O TEOREMAS I.OGICOS

& IDENTIDAD :

l-pAaT ®p
2-pAC & C
3-pv Cep
4-pvT <T

IDEMPOTENCIA :
S-pApep
b-p vV PP

INVOLUCION O DOBLE NEGACION :

1-p <= p

CONMUTATIVIDAD :
8- pvg &gV p
O9- pArg @gAap

ASOCIATIVIDAD :
W0-palgary e (parginr
H-pvigvre (pvgvr

DISTRIBUTIVIDAD :
12-parlgvry e (pagyvipar
B-pvigarn e (pvaalpvr)

DE MORGAN:

14- prg & pvg

15.- pvg < EAE

ABSORCION:
16-palpva)e p
17.-pv(p/\q)¢:> )2,

CONTRARECiPR_OCA:
18- (p=q)e (g=p)

TRANSITIVIDAD:
B-lp=29alg=r)l=(p=r)
20.-[(p = gnrlge )= (per)

OTRAS IMPORTANTES:
21.- (p::~ q)d:b (;vg)
22-p= g & (pAE)
B-p=p
24.- p:>(p v q)
25-(pagl=p
26- (pAg)=q
27-[palp=9)l= g
B-(p=q)e(p=q9rg=r]
9-peqelpag)vlonan)

.3(}.—p4:>q<:>(;_7¢:>q

e perge=ipe q)

32.- (pv};)@?"
3-(pap)eC

#-Te C

35-C &7

36- (peq) @ (gep)

31- (p=q)e prg)=C)

B- (pe=g) e G)'::;»E)

39.- [p::» (q er@ %{/7 A Z}}:: z‘J
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EJERCICIO 10: Vcrificar, usando tablas de verdad que cada una de las expresiones légicas del
listado anterior, ¢s cfcctivamente una Taulologfa,

EJERCICIO 11: Analice detenidamente cada una de las Tautologfas del listado anterior y trate de
memorizarlas.

Este cjercicio, le tracrd al alumno grandes beneficios al momento de “aplicar” propiedades cn
gjercicios més complejos, como se mucestra a continuacion.

EJEMPLO 21: (simplificacidn de expresiones 10gicas)
Simplificar la expresion EA (p=q)
SOLUCION: Simplificar una cxpresién, consiste ¢n transformarla cn olra equivalente , usando las

tautologfas bdsicas. Cada paso o transformacién que sc haga, ird indicando ¢l namero de Ia
tautologia bdsica usada.

gA(p=q) = qrpva) (Taut, N°21)
@ {(gap)vigag)  (Taut N°12)
= (5/\ pyvC (Taut. N°33)
<> (;1 ) (Taut. N°3)
<> (g = p) (Taul. N®21)

Scgiin la Tautologfa N® 20, sc concluye que la expresién original cs gquivalente con la (lima
obienida, vale decir, lgr A q)jc:» (g = p) csuna tastologfa.

FJERCICIO 12: Simplifique las siguientes expresiones:

0 (PAPV(pAg) Respucsta: p
b pa (Ev P) Respuesta: :r;
) p=>{pag) Respucsta: pa 5

EIEMPLO 22:

Transforme la expresion p = (2 < ¢) cnolra cquivalente que $610 use negacioncs, disyuncioncs
¥ conjuncioncs.

SOLUCION: Aquf s¢ usan las Taulologias bisicas N° 21 y 28,

Poponleh=arGg=rm|  cws
o [}3 = (pvg)algy p))} (Taut. 21)

= [I_)V (Pv Ay p))J (Taut. 21)
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hasta aquf se ha cumplido el objctivo; simplificando continua;

&= b)V ((};v;),\ {gv p))J (Taut. 7}
R [p % ([—)vg) ]/\ [p v (gv p)J {Trut, 13)
@[(pv_,r;) va) }/\[pv(q\fp)} {(Taut. 1D

= lT v Ialpvigv p)J (Taut. 32)
« [T ]/\ [P vigv P)] {Taut. 4)
& [p v (g v p)}/\T (Taut. 9)
& pvigvp) (Taut. 1)
< pvpvyg) - (Taut, 8)
& (pvp) vy (Taut. 11)
&= pvy {Taut 6)

EJERCICIO 12: Transforme las signientes expresiones en otras cquivalenies que sélo usen
negaciones, disyunciones y conjunciones.

) pepvyg
by p=qg v {g= p)
¢ p={g=>r)

BJEMPLO 23: Usando las Tautologias bdsicas, demuestre :
{(p=2g)nr & Kr::: oA r= q)J

SOLUCION: El ejemplo consiste en demostrar que la expresion 1dgica {(p=> g} A7 cs§
equivalente con l(r = p)A (r= q)J Esto ¢s exactamente 10 mismo que demosirar que la

expresion (p = g) Ar < Kr =p) A (r= q)J cs una Tautclogia.

Una mancra de resolver el problema consiste en comenzar por uno de los dos miembros de la
cquivalencia propucsta y transformario cn ¢l otro miembro, usando cxclusivamonte tautologias
bisicas del tipo equivalencias, como aquellas del listado con nimeros 1, 2, 3, 4., 18, 21, 22, 28,
29, 30,..., 39. (Observe que las restantes, con nimeros 19, 20, 23, 24, 25, 26 v 27 son sélo
implicaciones).

St comenzamos con ¢f micmbro izquicrdo fenemos:

(p=>@Ar «(p=q v r) , (Tautologfa N° 14
e(pvgv ), (Tautologfa N° 21)
= (:;; A ;} vro, (Tautologfa N° 15)

e (pA E) v or o, (Tautologia N° 7)
S Evipag) ,  (Tautologia N°8)
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& (F v o)A (; v a) . (Tautologia N" [3)
@@= pya{r= E) . (Tautologia N°21)

EJEMPLO 24: Usando las Tautologias bisicas, demucestre  p = 5 & (pAag).

SOLUCION:  Procedamos como en el ejemplo anterior:

y = 5 = }; v a (Tautologia N° 21)
o pag (Tautologfa N° 15)
&P Ag (Tautotogia N°7)

Aprovechemos cste mismo cjemplo para mostrar otra forma de demostrar p == g < (pA Q).

Sec trata de demostrar que fa expresidn anterior es una Tautologia, csto ¢s, podemos demostrar que
la expresién se puede simplificar (usando sélo propicdades del tipo cquivalencia) hasta convertirla
cn T. Veamos c6mo se hace,

’:p=>mq- = (pAg)}@[pwEm {p/\q):',«li(p/\q):ﬁ p:ﬁﬂ (Taut. N 28)
@[[}::?Ev(p/\q):' A[W)szsﬂ (Taut. N°21)
<> Kp::» a)v(pAq)]A[m}vP :«:»5} {(Taut. N°7)

> [pva) v (p/\q)]/\[p/\g v};va] (Taut. N° 21)

& pAag V(p/\q)}f\ [pf\qv » Vﬂ (Taut. N° 14)

= J/\qv(p/\q)}/\lip/\qv(j;/\;] (Taut. N° 135)

& [/)/\fi'\/ {[)/\([)J/\ [JJ‘A(/ Vo oA q)J (Taul. N* 73

= [_p/\(/ v (p/\q)J (Taut. N° 5

@ paglvipag)  (TautNs)

= T (Taul. N°32)

Este método resulté bastante mds complicado o (edioso que ¢l anlerior, pcro ¢s convenicnle que s
conozca su {uncionamiento,
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EJEMPLO 25: Demostrar p v {(pAq) & p

SOLUCION:  Esta expresion Iégica cs la Tautologia bisica N 17 y aungue cs muy simple
demostrar que cs Tautologia usando tabias de verdad, lo haremos mediante Ias propicdades bisicas.

pv(pagy e (paT)v(ipag) (Tautologia N° 1)
S paTvy) (Tautologia N° 12)
S palgvT) (Tautologla N° &)
< paT {Tautologia N° 4)
& p (Tautclopia N° 1}

EJEMPLO 26: Demostrar 12}/\ (p= q)J:::» ;

SOLUCION:  Se pide demostrar que [(:r/\ (p= q)Jm E es Tautologia.

Observemos que csta cxpresion légica es upa implicaciGn, cuyo antecedenie ¢ Z}/\ (p=>qg)y
cuyo consccuenic es E Sc trata entonces d¢ probar que }; cs consccuencia ldgica de
E A (p =2 ¢) . Nuevamente 1o haremos mediante 2 mélodos:

(a) Comenzando por cl antecedente y usando propiedades de equivalencias ¢ implicaciones, Hegar
a obtener el consccuente,

ast, gap=le lin G vl (Tautologia N° 21)
=S (_q;f\ E) v (E Ag) (Tautologia N° 12)
= (E A E} v C (Tautologia N° 33)
e qgap (Tautologiz N° 3)
= ; (Tautologia N® 26)

Observe que se usaron 4 cquivalencias y s6lo una implicacién en ¢l desarrolio anterior, pero
cllo hace que prevalezca sélo la implicacién de g A{p = ¢) lacia p.

Imagine las < como calles de doble trdnsito automorriz y las = como calles con trinsito en un
solo sentido. Si Udl signe el cennino A <= B = C & D, claramenie . preede Hegar desde A
hasta D, pero no al revés (no puede pasar de C a B. Luego se tiene A = D pero no se tiene
D = A, es decir no puede escribirse A < D,

(b) El otro método consiste cn probar que toda la expresidn 1dgica iq ~p= q)Jm ; es
equivalente & una Tautologia.
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Veamos: (lq/\(p = q J::v p) (‘. (p v q)J-——b p)
[qf\(p v g) Jv p

elvipaglve

elgvpr@valvs
@ fgvp)atlvp
e gvp)vp
@qvipvp
g v T
=
Se deja al alumno o tarea de Justificar cada paso en ¢l desarrollo anterior.

EIEMPLO 27: Demostrar E = (p = q)
SOLUCION: Probaremos que Ia expresién 16gica es una tautologfa, usando 3 métodos:

{a) Méiodo Dircclo: consiste cn comenzar con cl astecedente p y usando cquivalencias ¢
implicaciones, obtener ef consccucnic p = g.

En cfecio, };:> qu = (p:;-q)

{(b) Ahora transformarcmos Ia expresion completa en una tautologia:

p=p=alervp=g « pvip=q) = pvipv)

= ;v};)vq &= Tvg &gvT &T

{c} Usaremos la propiedad contrareciproca (Tautologia N° 18).

[_/; = (p= q)}«:::» [:p =g = p] {Tautologin N° 18)

D ip= g = [)J (Tautologia N° 7)

Como las 3 cxpresiones son equivalentes, bastard con comprobar quc la ditima cs una

Tautologia, vale decir, con cl antecedente p = ¢ concluir P

En cfccio: p=>qgep /\a (Tautologia N° 22)
= p (Tautologia N° 25)
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EJERCICIO 13: Demucstre usande propicdades, que las siguientes cxpresioncs logicas son
Tautologias.

n lpag)=rlellb=r)vig=n]

D) pege(peq)

o p=@g=nlellprg=7]
9 (p=g=lprn= q]

9 (p=q)e(prg=0C)

El ¢jercicio (€) anterior entrega una expresién equivalente con la implicacion p = ¢. Se trata
de (p A a): C conocida como “reduccién al absurde”, aunque podrfamos llamarlo
“reduccién a una Contradiccién”, pues sc trata de obtener una contradiccion (CY a partir del

aniecedente pAg.

Veamos un ejemplo préctico donde apliquemos la expresion (¢) del ejercicio anterior:
Demostrar que: “si #1° ¢s un niimero par entonces 1 es un nimero par”

Solucién; Aquf p:n’ csun nimero par.
g .7 €S un nimero par.

Luego la implicacién p =» ¢ sc puede transformar en pAag=C, o sea, si n° csun
nimero par A 1 esun nimere impar entonces se iene una coniradiccion,

Enefecto, n° par An impar = n* =2K (Kentero) ~ n=2L+1 (L entero)
= n*=2K A nt =L+
=nt=2K A nt =40 +4L+1
= n*=2K A 0t =200 +20)+1 (217 2L entero)
= n’ es par A n° es impar
= C

COMNJUNTOS NUMERICOS:

Para continuar con ¢l tratamicnto de la 16gica matemdtica, concretamenie con cl estudio de los
“cuantificadores”, resulip oportung hacer un breve repaso de los conjuntos numéricos que sc
estudian en 1a Educacién Media.
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Sc define él CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURALES como cl conjunto
IN:{I,Z, 3, 4} Se trata de un conjunto infinito que tiene dos propicdades operatorias bésicas:

{) sinelN A me N entonces (n+m)e IN

la suma de do$ ndmeros naturaics cs otro ndmero natural,
( propicdad dc CLAUSURA DE LA ADICION EN ™.

(i) si heIN A me IN entonces (n-m)e IN

la multiplicaci6én de dos nimeros naturales ¢s otro nimero natural
( propiedad de CLAUSURA DE LA MULTIPLICACION EN IN.

Notemos que:

e sirestamos dos nimeros naturales, no siempre se obtienc otro niimero natural (ng s¢ verifica
clausura de la diferencia en IN por cjemplo, 2~4 ==-2¢ 1N,

» si dividimos dos ndmeros naturales, no sicmpre se obtienc olro ndmero natural (pg sc verifica
clausura de la division en N por ¢jemplo, 3:6=0.5¢ ™

Por otro lado, ¢ conjunto IN no conticne un ndmero muy importante como es ¢l cero. Asi, para

tratar de completar cstas deficiencias del conjunte IN, sc lc exticnde a otro conjunto con més
ciementos, ¢l CONJUNTO DE LGS NUMEROS ENTEROS, que se define como:

Z={—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}
En cste conjunto sc satislacen las propicdades de CLAUSURA DE 1A SUMA v CLAUSURA
DE LA MULTIPLICACICN, vale decir, 1a suma y 1a multiplicacién de nimer0s enteros ¢s oo

ndmero entero.

(0 si neZ A meZ entonces (n+m)e Z

(if) si ned A meZ enionces (n-m)e Z

Este conjunto conticne al cero y 10s negativos de todos los nidmeros naturales. Lo intercsanic cs
que ahora sc satisface la CLAUSURA DE LA DIFERENCIA, cs decir,

(iif) sineld A med emonces (h—m)e Z

Ademds, ¢l nimero O tiene la propiedad: #+ 0 =n, cualquicra sca neZ  (se dice que O cs
nculro para la adicién cn Z ).

El nimero 1 tiene ia propicdad: n-1 = 1, cualquicra sca ne€ Z (sc dice quc 1 es peulro para la
multiplicacidn en Z ).

Ademds sc satisfacen las siguicntes propicdades:



CONMUTATIVIDAD DE LA ADICIONENZ ; n+m=m-+n

CONMUTATIVIDAD DE LA MULTIPLICACIONENZ : mem=m-n

ASOCIATIVIDAD DE LA ADICIONEN Z. n+{m+p)=(n+m+p

ASOCIATIVIDAD DE LA MULTIPLICACIONEN Z : n-(m-p)y={(n-m)-p

DISTRIBUTIVIDAD DE LA MULTIPLICACION CON RESPECTO A LA SUMA EN Z:
n-{m+p)=n-m+n-p

Ademdés de lo anterior, Z tiene 12 particularidad que cualquicra sea ¢l nimero entero m que se
considere, siempre habrd ofro nimero entero (su INVERSO ADITIVO) denotado por (—m) de

modo que la suma de ambos es 0, vale decir m+ (—m) = 0.

A pesar de todas estas bucnas propiedades de Z , cste conjunto mantiene una deficiencia
importante: no satisface la propiedad de CLAUSURA DE LA DIVISION, vale decir,

si neZ A meZ, cntonces no podemos garantizar que (n:m)e Z, lo que quiere decir
que en algunos casos, Ia division de enteros serd otre entero (por ciemplo, 6:3 = 2), pero hay
otros casos cn que tal divisién no ¢s entere {por cjemplo, 3:6 =1(,5).

Esto nos lieva a extender ¢l conjunte Z para formar ¢l CONJUNTO DE LOS NUMEROS

!

4

a
RACIONALES, simbolizadopor Q y definido como: Q= {-g laeZAnbeZ Ab# OL
= {fracciones o cuocientes de niimeros enteros con denominador distino de cero}

. . . . .
Luego, entendemos por mimero racional cualquier fraccion que sea del tipo —;—-, Cuyo numnerador
>

y denominador son enteros, siendo b # 0.

. . . 2 -4 3 0
Asf por eiemplo, son racionales 108 ndmeros —, —-, ~——, —
35 -6 15
Veamos a continuacion algunas propiedades que se tienen del conjunto Q.

1. Todo nimero entero cs también un ndmero racional. En electo, ol entero n puede
X i
expresarse como a fraccién T

2. Todo nimero racional o fraccién, pucde expresarse como ndmero decimal {inito o decimal
infinito periGdico. Para ello bastard cfectuar Ia divisién cntrc el numerador y ci
denominador.

Por ¢jemplo: = [,6 ©8unnimero decimal finito v

k3

3 i
Sl —1,1333... csun ndmero decimal infinito periédico, con perfodo 3.
15

—_

3. Los nimeros racionales pueden agruparse en “clases” de todos aquellos que represenian cl

mismo ndmero decimal.  Asf por ejemplo, ¢r una misma clasc s encuentran 1 2 3
274 767"

pues todos ellos representan ¢l mismo nimero decimal 0,5.
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En tal caso sc dice que los racionales 1. 2 3, ctc. son iguales entre si. ;Como saber si
246"

2 némeros racionales son “iguales” o quc representan ¢l mismo nimero decimal?  Urna

respucsta sc obticne al Hevarlos a su forma decimal y comparar resultados.

17 _ 136 pucs ambas divisiones producen 1,1333... Otra lorma de verificar

Por ciemplo: -
Jemp i5 . 120

¢ c

la igualdad entre dos racionales — es “ sa-d=bc
4 1gualdad cntre dos racionaics — — N —_ = — . =7
5 b d b d

Asi por ¢jemplo, 17 _ 136 pues 17-120 =15-136 = 2040
15 120

. . a . . . . . a
Todes los ndmeros racionales iguales que ?; son amplificaciones o simplificaciones de g

As{ por ejemplo, el conjunio de todos los ndmeros racionales iguales quc Loes:
2

[1 } - {1_ -2 -2 3 ;j,} . Estc conjunto Hamado “la clase de 1. cs también

2

infinito,
4.- ; Caomo convertit un decimal [inito o infinito periGdico en un ndmero racional?

En ¢l caso de un decimal finito, sblo dependerd de la cantidad de cifras decimales que se
426 213

tengan.  Porejemplo: 426 = — =
100 50

En cl caso de un decimal infinito periGdico, el proceso ¢s un poco mis laborioso, pero
igualmente simple. Por ¢jemplo, para converlir en fraccion el decimal 2,454545...(que se

eseribe a veces 2,45 ) hacemos lo siguicnte:

X = 2454545... amplificamos por 100
100X = 245,454545......

99x = 243.0000...  (restando la primera de la segunda ecuacion)
= 99x =243
X o= %_3_ = 2,454545..,
99

Veamos otro cjemplo: convertic  3,1425425425...=3,1425  cn su forma racional,

Abhora hacemos ¢ Xo= 3,1425425....  amplificamos por 10 para alcanzar of perfodo 425
10X = 31,425425... amplificamos por 1000

10000X = 31425,425425...
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¥ = 31394
9950

9990X = 31394,0000...

Convicrta Ud. los siguicntes ndmeros decimales cn racionales:
{a) 5,1 (h) 61,142142,., (c) 13,42171717...

5.~ Las operaciones dec adicién, diferencia o sustraccién, multiplicacién y division cntre
mimeros racionales se delinen como:

ad

a —
be

_+£“ad+bc' a_c_ad-bc a ¢_ac a ¢
b d bd b d bd  bd bd b d

6.- Las propicdades fundamentales de estas 4 operaciones en Q son las siguicntes:

o CLAUSURA DE LA ADICION:

SiﬁeQ Amc—eQ entonces ﬂ+~c-eQ
d b d

e CLAUSURA DE LA MULTIPLICACION:

a c a c
Si—e A tonces —-—¢€
i Q Q cn 5 Q

e CLAUSURA DE LA DIFERENCIA:

a c a ¢
Si—g A € cntonces ———¢g
Q d Q b d Q

e CLAUSURA DE LA DIVISION:
\

a c a ¢ c
Si—eQ A —€ entonces — 4+ @ — 20,0 sea,czl |
b s AR (d ‘

e CONMUTATIVIDAD DE LA ADICION:
a c ¢ a

b d

d b

s  CONMUTATIVIDAD DE LA MULTIPLICACION:
a ¢ ¢ a

b d d b

¢ ASOCIATIVIDAD DE LA ADICION:
a c -4 a C e
R o e e e o e
b (4 -f] (b d] (f]
o  ASOCIATIVIDAD DE LA MULTIPLICACION:
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NEUTRO DE LA ADICION: o nimero racional 0 (o bicn %%; satisface 1
. a « i
propicdad ; ? + 0 = T ( O es neutro aditivo cn Q)
2 2

NEUTRO DE LA MULTIPLICACION: el mimecro racional 1 (o bien %%%)
[

satisface la propicdad: % -1l o= ; ( 1 es neutro multiplicativo en Q )
7

Fd a » - L
INVERSO CON RESPECTO A LA ADICION: cada ndmero racional g tiene un unico

a ) a a
inverso aditivo que es el racional — 3 y tal que sc verifica 7 + (m-}o

. a . a , a
El inverso aditivo — E es 10 mismo que —?)- o bicn «-5—

. a
INVERSO CON RESPECTO A LA MULTIPLICACION: cada ntinero racicnal g

)]
que no sea 3, ticne un dnico inverso multiplicative que ¢s otro racional - tal que
_ a

b

a. 2 _

L a

DISTRIBUTIVIDAD DE LA MULTIPLICACION CON RESPECTO A LA
a4 c a ¢

ADICION Y A LA DIFERENCIA: — .| £ + L= 2. & 4 ¢
N R I

Una consecuencia importante de estas propiedades es que la diferencia v I divisién pueden ser
vistas como operaciones basadas en 1z suma v la multiplicacién.

En efecto, sc pucde comprobar que:

a c _u ¢ ) , . . .
?— - —; = }— + (—- ——), s decir, Ia diferencia entre 2 ractonales, ¢s lo mismo que 1a suma
) ¢ > £

cnlre ¢l minuendo y ¢l inverso aditivo del sustracndo.
a ¢ ooa ol . o . .

D= - i1, ¢s decir, la division entre 2 racionales, es Io mismo que la
L d b L
multiplicacion entre ¢l dividendo y ¢l inverso multiplicativo del divisor.,

Por tal raz6n, bastardé con reconocer como fundamentales a las operaciones de adicidn vy
multiplicacién de nlmeros racionalcs.  El conjuntc @ con las operaciones de adicién y
multiplicacion, por cumplir todas ias propicdades anles mencicnadas, adquicre una especial

cstructura, Hamada CUERPO.




A pesar de lo bueno que puede parccernos este conjumto Q, toedavin ticne una deficiencia
algebraica importante. Cuando queremos resolver una simple ccuacién de segundo grado, como

por cjemplo, x* =2 quc ticne sus coclicientes enteros (y por Io tanto racionales), las

soluciones son x = J—Z— A x =2, que ne son ndmeros racionales,

{Cémo sabemos que +v2 no es racional? Esto sc demuestra usando ¢l siguicnte principio

16gico: una proposicién p cs Yerdadera ssi p cs Falsa.
Encstecasc p: wffl- no csracicnal” ¥y g “J2 es racional”,
Lucgo, bastard con demostrar que p  cs Falsa, o sea, una contradiccion.

. m ) mn
En efecto, «./—2— racional < N2 =— (me Z, neZ, n#40), siendo — unma
. n n

fraccién simplificada al mdximo, es decir, m ¥y 1 no tienen factores comunces.

2
Luego,Zr:ﬂI—z—:b m*=2n" = m’ par = m par = m=2% {(keZ)
n

o

= om’ =4k’ = 2n=4k (puesm®=2n') = n’ =24k

ool .’22 par = n par
L) -

Sc obticne;  m par A~ n par, lo que coniradice cl hecho que — sca una [raccion
i

simplificada al midximo.  Entonces 2 no ¢s un nimero racional.

Luego, la ecuacién x” = 2, cuyos cocficientes son racionales, no tiene solucién cn el conjunto

Q.

Ello nos sugiere, cxtender ahora cf conjunto de los nimeros racionalces a olro conjunto gue
conlenga todos los racionales, ademds de otros ndmeros po racienales ¢ irracionales. Se define
cl CONJUNTO DE LOS NUMEROS IRRACIONALES, denotado por I, como

1= {nimeros decimales inl initos no ~ periédi cos}.
A cste conjunto pertenecen nimeros como:

V2 =1,414213562... ; V3 =1,732050800... oz =3141592654.. .
a\é = 0.055442797... e =2.718281829...: cle. ;

Obsérvese que x¢g1 & xe Q, pucsto que los ndmeros decimales pueden ser finilos o
infinitos periGdicos ( racionales) o bien infinitos no-periddicos (irracionales), pero no ambes.

Otro aspecto a destacar ¢s que I gs un conjunto infinito , 1o que resulia como consecuencia dal
siguicnte hecho:
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°* Si xeQ A yel entonces (x+ yje1 (lasuma de un nimero racional con uno irracional
€S un mimero irracional).

’

En efecto, considercmos ﬁ:er y qiyel r:(x+y)eI

El enunciado anterior es del tipo p A ¢ = r, 1o que cquivale a pPAGg AT = C, es decir,
probaremos por Reduccidn al Absurdo.

Supongamos entonces que: xe€Q A yel A x+yel, esdecir
xeQ A yel A x+yeQ

m s
=x=— A Yl A x+y=—
n ?

m s

= yel A —ty=-—
n !

= yeEl A yEma—— e
f n H

= yel A ye€Q, unacontradiccién,

En consccuencia, si la suma de un irracional (por cje., v2, ~3.4/5,...) con un racional produce
otro nimero irracional, entonces habrd muchos més nimeros irracionales quc racionales,

Otras observaciones respecto del conjunto I son:
= Si xeQ A yel colonces (x- y)el (exceptosi x=0)
(la nmuitiplicacién entre ua racional no nulo y un irracional ¢s un ndmero jrracional)
Encfecto, supongamos que xeQ (x#0) A yel A x-yeQ, cntonces
I

s
y=—Ayel Axy=-— (m#0, n=0, 20
n r

I A
= YEL A —-y=— (mz0, 220,120
n f

s n
= yel A y=—— (m20 nz0, 20
tom

= yvel A yeQ, unaconlradiccion.

-~ 3 l
Con cslo se tiene que wfé‘ 2\/32, —i— \/5 ——2—-\[7.— son todos irracionales.

*  Lasuma de dos nidmeros irracionales, no necesariamente cs irracional. Por ejemplo al sumar
V2 con —+/2 scobticne ¢l nimero racional 0. En tanio que la suma de V2 con 242 serd

3+/2 que es tambidn irracional, (No existe clausura de ta adicién en D
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s La multiplicacién de dos mimeros irracionales puede ser racional o irracional, como por

ciemplo, ﬁﬁ: Ze @ ¥ -JE —\[37:«/3 e I (No cxiste clausura de la

multiplicacidn en 1),
Dado que las operaciones de adicion y multiplicacién de nimeros irracionales producen ndmeros
racionales ¢ irracionales, ¢s conveniente incluir todos estos mimeros cn un solo conjunto
denominado “"CONJUNTO DE L.OS NUMEROS REALES™, que se denotard por R.

Usando Ia notacidn de unidn entre conjuntos, Ia que serd formalizada mds adelante, tenemos ¢
R=Q 1

Lo anterior nos dice que cualquier pimero real es un ndmero racional {decimal finito ¢ infinito
periddico) o bien un niimero irracional (decimal infinito no-periédico).

Resumimos a continuacion las propiedades fundamentales que tiene R en relacién a las operaciones
de adicién y muHiplicacidn:

e CLAUSURA DE LA ADICION: xéR A yeR = x+yeR
» CLAUSURA DE LA MULTIPLICACION: xeR A yeR = x yeR
e ASOCIATIVIDAD DE LA ADICION: x + (y+2) ={x+ y)+z

e ASOCIATIVIDAD DE LA MULTIPLICACION: x - (y-)={x-y)-

&

o  CONMUTATIVIDAD DE LA ADICION: x+ y=y-+x

»  CONMUTATIVIDAD DE LA MULTIPLICACION: x. y = yex

¢ (OESNEUTRO ADITIVO: x40 =0+x=x

¢ 1 ESNEUTRO MULTIPLICATIVO: x-1=]-x=x

s INVERSO ADITIVO: x+(=x)=0 |[~xes inverso aditivo de x ]

o INVERSO MULTIPLICATIVO:

I : L ]
x-—=1 1 para x+ 0, el inverso multiplicativo de x ey —
x L x

e DISTRIBUTIVIDAD DE MULTIPLICACION CON RESPECTO A LA ADICION:

x(ytz)=x-y+xz
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FUNCIONES PROPORCIONALES Y CUANTIFICADORES

Consideremos ahora la cxpresion IGgica:  "x es wn mimero par”,

Nos preguniamos si es ¢ no una proposicion. gTiene valor de verdad Verdadero? No podemos
responder sin conocer ef valor de x. ;Tiene valor de verdad Falso? Tampoco podemos responder.
El hecho es que serd Verdadera o Falsa, dependicndo del valor de x, por cicmplo, para x =35 la
cxpresion 16gica anterior cs FALSA, micnlras que para x = § la cxpresidn es Verdadera.

En csa expresién I6pica, x aclia como variable. Atdn mds, aunque no fuc expresamente indicado,
no habfa duda que x representaba un ndmero.  ;Qué Hpo de ndmero @ natural, enlerg, real? Al
parccer scrd necesario indicar ¢l conjunto al cual x debe pertenceer, salvo que ¢l contexlo de 1a

oracién lo aclare.
Enscguida formalizaremos cslas ideas.

Una FUNCION PROPOSICIONAL es una expresién 16gica que contienc una o mds variables y que
sc¢ transforma cn proposicién cada vez que sc asigna un valor especifico a cada una de las variables.

Asf, 1a expresién “x es un ndmero entero”, ¢s una funcién proposicional que contienc una dnica

variable x ¥y que s¢ convierte cn proposicidn (0 sea serd Verdadera o Falsa) cuando sc recmplaza x

por un namero deteeminado. En ¢l ¢jemplo, si x = 5 la proposicion resultantc ¢s 5 ¢s un ndmero
I

1 .
entero” cuyo valor de verdad cs Verdadero y st X = —i resulta "5: es un nanigro enterao”, que cs

una proposicién Falsa.

Liamaremos CONJUNTO UNIVERSO (o simplemente UNIVERSO) al conjunto que conticne 10s
valores que puede asumir la variable x. En cl cjemplo anterior, ¢l universo I/ podefa ser ol
conjunto de los nimeros racionales (osca IJ =Q ) o podrfa ser ¢l conjunto de Tos nimeros reales
{ U/ =R). Entendamos que el Universo lo especificamos en cada ¢jemplo o situaci6n, dependiendo
de 1o que queramos aceptar como posibles valores de x.

EJEMPLO 28: Consideremos U = Ry la expresidn 16gica “x ¢s mayor que 27, Cada vez que sc
reemplace X por un admero real (no por otro tipo de objeto), tendremos una proposicion Verdadera
0 Falsa, dependiendo del valor de x.  Asf, si x=0.73 la proposicion ¢s F y para ,X_’:‘\/_i, la
proposicion es 'V,

;

EJEMPLO 29: Consideremos U =7 y Ia funcién proposicional “x cs divisible por v”. Ahora si
X s¢ recmplaza por un nimero enterg, por cjemplo x = 5 resulta 1a cxpresion 5 cs divisible por v,
quc obviamente no alcanza a ser proposicién pucsto que atn contienc una variable sin valor
asignado. Si ademds hacemos y =3, la cxpresién queda “5 ¢s divisible por 3" que es una
proposicién Falsa. Usando la misma funciGn proposicional y tomando los valores x=6 & y=5
resuita la proposicion “6 cs divisible por 27, que cs Verdadera,  jQué resulta cuando

x=T7 e y 2\5? La pregunta carcce de sentido puesto que y = \/—?: g U.
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NOTACION PARA FUNCIONES PROPOSICIONALES.

A diferencia de las proposiciones que denotdbamos por letras mintdsculas p,g,r..., una funcién
proposicional sc denotard por letras maytsculas P, (2, R,... y agregarcmos cntre paréntesis 1a o las
variables que contenga.

As{ por ¢jemplo, la funcién proposicional “x es un nimero entero” puede representarse por £(x},
o sca escribimos: - P(x):"x es un mimero enterg"; cuando queremos reemplazar x =12
cscribimos: P(2) "2 es un niimero entero” (proposicion Verdadera)

1 1
Andlogamente si ({z):z>2 entonces Q(§): —i> 2 cs una proposicién F,

Sea R{x,y):"xes divisible por y" una funcién proporcional con U =Z, Entonces,
R(4,y) :"4 es divisible por y" es otra funcién proposicional con una sola variable y. Ademds
R(4,3):"4 es divisible por 3" ¢s una proposicion Faisa.

EJEMPLO 30: Considerc las siguicntes funciones proposicionales con U =7 ¢
P{x):" x es un niimero primo" Qy,z):"y=1 es miltiplo de z+2"

Recuerde que los madltiplos deun ndmero a son ..., =3a,~2a,~a, 0, a, 2a, 3a...

Lucgo sc tiene: P(2):"2 es un niimero primo"” (proposicién V)
P(9):"9 es un nitmere primo" (proposicién F)
P(x[f}: no tiene sentido puesto que 2e U
O(7,): "T—1 es multiplo de1+2" | osca
Q7.1 : "6 es multiplo de 3" (proposici6n V)
QL4 "L =1 es mulriplo de 44+ 72" ,0sca
O(L4): "0 es multiplo de 6" {proposicién V)

Usande los conectivos proposicionales, podemos escribir:

* Pl Q(y.z)"xesunnimero primo 'y y—1 es miltiplo de z+2" que ¢s  otra
funcidn proposicional compucsta.

= Py A 2.3) "4 es un mimero primo y 1 es nniltiplo de 5", gs una proposicion I

= P(6) = Q(3,2): "SI 6 es un miimero primo entonces 2 es muiltiplo de 4",
proposicién V.

OBSERVACION:

En este cjemplo, las funciones proposicionales P(x) y Q(y,z)sc pueden tomar como “modelos”
proposicionales, pucsio que atin cuando ¢lias sean descritas en las variables x,v 0 z, también
podemos interpretarlas usando otras variables o valores especilicos dentro del universo respectivo.
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Asi, conocido P(x): " x ¢s un niimero primo” debiéramos catender P(1) como "t ¢s un ndmero
primo” o bicn P{a+2) como "a+2 cs un nimero primo”.
Similarmente,  Q(z,v): " -1 ¢s un miltiplo de v+2" como iambién O, a—1: "t* =1 cs

multiplode a+1".
+A qué corresponden las siguicntes funciones proposicionales?

P(l=1): QU +1 a+l)  Q(—tt+s5) = P +17)

EJERCICIO 14: Considere U = {capitales y paises del mundo} 'y las funciones
proposicionales:

P(x,y):"xes capital de y"
O(z) "z estd en América"
R(u,v):"u y v son ciudades de un mismo pais".

Determine ¢f valor de verdad o explique porqué no 1o tiene, para las siguientes expresioncs l6gicas:
2 P (Chile, Santiago)

my @ (Japon)

¢y RValencia, Toledo)

d) - Q(Osorno) v P(Lima, Peri)

¢) [R (Rfo de Janeiro, Brasilia) v Q(Jamaica)]:b P(Asuncién, Bolivia)

EJERCICIO 15: Considere U = Q y las funcioncs proposicionales

X .,
P(x,y):"— es un niimero entero"
b

Quv) "u+i< v=2"
R(s,1}:"s pertenece a [r]“ ([r]:c.’axe de t)

Determine ¢t valor de verdad de:

a) Si P(—i_ 1—] entonees {Q(}. i—] A R(-I— iﬂ
2" 4 P 24

b) [R{O,T«]v Q(L,Z)jt &> [P(z, }i) A Q(“g-,«

C _1_ \/\ 2] > v 1_1_

} R{S, J {I (3,1) = (1(1,3) Q(l, ; m

Como hemos visto, toda fuacién propesicional sc transforma en proposicién cuando asignamoes a
cada variablc un valor ¢specifico del Universo.  Sin embargo, tenemos otra forma de convertir
funciones proposicionales en proposicién, ahora serd mediantc ¢l uso de los Hamados
CUANTIFICADQORES.

—

)

Lk
b3 =

-
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Un CUANTIFICADOR, ¢s cl instrumento que usaremos para cuantificar, es decir , para indicar
cicria cantidad de valores de una variable en una {uncidn proposicional. Indicadores de cantidad
usados cn nucstro lenguaje son: todos, muchos, algdn, pocos, ninguno, ctc.  Aqui nos intcresard
destacar ¢l uso de los cudntificadores TODOS v ALGUN.

CUANTIFICADOR UNIVERSAL:

Sc reficre al uso del cuantificador TODOS, csto ¢s, anteponer a una funcién proposicional P(x)la
expresion “todo x del universo” o “cada x del universo™. De cste modo, oraciones como “lodo X
del universo hace que P(x) sca Verdadera” o “para fode xe U/, P(x) ¢s verdadera” o “para
cada xe I/, P(x) cs verdadera”, sc simbolizan por (Vxe UNP(xX)).

Esta expresién l6gica ¢s una proposicidn Yerdadera si clectivamente a funcion proposicional P{x)
sc torna verdadera al sustituirle cualquicr x del universo y serd Falsa cuando P(x) sca falsa para
a io menos un valor x del universo.

EJEMPLCG 31:

Consideremas Ia funcién proposicional P(x):"x* es positive" y ¢l universo U = IN

Coma sc sabe, si x& IN cnlonces x ¢s positive, y ¢l producto cntre 2 ndmeros positivos
x-x=x° cs también positivo.

Es decir, para cada x & IN, la oracién * x° es positivo" cs Verdaders

~(Vxe IN) (x* es positivo) cs una proposicién Verdadera,

Ahora tomemos 1a misima funcién proposicional, pero con I/ =Z, Tenemos que 0@
pero OF =0 no s positivo, vale decir que la oracién "x* es positiva™ no ¢s Yerdadera
para (odos los ndmeros cnteros; cs falsa para x = (.

o (Vxe £) (5% es positivo) cs una proposicién Falsa.

EJEMPLO 32:

Consideremos U = {2,3,4,5,6} y la funcion proposicionad  Q(x) :"x es primo A x° S 10"
Amnalicemos el vaior de verdad de : (Vxel/) (Q(x)

’

La proposicion serd Verdadera st cada ung de los elemenlos def universo hacen que Q(x) sca
verdadera.

Q(2):"2 es primo A 2° < 10" cs una proposicién verdadera

Q(3):"3 es primo A 3* < 10" s una proposicién verdadera

O(4):"4 es primo A 4 10" cs una proposicién falsa. Con csto nos basta para concluir que:
(VxelU) (Q(x)) cs una proposicion Falsa.
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CUANTIFICADOR EXISTENCIAL:

Se refiere al uso del cuantificador algin o bien gxiste al menos un, esto es, anteponer a una funcién
proposicional P(x), l1a expresion “algin x del universo” o “existe al menos un x del universo”
0 mis simplemente “existe un x del universc”. De este modo, oraciones como: "algin xe U
hace P(x) Verdadera " o " existe al menos un x& U tal que P(x) es Verdadera" o bien " existe
xe U tal que P(x) es Verdadera", se simbolizardn por (Ixe /) (P(x)).

Esta expresion 16gica es una proposicion Verdadera si se puede constatar o mostrar que
efectivamente hay un valor x del universo (pudiendo haber mds de uno) gue al sustituirio en Ia
funcién proposicional P(x), ésta resulte una proposicion verdadera.

EJEMPLO 33:

Consideremos la proposicién P(x):"x es racional” y U =R.
La proposicion {Jxe U )(F(x)) es equivalente con (JxeR) (x es racional) cuyo valor de

1 . 1 .
verdad es 'V, puesto que x = -i es un niimero real A x= 3 es racional.

No obstante, la proposicién (Vx e R) (x es racional) es F, puesto que x = \5 £ R, pero

x =42 no es racional

EJEMPLO 34:

Consideremos ahora I/ = {2,3,4,5,6} v la funcién proposicional O(x):"x es primo x° > 30"

Para determinar €l valor de verdad de (Exe U )(Q(x)) debemos mostrar por 1o menos un
elemento del universo que satisfaga (2(x), o sea que haga ({x) Verdadera.

Si x=2 entonces "2es primo A 2°>30" es Falso.
Si x=3 entonces "3 es primo A 3*>30" es Falso.
Si x=4 entonces "4 es primo A 4°> 30" es Falso.
Six=5 entonces "5es primo A 5> 30" es Falso. y

Si x=6 entonces "6 es primo A 6°> 30" es Falso.
o (dxe U) (Q(x) es Falso

EJERCICIC 16:

a) Considere U ={2,3,4,5,6} v P(x):"x es primo v x* > 30"
Encuentre el valor de verdad de: a) (Vxe U) (P(x)
b HxelU) (P(x)
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b) Considere U =R y x): "x+3>32—"

Encuentre el valor de verdad de ; a) (Vxe U) (Q(x)
by Hxe U) (Q(x)

¢) Considere U =Z y R(x):"(xes par A x>3)= x es muiltiplo de 4"
Encuentre el valor de verdad de:  (a) (Wxe U) (R(x))
b)) Hxe U) (R(x)

Ahora utilizaremos 1os 2 cuantificadores en funciones proposicionales con més de una variable.

EJEMPLO 38 Si U=Z y P(x,y): "x2 y", analizar ¢l valor de verdad de:

a) (Vxe UXVye UXP(x,y))
b) (Vxe U)3ye UXP(x,y))
o) @xe U)Y3ye UXP(x,y))

d) @xe UYvye UXP(x,y))

SOLUCION:

a) Nos dice que “cualquiera sca x entero y cualquiera sea y eniero, se debe cumplir x 2 y".
Evidentemente esta proposicion es Falsa, pues no se cumple para x =3 ¢ y =4

b) “cualquiera sea x entero, existird un entero y tal gue x 2 y"
Esta proposicitn es Verdadera pues para cualquier entero x, bastard con elegir como v al
enterc x~1y setendrd x> y",

¢} “existeunentero x y existeunentero y tal que x= y”
Esta proposicién es Verdadera pues efectivamente existen x e y cumpliendo la condicién
x2y. Bastaelegir x=7 e y=3 paraquesecumplala condicién x> y .

d) “existe unentero x tal que cualguiera sea el entero y se verifica x 2 y .

Esta afirmacion es Falsa, pues si existiese tal entero x, bastarfa con elegir el entero y=x+1
y Do se verifica x 2 y .

OBSERVACIONES:

1) Los ejemplos b) y d) anteriores muestran que no son equivalentes las praposiciones;
(Vx)3y) (P(x,y)) con (3x) (Vy)(P(x,y)), pues la primera result Verdadera y Ia segunda
Falsa. (En general, no se pueden conmutar los cuantificadores yniversal ¥ existencial),

2} En el ejemplo 35, podrfamos haber omitido la informacién del universo U = 7 si se coloca
esta informaciSan dentro de cada cuantificador.



Asi, podrfamos escribir (Vxe Z ) Jdye IN) (x+ y = 1), destacando un universo Z para la
variable x y un universo IN para la vatiable vy .
¢ Qué valor de verdad tiene esta proposicidn?

3) En el ejemplo a) anterior, en vez de wvsar un cuantificador universal para cada variable
X e v, sesuele escribir mas suscintamente;

(Vx,ye Z) (P(x,y))
Lo mismo en el ejemplo ¢) podriamos escribir  (3x, ve Z ) {P(x, )

EJEMPLO 36; Encontrar e} valor de verdad de:

a) (VxeR Y Ine N)(-1—<x)
"
b (Vx,yeQXNJzeZ)(x<z Az<Yy)

SOLUCION:

1
a) Este ejemplo muestra una importante propiedad de los nimeros racionales de la forma —, vale
M
, . 111
decir, del conjunto  Jj, —, ...,.._.,_”}
2 34

]I
P
0.

g
E\Jj*‘““"“""
[—t

i
4
Aqui se establece que “cualguiera sea el ndmero real positivo x, deberd existir un mimero
natural 7 tal que su reciproco {o inverso multiplicativo) ;1; sed menor que Xx.

Vale decir, si x  es un nfimero real positivo, por muy pequefio que sea (o tan cercano a U como

. ) 1 o
se quiera), habrd un niimero — més pequefio alin (0 més cercano a O que x ).
I

2
Por ejemplo, si x = —i@ ={,00141421356..., debiframos ser capaces de encontrar # tal que

1 42

1
el Podemos ver que si 1 = 50 entonces — = 0.02 gue no es menor que .
n 1000 n 1000

={.00141421356...

| 2
cambio si z = 1000 entonces — = 0.001 que es menor que
n 1000

El asunto es que para que la proposicién propuesta sca Verdadera, lo anterior deberia poder
hacerse con tode mimero real positivo x.

Nada sacarfamos con seguir tomando nitmeros reales positivos bien particulares (como lo fue
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i
_;2;_) para encontrar el mimero »n (en este caso n= 1000) talque — < x,
1000 n

Atn cuando no tenemos desarrollados todos los elementos que requiere esta demostracion,
podemos intuitivamente proceder como sigue:

e Si x esun nimero racional, tendremos x = £ » siendo p v ¢ enteros positivos. En ese caso,

q

bastard con elegir » = g por cuanto 1. < £ X, © sea L <X,
n q

1
g 44

¢ Si x esunndmero irracional positivo, podemos imaginar x como un ndmero decimal infinito
no-periédico, x=a, f, B, B,... donde @ eslaparicenterade x y S, B, Bs... s su

parte decimal. En tal caso, el nimero decimal finito x'= e, 8, serd un racional menor que x,

1
es decir x'= 2 <x yemonces —<x'<x de modo que m=g satisface la condicién
q q9

—_ <X,
i

+ i
En consecuencia, la proposicién (Vxe R7) (Ine N) (M < x) ¢s Yerdadera.
F

b) Consideremos ahora x ¢ y dos mimeros racionales cualesquiera, queremos encontrar un
mimero entero z talque x <z A 2z < vy, valedecir z debe encontrarse entre x ¢ ¥

i H | ﬁ,
A4z vl
Esta afirmacion es Falsa y para probarla bastard mostrar dos nimeros x ¢ vy para los cuales
no_ exista un estero z cumpliendo la condicibn x<z A z<y. 5i elegimos
i
X = 5 € y= g claramente no hay entero ubicado entre ambos,
l | 1 |
| I — I
-1 o 2L 2
32

EJERCICIO 17: Determine el valor de verdad de:

a) (Vx,yeZ)(x+—~}“->1) b (VreNYImeZ)y(n+m=1)
y

c) (ImeDH(Vmed)y(n+m=172) d) (Hx,yeQ)(xxl)
¥
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e) (IxeRNIyeR) (x<y—I A y>2)
f) (VxeZXVnelN) (x+y<O=x~-y<O)
2 (IxeZXIneMN)(x+y<l=2x-y<O)

B (Vxe NYVye M) TneMN)(x<n A y<n=>x+y>n)

NEGACION DE CUANTIFICADORES:

Hemos deiado establecido que al cuantificar las variables en una funciés proposicional, ésta se
transforma en proposicidn. Luego tiene pleno sentido negar esa proposicion v Ia forma de cémo
hacerlo se explica a continnacién,

1.2 negacidn de la proposicion (Vxe UX)(P(x)) ¢s equivalente a la proposicion (Hxe UXP(x)),
es decir:

(Vxe UXP(x)) e (dxe UXP(x))
{ef cnantificador cambia de universal a existencial y se niega la funcién proposicional).

Del mismo modo (Axe UYP(x)) « (Vxe UYP(x).
EJEMPLQ 37; Negar las siguientes proposiciones:

a) (VxeZ)(x*>x)

b} {VxeR){xé-i; v X2 l

»

) (VxeZXIne MY (x+n=0v x+n>0)

SOLUCION:

2) Sepide (VxeZ)}x'>x) & (IxeZ)(x’>x)
e (Axe 2) (3" < x)
Como se sabe, los valores de verdad de (Yxe Z)(x* > x) v (Jxe Z)(x* € x) deben ser
opuestos, uno V v el otro F. Vemos que (Ixe Z) (x* < x) es V puesto que el nimero

entero O satisface la condicién x* < x, 0 sea, convierte la funcién proposicional x* < x en
una proposicién Verdadera.
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Como (Jxe Z)(x* < x)es V, tememos que su negacién (Vxe Z)(x* > x) es F. Aqui
empleamos el hecho que si 1a negacién de p es equivalente con ¢ entonces la negacién de g

es equivalente con p, y viceversa, es decir (}5 & q) & (p e Z;).

b) (‘v’xeR)(xﬁ%v xz-;-) @(Bxei{)(xsé A x?;é-)

=S {ElxeR)(x>—1~ A x<§——]
3 2

1
Para determinar ¢l valor de verdadde {(VxeR)(x < ~§ v oxX = -1— , podemos obiener con

2
1 1
mayor facilidad el valor de verdad de su negacién (dxe R )(x > g A X< Ej que resulia V ,

5 . . 1 I
pues x = -— safisface las condiciones x>— v  x<—.
12 3 p
Luego el valor de verdad de (VxeR )} (x < % vV x2 % es Falso,

Q) (VxeZ(TneNY x+n=0 v x+n>}) &
& dxe(VhnelNXx+n=0 v x+n>0)

& (FxeZ)(VnelNXx+n=0 A x+n<h

Analicemos ahora ¢l valor de verdad de esta iltima expresicn.

® Si xeZ (o sea xes entero negativo) entonces —xe IN(0 sea es un niimero natural) v
sucede que x+(—x) =0, es decir no se satisface la condicién x + 71 % O (fomando n = —x), o

sea que x+n#0 A x+n<0 es Falsa. Luego, ningin entero negativo nos sirve para
concluir 1a veracidad de la expresion.

e Six={0 y n esunnatural cualquiera, entonces x-+n=0+n=pn =0 (0 sea se cumple la
primera condicion), pero x+n = 0+n=n >0, 0 sea no se cumple la segunda condicién,

e 8ixeZ" (0sea xes entero positivo o naturald v 7 es un nimero natural cualquiera, entonces
X+ n serd otro natural, de donde se deduce que x+n >0 ynosccumple x+7 <0,

En consecuencia, no es cierto que  (Axe Z) (VaeIN Y x+n#0 A x+n<0), o sea, se
frata de una proposicién Falsa.
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EJERCICIO 18: Niegue las siguientes proposiciones y simplifique el resuitado, Determine
ademds el valor de verdad, nsando la proposicidn original o su negacin en cada caso:

@ (reQ)(x" =9)

D (VxeQNx—3€¢Z v 3~xeN)

¢) (VxeZ)(FyeZ)(x>yv-1 A x>0

d (VxeR)Y(VyeR)(x - -y>0 v x -y <)
e) (IxeQ)(Iyel)(x+yeQ)

f (IxeQ)(Vyel)(x-yel)

EJERCICIO 19:  ;Cufl de las siguientes expresiones ¢s 1a negacion de la proposicién
(VxeR)(FyeR)x~-y>0 v ¥ >yH?

2) (AxeRI(FyeR)(x~y>0 A x*<yY)

B (VxeR) (FyeR)(x~y<0 v ¥ <y%)
O (IxeR)(VyeR)x~-y>0 v ¥ >y
B (AreRI(VyeRx~y<0 v ¥ <)

g) Ninguna de las anteriores

EJERCICIO 20: Exprese las siguientes proposiciones mediante simbolos 10gicos:

a) Todo nimero natural es menor que su cuadrado,

b) Existe un niimero racional comprendido entrea v b,

¢) Para cada nfimero entero existe otro tal que sus cuadrados son distintos.

d) Existe un ndmero entero que €8 1menor a cualquier nimero natural,

¢y Existen dos nimeros naturales tales gue sus cubos difieren en 3 unidades o sus cuadrados
difieren en 2 unidades.

f) Todo mimero natural es par o es impar.
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CAPITULO II

ELEMENTOS DE TEORIA DE CONJUNTOS

Un concepto bdsico ¢ primitivo en esta unidad serd el de ¢onjunte, vale decir, conjunto es un
concepto que no admite definicién. Simplemente 10 “entendemos” mediante sinénimos como
coleccibn o reunion de objetos. Los objetos que conforman un conjunto se llaman elementos del
conjunto y se representan generalmente por letras minisculas, mientras que un conjunto se denota
generalmente por letras mayudsculas. Asf, A = {a,b,l, ¢,$} es un conjunto formado por los objetos
a,b,1,# y $. Estos 5 objetos son los elementos del conjunto. $i x es un elemento de un
copjunto A, se dice que “x pertenece a A” y se denota x€ A. En caso contrario, es decir cuando

x 10 es un elemento de A, decimos que “x no pertenece a A” v se denota x& A (0 sea que

xe Ae>xe A)
Ejemplos de conjuntos son: 4 = {2, 4, 6, 8, 10}

B = {Arica, Iquique, Putre }
C={xeqQ / —1-5 Z}
x

D={xeZ/ IyekZ AX+y=4 }

Los conjuntos A y B anteriores se caracterizan por mostrar explicitamente sus elementos. En tal
caso se dice que los conjuntos se representan por EXTENSION. En cambio, los conjuntos C vy D
no muestran expliciiamente sus elementos, sin0 que presemtan una O més caracteristicas o
condiciones (que son funciones proposicionales) que deben satisfacer (o hacer Verdaderas)

Unicamente los elementos del conjunto. En este caso se dice que el conjunto se representa por
COMPRENSION.

EJEMPLO 38. Expresar  por  comprension  los siguientes COnjuntos:
A=12,4,6,8,10F B={235711,1317,19% C={10,1}
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SOLUCION: A={ x€Z/ x es par nx 22 A x<10 }
B= {"xeZ /x primo A x< 22}

C={ xez/14<1}
EJEMPLO 39. Expresar por extension 1o$ siguicntes conjuntos:
1
A:{er/—eZ} . B={xeZ /@yeM) A x+ty=4}
X

SOLUCION: A= {1,.1_,“ ,l.,_l,___}pucs estos son los inicos ndmeros racionales cuyo
2 3 3

B3|

irnverso multiplicalivo cs un cntero.
B= {...,—2, -1,G,1, 2, 3} pues para cada uno de cllos efectivamente existe un

ntimero natural y de modo que su suma sea 4.
Asi, para x =3, lcnemos y = |

para x =2, lenemos y = 2

para x = 1, tenemos y = 3

para x =0, tencmos y =4

para x=-1,tcnemos y = 5

clc.

CONJUNTQOS FINITOS E INFINITOQS

Un conjunto se dice que es FINITO si la cantidad de elemenios que tiene s¢ pucde representar por

un nimere nalural ¢ coro. Asi, por gjemplo A = {2, 4,6, 8, IU} cs un conjunto Ninito, pucs tiene

exactamenic 1 = 5 clementos,

Un conjunto que no cs finito, se dice que cs INFINITO, o sea que no existe mimero natural que
represente la cantidad de elementos que ticne. Por ejemplo IN, Z , Q@ , R son todos conjuntos

infinitos, lo mismo que {] r_r 1 } y ¢l conjunto de los nimeros primos,
Tz 2737 3

Generalmenle usames puntos suspensivos para representar por extensién un conjunto infinito.
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CONJUNTO VACIQ:

Siempre hemos entendido al conjunto vacfo como aguel conjunto que “no tiene clementos’™. Como
'} k ]

idca cs correcta, tiene O clementos y ¢s un conjunto finite, Sin embargo, podemos representar csic
conjunto por comprension de varias formas, como por cicmplo,

[xez 7/ x0=4} 6 {xeQ/x*=2} 6 {xeN/x>7 A x<2}

En ninguno de os tres casos cxiste un clemento x que satisfaga I o las condiciones.

El conjunto vacfo, que por o demés es dnico, sc dencta por la letra gricga ¢ 6 bien como { }

CONJUNTO UNIVERSO.

A veees hemos ofdo de la existencia de un conjunte “que todo lo contienc” y s Hamado conjunto
universo. Se puede demostrar (no s el objetivo de este curso) que tal conjunto universal no exisie,

Lo que sf existe ¢s un ¢onjunto universo relativo, entendido come un marco referencial sobre el Upo

de objeto con ¢l que cstamos (ratando en un momento dado. Por cjemplo, cuando (ralames con
nimeros, nuestro universo pucde ser R o bien Z, dependiendo de lo que queramos hacer. Si
queremos tratar con cstudiantes, nuestro universo pucde ser ¢l de los estudiantes de fa Universidad
de Tarapacd o bien ¢l de 1os estudiantes de colegios municipalizados de todo Chile, dependicndo del

alcance que queremos darle a nuestro cstudio.

En cualquier casc, denotarcmos que U/ al conjunto universo (relativo). Sicmpre debiéramos lener
claro con qué universo cstamos trabajando. A veces se destaca al inicio, como por cjempio:
Sea U = {estudiatesUTA} y sean A ={estudiantes de Ing. Comercial }

B = {estudiantes de Ingenieria Civil}

Sc entiende que los estudiantes cn A y en B deben ser estudiantes de Ia Universidad de Tarapacd,
PUCS CSC CS NUCSLTO universo. '

En ofras ocasiones, cl conjunto universo s destacado dentro del propio conjunto que se define,
COIMo por gjemplo:

C={esmdiantes UTA/ sean estudiants de Ing. Comercialy obvien D={xeZ /' <7 }
En ¢l conjunto C anterior, ¢l universo ¢s U = {estudiantes UTA} micairas que cn ¢l conjunto D

cluniversoes I =7
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EJEMPLO 40: |

Considere los conjuntos A = {2, 4,8,16,...,512} formado s6lo por potencias de 2,

B={,¢ 1} vy C={rez/-15x<3=> x>2}

El conjunto A cxpresado por comprensién es A = {2” lsn< 9}, que ademds es finito.

El conjunto B cs finito y con 3 clementos, a saber, ¢l niimero 1, ¢l conjunto vacio ¢ y el conjunto

{qb} cuyo tnico clemento es ¢. Lucgo, son Verdaderas las siguicntes tres proposicioncs:

le B, ¢eB vy {p}eB.

Analicemos ahora cf conjunto €. Sus clementos serdn nmeros enteros que satisfagan la funcién
proposicional ~1< x <3 = x> 2 (laexpresién —1< x <3 debe entenderse como la conjuncion
1< x Axr<3) St x =0, laproposicién resultante s —1 <0< 3= 0 > 2 con antecedente V y
consecuenic F. Lucgo ta implicacién cs F. Sc concluye que (g C.

Si x=1,tencmos —1 <1< 3 => 1> 2, Falsa por la misma razén antcrior, o sca 1¢ C

Si x=2, tecnemos ~1 <2< 3= 2> 2, Falsatambién, luego 2¢ C.

Si x=3 tenemos —1€3< 3= 3> 72, shora Verdadera pues ¢l antecedente ¢s V oy ¢l
consccuente es V. Luego 3€ C.

Six=4,tenenmos ~1<4<3= 4> 2, shora ¢l antecedente ¢s F y el consccuente V, luego la
implicaciénes V. y de C.

El mismo analisis muestra que 5¢ C, 6e C,...

Si x=-1 gueda —1<-1<3=~1>2 (V=F)qgue es F,osea, —1eC

St x=-2 queda -1£-2<3=-2>2 (F=F)que es V,0sea, —2e

St x=-3 queds —1<-3<3=0-3>2 (F=F)que es V,osea, =3 C
Contimando sc tiene —4e C, -5 C,...

;

SO = {...,-—5, -4, -3 -2, 3, 4,5, 6} y ¢§ un conjunto infinito.

EJERCICIO 21,

Considerc los conjuntos: A={1,3,5,7,9,11,13} B ={,3,7, 15,511},

c={p}{olo} . D={xez/Iye N ax-y22} E={reQ/ x+—50},
Ee
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F:{xewf dye N AyilA»{ie]N} ., G={xer/ x2+2x+2:0}
! y

“

H={xe Q/Iye Q A=y} , Iz{er/xZ:if v oxt=

!
g4

J={xezZ ! JyeZ A X*4+y'<10}
a) Expresc por comprension los conjuntos A y B
b) Expresc por extension los conjuntos D B, F,G, H [, J

¢) Delermine sison V o F las siguicnices proposiciones:

127¢ B, {pleC, 2eD, -lcE, 6eF, leG. 0Ogd, —iz-e], Oe J.

dy ;Cudles conjuntos son {initos y cudles son infinitos?

INTERVALOSENR

Tomando como universo U = Ry dos mimeros a y & siendo a < b definamos los siguicntes
conjuntos infinitos en R:

¢ Elintervalo abierto de extremos (o limitesy @ y b es:
(@b)={xe R/ a<x<b}

Se trata del segmento de la recta real que contiene tados los nimeros reaies comprendidos catre

ay b,cxceptolos nimeros a y b .

La notacién (a,b) a veees s presentada como lr.z,b[

Recuerde que la expresion a < x < b cs equivaleniccon a < v A v < b

¢ Elintervalo cerrado de extremos (o [fmites) « vy b oes:

[a b= {xeRla<x< b} < Gttt tintir] P
a b

Este intervalo incluye tanto a como b,
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¢ Los intervalos semiabiertos (o semicerrados) de extremos o Himites @ y b como:

?

(a.b |={xeR 7 a<x<b } o
4 k 1 P
a b
{ /):{. eR/ asx<h } 4 SPPTRVPITIYPURTPIA .
dOI=1E S ity
a b

e Los intervalos infinitos de extremo superior (o limite superior) b .

(—oo,b) ={xreR / x<b } < I >
' b
(—oo,b |={xeR / x<b } « T -
b

e Los intervalos inlinitos de extremo inferior (o limite inferior) a:

(ate)={xeR / x>a } (I
< i >
44
(ates) ={xeR / x2a } A
o
OBSERVACION:

Los intervalos son conjuntos infinitos que no admiten una represcentacién por extensiéon ya que no cs

posibie cnumerar uno & uno sus clementos. Esto marca una diferencis con ofros conjuntos infinitos,

como IN que se puede representar como {1,2.3,...}

Cada vez que usamos un paréntesis redondo “C ¢ “} ™, debemos tener presente que sc trata de

un intervalo “abicrto” que no incluye al extremo correspondicnte. En cambio, ¢l uso de paréntesis
tipo corchele [ g ] . nos indica que se trata de un intervalo “cerrado”, que incluye ¢l

cxtremo o limite correspondiente.
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EJEMPL.O 41:

a) Elintervalo l 2,4J: {xeRr/ V2<x<4 } screpresenta graficamente:

eLn B

N2 4
Lucgo, V2 € NZ—ZLJ cs una proposicion V, 4e NE 4)(:5 Fy 3¢ NE 4} esV

b} El conjunto de mimeros reales mayores que 3 ¢s:
{xreR /x>3 =034 o)

y serepresenta grificamente por < QLU >

3

c) El conjunto de mimeros reales cuyo cuadrado es menor ¢ iguala 3 ¢es

[keR/x*<3 }= {xeR/-35x<43 b=1+33

< [asaitiaiiinii) >

-3 V3

SUBCONJUNTO

Sean A y B dos conjuntos cn un universo I/, Diremos que 4 cs subconjunio de B si todo

clemento de A cs también elemento de B, En simbolos sc cscribe A C 5.

Otras formas cquivalenics para indicar quc “ A cs subconjunto de B son: A cstd conlenidoen B

A cstdinclufdoen B, B conticngca A, B incluyc a A & B cs superconiunto de A .

Simbglicamente tcnemos: AC B sst (Ve UYxe A= xe B)

Aprovechemos nuestros conocimientos de 16gica para negar la expresién anterior: A no es

subconjunto de B ssi (Bxe U)(xe AAxég B)(scgﬁn la Tautologfa N°22).
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CACBeo AgBe @rxelU)xe A Axg B)

(scusa cl simbolo @ para simbolizar “no conlenido™)

Representemos grificamente o anterior, usando lo que se denoming un “diagrama de Venn™ ¢l
universo s¢ dibuja como un rectingulo v en su interior se dibujan curvas cerragdas (cireulos,
cuadrados, &izingulos u otras) para representar los conjuntos. Cada clemento del universo cs un
punto dentro del rectdngule y cada clemento de un conjunto ¢s un punto dentro de ta curva que lo

representa.

Los siguicntes diagramas de Venn mucsiran un universo con dos conjuntos A y B con difcrentes

caracteristicas:
U . ,
Ay B lenen puntos en conmn
B
U

O Q Ay Bno tienen puntos en conuin
B

A es subconjunto de B o A < B

AcBAACC

B @ C pues existen puntos B que no pertenecen a C

C B pues existen puntos C que no pertenencen ¢ B
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Nélese que ninguna curva que represcnle un conjunto puede salir fucra del rectingulo U pues se

entiende que nuestro marco referencial es U ; nada existe fucrade U .

EJEMPLQO 42:
Sea U ={,2,...20} y sean A={2,40,..20}

B = {xe Ulxt < 17} , C={xe Ulxes miltiplo de 4}
Expresando B y C por cxlension tenemos: 5 ={,2,3, 4} 1 C= {4,8, 12, 16, 20}
Lucgo scticne € ¢ A pucs todo nimero en € es un ndmero par comprendido entre 2y 20

Porotrolade, B A pues le B Ale A y por lo mismo BaC .

EJEMPLO 43:

Encontremos todos los subconjuntos de A = {l, a, b}
Primeramente tomamos los subconjuntos de A que ticnen un tinico clemento (estos conjuntos s¢

denominan SINGLENTON o UNITARIOS) a saber, {1}, {a} {}. Nétese que {i}c A pues d

Unico clemento gue tiene {i} o sca ¢l nimero 1, también es clemento de A, Similarmente

fatca y Pica

Enscguida tomemos los  subconjuntos de A que tienen 2 clementos,  cslos  son

{l,a} {16} ¥ {a,b}. Néiese que {l.b}< A pues tanto 1 como b son también elementos de A .

Ahora consideramos los subconjuntos de A que ticnen 3 clementos; en cste caso existe s6lo uno
{l. a, b}, es decir, ¢l mismo A, En clecto {i, a, by A pues le A nae Anbe A

4

Este gltimo heeho se expresa mis generalmente como: “Todo conjunto cs subconjunio de st misme”

que en simbolos ¢s: (VAXA ¢ A) (La demostracion de cste resultado sc hard mis adelante)

Completamos el ejemplo con el dltimo subconjunto de A, aquel que no tiene clementos, vale decir,

¢l conjunto vacio . Estamos afirmando que ¢ € A ;porqué?
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La justificacién o demostracién de csle hecho se apoya nucvamente cn la ldgica:

¢ A (Vx)(xe ¢ =» xe A). Para que esta afirmacién sca Verdadera, la implicacién debe
ser Verdadera con cualquicr valor de x. Como ¢l antecedente x € ¢ cs Falso para cualquier valor
de x (¢ no tienc clementos) entonces 1a implicacion serd Verdadera para cuaiquicr valor de x.
Lucgo scticne (VAXp < A).

En consccucncia, todos los subconjuntos de A = {l,a.,b} som:

0, {I} {a}, {b} {L,a}, {l,b}, {a,b} y el propio A.

EJEMPLO 44:

En relacidn con los conjuntos numdéricos, sc ticnen las siguicnies inclusiones:
NcZ ; 2CcQ ; QR IC R
Considerando como wniverso al conjunio R podemos representar las relaciones anteriores usando

diagramas dc Venn.

@

EJEMPLQO 45:

Usando la notacién vista para intervalos, lcnemos:

3lcls) + CeBlole-v2) & (1)l
(cl alumno puede comprobar iz veracidad de csas proposiciones, dibufando cn cada caso log

intervalos cn 1a recta real).

EJERCICIO 22:
a) Sean U ={,2,3..20% A={,3 5.9} B={xeU/x es primo A x < 20}
C={ret/x*z210} D=fretix<s=222 <15}
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Sec pide:
e cxpresar B,C y D porexiensién.

e Determinarsison VoF lasrelaciones Ac B, BcA; Cc A AcC, DcCelc.

b} Deferminar si son V o ¥ las siguienies proposiciones:

1 1 . 3 . i 1
0;“ [ i i Tl I 9 -_':"’l_-I ' e o oo
p3)e(es] o+ [ef)eemen e i)
¢) Encuentre todos los subconjuntos de A = {0, ¢, 1, {i3}

d) Determine sison Vo b, Ao, oclo}; {(P}QQﬁ; ol {o. {o 1}

IGUALDAD DE CONJUNTQOS:

Scan A y B dos conjuntos en un universo U .

Se dice quc A cs igual a B, en simbolos A=DB, si A y B ticnen cxaclamente los mismos
clementos.

Simbélicamente se escribe: A = B & (Ve U)xe A & xe B)

(todo clemento de A cs también elemento de By vice-versa)

Negando la relaci6n anterior, scticne: A # B> (Fxe ) (xe Aaxe Byv (e Anxe B))
segiin Tautologfa N° 29

(A% DB sclee "A distintode B ")

Para representar conjuntos A vy B distintos, se pueden usar diagramas como los siguicntes:

OO |

A#B A#B A#B A AcB A#B A BCA

EJEMPLO 46:

E! concepto de igualdad de conjuntos lo hemos manejado intuitivamente cuande hemos pasado de

una representacién por comprension a una por extension y vice-versa.
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Asi, A={xeZ/x<3= x>} ticnc exactamentc los mismos clementos  que
B=1{.~4-3-2273,4,.} (Verifique Ud).  Lucgo A=28
Lo mismo sucede entre Q y D x{x & R/ xcs decimal {inito v xes decimal infinito periddico }
Es decir, Q y D tcnen exactamente los mismos clementos, o sca, Q = D
De la definicién de igualdad entre dos conjuntos A y B setiene:
A=B o= Vxelllxe A= xe B)

o (VxeUXxe A=m xe B A xe B= xe A) segiin Tautologfa N°28

& (Vxe Ulxe A= xe B)A{¥Yxe UXxe B= xe A)

{una propiedad del cuantificador universat es:
(VP() A Q)] = (VRPN A (VaHQ()

= ACB A BCA

Sc tiene entonces:

A=8 ©AcCcBEABCA

Esta propicdad scril usada cn reileradas oportunidades para demostrar igualdad cntre dos conjuntos.

EJEMPLOQ 47:

Scan A={,2,3,4} y B=1{,2,3,5}
Notc Ud. quecencsiecaso A B pues (3x) (xe Aaxe B)  oudles x7

También (Ay}(ye Brye A)  jcudlcs y?

Por otro lado, C = {E, 2,34} y D= {3, 4,1, 2} son conjuntos iguales {C = D), pucs tiencn

cxactamente los mismos clementos, sin importar ¢l orden cn que cllos aparccen. El orden dentro de

ui conjunto no licne ninguna relevancia.



COMPLEMENTO DE UN CONJUNTO

Sea A un conjunto en un universo UL

Sc define ¢l COMPLEMENTO de A como otro conjunto, denotado por A° (fambién sc usa A"

y cuyos clementos son todos aquellos def universo que po periengeen & A

Simbdticamente s¢ tiene: A = {xe U] xe A}

El diagrama de Venn gue muestra un conjunto Ay su complemento A° cs:

u

AC

De acucrdo con la definicién de A, tenemos: xe A® ssf x& A (es decir, perfencecr al

complemento de A es cquivalenle a no perienccer a A). Negando ambos lados (segiin
Tautologfa N° 38), tenemos x& A° ssi x&€ A, (es decir, pg perteneeer al complemento de A

es equivalente a pertenecer a A),

Ademds, para cada xe U se Gene que x€ A o bien x¢ A, lo que implica que

xe Av xe A® cs una Tautologfa del tipo pv ;

EJEMPLO 48: Sca U/ ={,2,...20} y A= {xe&U /xes primo A x" 2 24}

El conjunto A expresado por extensién es A = {5, 7,11, 13,17, 19}

Tenemos xe A ssi o xesprimo A x 224

Lucgo: x& A ssi xe A ssi x noesprimo v x* <24
SAT= {xe Ulx no es primov x° < 24}

={1, 2,3, 4, 6, 8 9,10, 12, 14,15, 16, 18, 20}
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EJEMPLO 49: Encontrar ¢! complemento de los siguicntes conjuntos considerando U =R
1
(a) A m[(), 20) & B 2(- . Z) (c) C= lwﬁ +oo) (d) Q

SOLUCION:
() xel0,20)¢s 05 x<20 0<x Ax<20
x[0,20)= 0 >x v x 220

AC:[O,Q.O)C:{_XER/.X(O v x220 }

AC A AC
i s if'ffi’/f'/f/'.r'1';'1'1'1'/
0 20
i 1 1 1
(b) x&(—oo, =) & x<~— X E (oo, =) & X 2~
4 4 ¢ 4) 4

Luego sc ticne BE = (—oo,w—} = {xe R/ xai_ }x |:£,+w]

WITEITRETISRT R NIRRT

I
I R AR R R EA k]

hY
7

1/4
() xe [m-\.@.wkoo)@ xZwﬁ SooXE [Mx[i,+w)<:>x<hﬁ
L CE = [-w \fi;i*oof ={reR/x< -2 b= (—e0,—~2)
o C
IIJIIIIII"IJ n’I il.’{.l’tlrflllflt'!fllf.’rl '} i
V2

c “ . - -
(&) Q' = {xe R/ xe& @ } =1, pucstodo ndmero real que no ¢s racional ¢s un irracional,
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Algunas propiedades del complemento son:

o - =U

En efecto, xept & xep @ T (T es Tautoiogia)

& xel  (también taurologia)
(Vx) (xe ¢® = xeU) y entonces  ¢° =U

e US=¢

En efecto, xelf e xelU o C (C es contradiccion)

& xe ¢ (también contradiccion)
(V) (xe US & xe @) y cntonces U =¢

o (A5 = A

Enefecto, xe (AS) @ xe A" @ xe 4

o (Vx) (xe (AC) e xe A) y cntonces (A9) = A

e A=F< AS = B¢ (conjuntos iguales tienen complementos iguales y vicecersa)
Observe Ud. que esta propicdad es una equivalencia enatre dos proposiciones p y g, sicndo
p:A=Byq: A€ = B, es decir se tiene una propiedad del tipo p <> ¢ que es equivalente
(scgin Tautologia N°_28) apE=g Ag=p.
Luego, procederemos separadamente con cada una de las dos impticaciones referidas:
(@) A=B= A“=8°
Aquf, cl anteccdente o hipbiesis cs A=B o sea, (Vx)(xe A& xe B) 0
cquivalentemente (Vx)(xe A & x& B), cn tanio que ¢l consecuente ¢$ A =B, ¢
decir, (Vx)(xe A & xe BY).
Ahora bien, xe A & xe A, segiin la definicion de complemento
& x¢ B, por hipdtesis
& xe BY, segiin la definicién de complemento
L (Y0)(xe A @ xe BY)
. A®=B°



(b) A“=B“=>A=R8

Ahora 1a hipGlesis es AS =B, osca (Vx)(xe A & xe BY)Y, o cquivalentemente
Va)xe AC & x¢ B¢ segdn Tautologia N°38.

Latcsises A= B, o sea, (Vx)(xe A& xe B)

Ahorabicn, x€ A & x¢& A€ {(definicién de complemento)
& x¢ BS { por hipéiesis)
o> xe B ( definicién de complemento)

S (Vxxe Ao xe B)
L A=28

OPERACIONES COMN CONJUNTOS.

En cl capitulo de Loégica, prescntamos secuencialmenic los conceptos de “proposicion”,
“negacion de una propesicién” y “conectivos proposicionales™.

El mismo orden de presentacion estamos siguiendo ahora, vale decir, ¢l concepto de “conjunto”,
lucgo “complemento de un conjunto” y ahora corresponde a “operaciones con conjuntos”. El
objelivo es obtener nuevos conjuntos a partir de dos conjuntos A y B cn un universo . Las
operaciones que cstudiarcmos no son desconocidas para el alumno, pucs stas sc introducen en
la cnsefianza bdsica, nos referimos a la UNION, la INTERSECCION, la DIFERENCIA ¥ Ia
DIFERENCIA SIMETRICA cntre dos conjuntos.

Como vemos, s trala nucvamente de operaciones “binarias™ gue son aquellas que sc cfeclian
entre dos conjuntos, (Los concctives 10gicos son operaciones binarias cntre proposiciones y las

operaciones aritméticas son opcioncs hinarias cnlre niimeros).

UNION DE CONJUNTOS.

Scan A y B dos conjuntos en un universe U.
Launidn de A y B cs olro conjunto quc se simboliza por Aw B, cuyos clementos son

todos aqucllos que perienceen a A o que pertenceen 2 B

AUB:{xE Ulxe Avxe B}
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Lucgo'tcncmos: xe(AuB)e xe A v xe B
y negando: xg (AuB)&e x¢g A v xe B

El diagrama de Venn que representa launiénde Ay B es:

U

AUB
Obsérvese la relacién que cxiste entre la unién (\) de conjunios y ¢l coneclivo logico
disyuncién (v). Es importante entender y recordar csta relacién ya que serd permaneniemente

usada.

EJEMPLO 50.
Sean U ={l, 2,3,...,20}, A={,37 10,15}

B=1{,2,4,691012} C={, 4,68 10,14, 18, 20}

Entonces AWB={,2,3,4,6,7,9, 10,12, 15}
AUC=1{,2,34,67 810, 14,15,18, 20}
Ademds, (Aw B) =1{5,8,11,13,14,16,17,18,19, 20}
(AuC) ={5,9,11,12, 13, 16,17, 19}
(AUBR WAV =15, 8,9,11,12,13,14, 16,17, 18,19, 20} v

[(AUB)C U (Auc)cf ={1,2,3,4,6,7,10,15}

EJEMPLO 51,
Sean U =7 ; A={x/x par A x° < 20}

B={x/3yeN A X+x=y };C={x/x<1 = x>1}

Determinar  (AUB) U C
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SOLUCION.  Expresemos los conjuntos A, B y C por extensién:
A={-4,-2,024} B={.-3-21,23.} C={234.}

AuB={.,-3-20,123.} (AuB =1} y (AuBLC={1,2,34,.]}

RIEMPLO 52 Scan I/ =R , A =(-1,2] , B=[-%,+°o) , C={~003]

D= (—- ﬁ,%] . determinar [AUDf U (BUO)®

SOLUCION.

A wUD :(—1,2}u(-\/5,ﬂ = (-v22]

( 1

{

Ly

(i T

]
-2 1 0 %

Buc:[_%,m] U (=0, 3]= (oo, 400} = R

2 (AUDY =l VTl o) L BUO =g
¥ (AUDY UBUCE = (o —VT | (@2, +o)

EIEMPLO 53,

El conjunto A = {xe Z /xes primo v x*—xz100 } se pucde expresar como union de
dos conjuntos. En efecto, como la condicién que caracteriza 1os clementos de A es uma

disyuncidn, tendremos por definicién de union,

A={xez /x cs primo Ju {xe Z/x-x2100 }

% SRS IS S
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Lo mismo podria hacerse usando la representacion por extensidn del conjunto A, ¢s decir,

A=, =12, ~11,-10,2,3,57,11,12,13,... }.
En tal caso, podemos escribic A =1{2,3,5,7,11,13,.}u{.., —12,-11,-10,11,12,13,...}
obicn A= {, -12, —11,~]_0}u {2, 3,5,7,11, 12, .13,...}, o de otras infinitas maneras.

EIERCICIO 23,
(1) Scan U =Z 1 A :{x/:c es par v x—x' < O} B ={xfx3 <200 A X7 210}

C=fx/(x<1= x22) v (¥ <100)}
Sc pide:
e Expresar A y C como unién de conjuntos dados por comprension.

e Expresar B como unidn de 2 conjuntos.

o Expresar A, B y C por extension

e (Calcular {(AUC)C U (BUA)CF

4
(b) Sean U =R , A=[~3,-1} Bm[——%,ﬂ; C =(—co, 2]
Calcular {(AUC)C uBf

La operaci6n de uni6én enire conjuntos tene, como debiera esperarse, una seric de propiedades
que serdn presentadas y demostradas mds adclante, conjuntamente con las propicdades de las

otras operaciones que estudiaremos.

INTERSECCION DE, COMJUNTOS.

Scan A y B dos conjuntos cnun universo IV,
La INTERSECCION de A y B cs otro conjunto que sc simboliza por A ™M B, cuyos

clementos son todos aquellos que pertenecen a 4y que tambidn pertenccen 2 5.

AnB={xeUlxe A A xe B}

Lucgotenemos: xe (ANB) e xe A Axe B

y negando: xg{(AmnDM ey xe AvxehR
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El diagrama dc Venn que representa la interseccién de Ay B ecs:

U: A B

ANEB

Obsérvese ahora la relacién que tenemos cntre la interseccién (M) de conjuntos y ¢l coneclivo

[8gico conjuncién (A)

EJEMPLO 54.
Usando los conjunios del ciemplo 50, tenemos: AN B = {I, ,IG} : B C = {2, 4,0, 10};

(ANBY U (BNC) =112 4,6, 10}
RIEMPLO 55. Usando los conjunios del cjemplo 51, caleular (A O n B

SOLUCION.
ANC=0,4% AnCF ={.~1,0,13,56,7,..5 (AnC)F° nB={.-3-21356}

EJEMPLO 56. Usando los conjuntos del ciemplo 52, calcular:
(AnD)Y U (B ~C)
SOLUCION,

=]

AmD:(—l,z}m(—\ﬁéJ:(_Li} —— |

Lo doitdind } I

rrrrrrrrrrrrrrrr

I SN - T Y S S 2

Néleseque — 1€ (——1‘ 2], porlofanto —ig AND

i 1 l I
Ademis -ie (—L ?_J A EE ("\/5, 5], por lo tanto %E AnD
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También (A M D)C = (— e, — 3-] U (%, + w)

b

c 1 1 ST T i
B ﬁC“: —Gn, — ﬂ(—oo’:‘;]z — 00, — — ! i
2 2 i 3
Asi:
¢ c i 1 \; 1 !
(AND UBENC)=]|—o0,~1 ] U | =, Fo0 ||U] meo,m 1= —oom— U] = oo
2 2 2) 12
hY
J
A S
T T ! { !/////////;i/f//’///!/!f///!/////fi/f///f
i
-1 = 0 = 1
2 2

EJEMPLO 57

Expresar A={reZ /X’ €200 x* 210 }Bomo interseecion de confuntos.

SOLUCION: Segiin la definicidn de interseccion, tenemos:
A={xeZ /¥ <200 }n{xeZ /X" =10 } o tambicn,

A={.,-3,-2,-1,0, 1,2, 3 4, 5pn{., ~6,-5~4,4,56,.;

EJERCICIO 24,

(@ Sean U =2 ,A={x/ =3 <x<0 =2’ >1}  B={y/(+y) <20}

C=fz/1s 22 +1<20 }

Determine: (AC ™ B) W, (BC M A)C

hY

(b) Sean U =Q A"{E/m:n+1} . B:JE/—ESWSQ A M25n<35r
n Ln J
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C={E/a=l}. Determine: (B~ C)w (A N B)

(¢) Scan U =R, A":(moo,~21 B=[-4,+e), C=(=3,5] D:(—JS‘,JE),

detcrming [ (AnBSYu (CC e D)C j I [ An D }

DIFERENCIA DE CONJUNTOS

Scan A y B dos conjunios cn un universo UJ .

La diferencia entre A y B cs otro conjunto que s¢ simboliza por A~ B, cuyos clementos son

todos aquellos que pertenccen a Ay que no perlenceen a B,

A-B={xelUlxe A A x¢ B}

Lucgotcnemos: x& (A—-B)e xe A Axg B
& xe A Axe B
o xe (AN BY)

Sc deduce que  A—B=AMNBS , una propicdad interesante que permite transformar una
diferencia entre 2 conjuntos cn la interseccion del primero con cl complemento del segundo.  Agui
convendria llamar minucndo al conjunto Ay sustracndo al conjunto B, para marcar bien la
posicidn y ¢l rol que juega cada uno cn una diferencia,

Negandolardacion xe (A~-B)e xe A Axg B
resulta xg¢(A-Bye=xeg A v xe B

El diagrama de Venn que representa Ia diferencia entre A v B es:

U A e
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EJEMPLO 58,

Sean A, B, C y D conjuntos cnununiverso U .

Tenemos xe ((Au B)Cm(DmC’))c:, xe (Au BY Axe(DAC)
Sxe (AuB) A xg (DN O)
& (xeAnxeg BY A{xgDvixe ()
& (xe A A xe BY) A{xeD" vixe cY
e xe (AN BYY Axe (DS U CH
o xe| (45 ABS) A (DS uCt) |

Como lo anterior s véilido V xe U, scticne:

(AUB) = (DN C)=(A" N B Y (D" U CY)

EJEMPLO 59,
Sean U={1,2,3,...,20}; A={,3,4,60, 11,15 16, 19, 20}

B=1{,2,3 4,7,8917,1819}; C={,50678911,12 19}

Entonces A—B =1{6, 11,15, 16, 20}, pucs cada uno dc estos ndmeros ¢s clemento de A y 1o ¢s
elemento de B. Los restantes son clementos de A y también de B, por lo cual no pertenecen 2
A-B.

Ademis A B=1{1,3, 4,9, 19}

Observemos que (A—B)Yu (A m B)={6,11,15,16,20,1,3,4,9,19}= A

es decir, resulid:

(A-B)u{AnB)=A

Lo anterior no ¢s casualidad, cs una propicdad que podemos demostrar de la siguicnic manera;

Xe [(A—~ B) ) (A M B)] oy xe (A - B) vV oxe (A ~B) (dcﬁnicli(‘)n de unién)
S xeAnxe Byv(ixe A A xe B) (deflinicidn de diferencia ¢ interscecion)

e xe A A(xel v xe I {taufologfa N° 12)
= xe A A (m v oxe B) (notacién)

= xe AT (tautolopfa N° 32)
= xe A (tautologia N° 1)

L (V0 (xe [[A-B)u (An B)] @ xe A)
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S (A-B) U(ANB)=4A

Ya calculamos A - B ={6, 11, 15, 16, 20}
Ademds scticne B—A=1{2,7,8,17, 18}, que resulta notoriamente diferente de A — B

Digamos que cn general, A—B» B—A, salvo en casos muy cspeciales donde tendremos 1o’
igualdad (por cjemplo si A ¥y B son iguales). Podemos cntonces afirmar que la diferencia entre

conjuntos no satisface la propiedad conmutativa. Por cllo cs que conviene tener muy claro qué

conjunto actda como “minuendo” y cuil como “sustracndo™.

Continuamos haciendo algunos cdleulos con los conjuntos descritos ca este cjemplo,
Tenemos: AU C =1{1,34,5,6,7,8,9,11,12,15,16, 19, 20}
BN C={478919}
(B ={,2,3,56,10,11,12,1314,15, 16, 17,18, 20}
(AuCy-={BnC)Y=1{4,7,809, 19}
Ademds: B—(AwC)=1{2,17,18}
A-=(BnCy={l,3 611151620}
[B-(AvOinla-BnOl=¢
Finalmentc observemos lo siguicnic:
A® =1{2,5,7,8,10,12,13,14,17, 18}
U~A=1{257810,12,13,14,17, 18}

resultando ser el mismo conjunto. Esto no cs casualidad, sc trata de ofra propicdad con estas

operacioncs y sc demuestra de la siguicnte manera:

xe A @ xe A (definicién de complemento)
T Axe A {tautologia N° 1)
e>xell Axg A (xe U csuna lautologia)
< xe (U —A) (delinicion de diferencia)

s (V) (re AY @ xe (U - A)

AS=U-4
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La propicdad anterior nos dice que “cl complemento de un conjunto cs lo mismo que la diferencia

cntre ¢l universo y ¢ comjunto”. Segin csa  propiedad o “modelo” . lenemos
(AU B =U~(AUB) ytambién U — (AN B)° = (AN B)

{recuerde la propiedad (ASYE = A)
EIJEMPLO 60.

A 1.2 B—*—E—S?- C= 1
Sean U =R, A=(~12), ) = (oo, 1)

Calcular: X ZI(A U By - chw (B ()

SOLUCION:

15 5
AuB=(-1,2) v [”_2—’ 5)“ (_ 1, E) f— Lffii.'.fffflffh‘ifl‘."rl.'H/fl‘."?}f/H‘f!) 1 ¥

]

1 5
de—0 1 2 = 3 4
2 g
€€ =i, +0) < | [ gy
’ { !
A (AUB) ~CC=(-11) < LT >
40 1
15 1
BAC=|——2 | (=, =] —=, 1 PR SN 111717/ W O W W
22 2 I 5
4 =~ 0 1 2 = 3
2
cx=lauB-cl-Brco)=l-1, —=
2 - (fr s ) P
E
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EJERCICIO 25,

C
(2)  WUsando los conjuntos det cjemplo 59, calcule: (CWAC) M (A - B)C

(b) Usando los conjuntos dei cjemplo 60, calcule: (A M B¢ — [(C - A} u QCJ

DIFERENCIA SIMETRICA DE CONJUNTOS,

Scan A y B dos conjuntos cnun universo I/ .
La DIFERENCIA SIMETRICA cntre A y B ¢s oiro conjunio que s¢ simboliza por A A B,
cuyos clementos son todos aquellos que pertenccena A y noa B ¢ bien que pertenccena By

noa A.

AAB={xeU/ (xe Arxe B)v(xe Bn xg A)}

Lucgotcnemos: x € (AA By (xe Aaxe By vixe BAaxeA)
=xe{A-B) v xe(B-A)
& xe(A-B) U (B-A)

AAB=(A—-B) U (B-A)

s . . .
Concluimos que , vale decir, la diferencia

simCtricaentre Ay B cs la unién de la diferencia enire A y B con la diferencia entre y A.

El diagrama d¢ Venn que representa la diferencia simélrica entre A y 1 cs:

U

AAR

Como sc pucde apreciar en este diagrama de Venn, A A B corresponde 4 extracr la porcidn
AN B delaunion AU B, es decir:

AAB=(AUB) ~(AnB)
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Esta cs otra forma de expresar una diferencia simétrica vy se demuestra como sigue (ustifique Ud.
cada paso):
xe(AABR) @ (xe A AxgBvixel A xe A)

ol(keArxeB)v xe B A (xeAaxeB) v 2eA) |
aleAvreB) AlxgeBvxeB) JalxeAvze An(xegBvieA) ]
[ xe(AuB AT JA[T Axe(AnB) |
e xe(AUB) A xé(ANB)
=S xe(Aul) - (AN B)

s (V) {xe (AAB) @ xe (AuB) - (AN B))

Como puede verse, la difcrencia simétrica se basa cn operaciones anteriores comoe unian,

interseccién y diferencia. Atn mds, usando algunas propiedades vistas tenemos:

AAB=(A-BYuw(B-A)=(ANBY) U(BNA")

AAB=(ANB"Y U (BNA")

ytambién: AAB=(AUB)=(A N B)=(AUB)N (AN B¢

AAB=(AUB N (AN BF

Estas dos (ltimas expresan A A B usando unién, interseccién y complemento, razon por 1a cual no

daremos mayor énflasis a esta operacién de diferencia simétrica,

A continuacion presentaremos un listado de propiedades fundamentales sobre compiemento, unién
¢ interseccidn de conjuntos. Este listado siguc ¢l mismo orden que el que se presentd anteriormente
con Tautologias Bésicas o Teoremas Logicos. Cada propicdad es cthora Hamada TEOREMA, como

evidenciando que se trata de una verdad perfectamente demostrable.



TEOREMAS BASICOS CON CONJUNTOS

IDENTIDAD:
I-ANU=A
2-AN¢=¢
- AUg=A
4- AUU =U

IDEMPOTENCIA:
5-AN A=A
6.- AJA=A

INVOLUCION:
7-(a =4

COMMUTATIVIDAD:
8- AUB=BUA
9- AN B=BNA

ASQCIATIVIDAD:
10- ANBNC)=(ANB)NC
1L- AUBUC)=(AUB)UC

DISTRIBUTIVIDAD:
12- ANBUC)=ANBIUANC)
13- AUBNC)=(AUBN{AUC)

DE MORGAN:
14- (ANB) =AU B°
15- (AUB) =4°NB°
ABSORCION:

16- AN{AUB) = A
17.- AU(AQB)mA

CONTRARECIPROCA:
18-ACB < B cAY

TRANSITIVIDAD:
19-(AcB)A(BcC)l=(AcC)
20.-[(A=B)A(B=C)=> (A=C)

OTRAS IMPORTANTES:

21- (A B)e ASUB=U
2-(Az By ANB  #¢
23-ACA

24-Ag AUB

25.- (ANB)c A

26.- (ANB)c B

27.- Noene similar en 16gica

8- (A=B)o [(Ac B) A (B A)
29.- (A= B)e= [(Aac B) v (B a A)
30.- No tiene similar en 16gica

31.- No liene similar ¢n 16gica

2- AUA  =U

33- ANA" =¢

34.-UC =¢

15-¢° =0

36- A=Bo B=A
W-ACBeo ANB =4

38- A=B e A = B¢

39- AcBUCe ANB cC
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Observando et listada de Teoremas Bésicos, pedemos apreciar una gran similitud con el listado de
Tawtologins Rasicas, Para cllo, hagamos los siguientes analogfas fundamentales:

Logica: Conjuntos;
T (tautologfa) I/ (Universo)
C {contradicci6n) ¢ (vacio)
v {disyuncion) w {unt6n)
A {conjuncién) v (interseccion)
- {ncgacién) ¢ {compicmento;
= (implicaci6n) C (subconjunio)
&> {equivalencia) = (igualdad)
p (una proposicion) A (un conjunto)

Asf, la Tautologia N° 1, es decir  p A T & p queda transformada en ¢l Teorema Lt
AU = A, cuando cambiamos respectivamente p por A, A por 1, T por Uy < por =
Lo mismo sucede conla Tautologia N° 14: pAg & }; v ¢ que queda transformada en el

Teorema N® 14: (A M B =A% v BE.

Por Gltimo, la tautologfa N° 18 (p= g) <> (g= p) resulta ser ¢l Teorema N 18:
AcB e B ¢ AS. En csta dltima transformacién s¢ mantuvo ¢l conectivo & para dar
sentido 1ogico al Teorema N” 18,

El alumno pucde continuar hacicndo las restantes analogfas cntre los dos listados de propicdades y
aprovechar esc hecho para no memorizar [érmulas cn cxceso.

A continuacién haremos la demostracién formal de algunos de los Teoremas Bdsicos, con ¢l
propésito que ¢l alumno comprenda cabalmente los procedimicntos que s utilizan.

TEOREMA N° 4. Aul =U

Sc trata de una igualdad de dos conjuntos que pucde demostrarse por doble inclusion, vale decir,
AvullclU A UgAul

{a) Primero probarcmos AwlU o U
xe(Aull)e xe Av xe U {definicidn de unidn)
=xellvxel (xed=xel pues AU}
& xe U { Tautclogia N° 6)
(Vx) (xe (AuUy= xe U)
LAuU U
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(b) Ahora probaremos U c AulU
xell= xe Av xe U {Tautologia N 24)

= &  AulU (delinicién de unién)
() (el = xe (AUU))
S cAul

Por(a) y (b) seticne probadoque AU =U

TEOREMAN'10. AN(BNnO)=(AnB)nC

Como veremos cada paso en esta demostracién es una cquivalencia, de modo que resultan las dos

inclusiones €y 2 al mismo ticmpo.
xe AN(BN e xe Anxe (BN Q) {delinicién de interseccién)
esxed A (xeB A xe O) {definicion de interseccion)
= (xe A A xe B) A {xe C) (Tautologia N° 10)
ey xe (ANB) A xeC {delinicion de interseecion)
> xelAnBnC {definicién de interseecidn)
LV (xe A N (BNO)exe(AnB) n O)

SANBNC)=(AnB nC

TEOREMA N°14: (A B = A% U B€
re(ANB @ xg(AND)
S rxg Av e B

(definicidn de complemento)

(ncpacidnde xe (A M B))

& xe AS v oxe B {delinicidn de complemento)
= xe {AC U BC) (definicion de unidn)

Como hemos usado sélo equivalencias tencmos (Vx)(xe (A M B e xe (A U B)

AN B =AY U B°

TEOREMAN2L, Ac B @ A“u B=U

Aqui scticne una cquivalencia, es decir, una doble implicacidn que haremos separadamente:

WACH =»A"uB=U
La hipdlesis o antecedentc cs A © 8y nuestra tesis o consceucnic cs AY W 8 = U | vale decir

una  igualdad  de 2 conjumtos  que  se pucde  demwostrar  por  doble  inclusién:

ASUBC U A Uc A UB.
A csta alwra debe estar claro que no cs necesario probar A UBC U puesto que (odo
conjunto s¢ considera subconjunte de I/ . Veamos entonces como probamos U < A W B,
xel T (T es una tautologia) .
re A v oxg A (Tautcloglu N° 32)
=xeB v xg A (pues A < B por hipdtesis)
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o xeB v oxe A° {definicién de complento)
& xeB u AS {definicién de unidn)
o xe (AS v B) (Tcorema 8)

L (V) (xelU = xe AU B)
L UcA“ U B
Seconcluyeque AC B = AU B=U

A UB=U=ACH

Nucstra tcsis es ahora A < By la hipSicsis A U B=U

Ahorabicn, xe A< xe A AT { T cs tautologia)
e xe A A xelU {xe [J cstautologia)
e xe A A xe(ASUB) ( hip6tesis)
e xeA A (xe AS v xeB) (definicidn de union)
o (xe Anxe A v (xe A A xe B)  (Taulologia N°12)
eCvixe A A xe B) {C es contradiceion)
wsr (xe A A xe B) ( Tautologfa N° 3)
= xe 3 ( Tautologia N° 26)
L (Vx) (ke A= xe B)
A CB

TEOREMA3T. A < B & ANB°=¢

) Ac B = ANB =¢
Nuestra tesis aqui ¢s A M B“ =¢ y ya sc tiene ¢ < AN BY, lucgo sélo resta probar

ANnBSc ¢
xreANB® @ xeA A xeB° {definicidn de interseccidn)
= xe A A xe AC (Teorema N° 18)
S xe A A xe A (definici6n de complemento)
o C { C cs contradiceion)
& xe ( xe ¢ csunacontradiccion)

c (V) (xe AN B = xe
L ANBS o

Comoscticne ¢ = A ~ B yse demostrd A M BY = ¢, concluimos A~ BS =¢
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by ANB“=¢ > AC B

e A= xe A AT (T cs{autoiog;’a)
e rve A A (xe B v xe B (Tautologfa N° 29)
o(xe A AxeBY) v (xe A A x¢ BY)  (Tautologia N° 12)
e xe (AN BY v (xe A A xeBY) (deflinicidn de interseccion)
e {xep v {(xe A x¢€ B (hipOtesis)
@ O v (xe A A xg B ) (x€ ¢ es una contradiccion)
< xe A A xg B° (Tautologia N° 3)
<= xe A A x€ B {definicién de compicmento)
= xe B (Tautologfa N° 26)
s (Vx)(xe A xe B)
Ac B

Con cllo sc termina la demostracion. No obstante mostraremos otra forma de demostrar ¢ mismo
Teorema 37, haciendo uso de oiros tcorcmas.

AC B & A" uB=U (Teorcma N° 21)
= (A U B =U° (Teorema N° 38)
e (A w B =¢ (Teorema N° 34)
e (A9 N B =9 (Tcorcma N° 15)
@ AN B =¢ (Teorema N°7)

No cabe duda que la segundz demostracién del Teorema 37, basado sélo cn los lcorcmas o
propicdades de las operaciones con conjuntos, ¢s mucho mds corta y clegante. La primera cn
cambio demucstra una inclusién o igualdad de conjuntos mcdiante su definicin, es decir, aludicado
a un clemento genérico x y usando propiedades 16gicas o tautologfas.

EJERCICIO 26.

Sc pide al alumno demostrar los restantes teoremas bisicos sobre conjuntos.

EIEMPLO 61.
Demostrar: A €8 = AU B=B (Esora propicdad importanic)

SOLUCION:  Tenemos como hipdtesis A< By bajo esc supucsto se debe demostrar
AV B =B quees cquivaleniccon B&EAUB A AU B C B,
El tcorema 24 establece A < A B, lo que debe entenderse como: “cualquicr conjunto A cs

subconjunto de la unidn de si mismo con cualquicr oiro conjunio B ™, Andlogamentc se licne
BcBuAobien BCAUB,pucstoquc A UB=BuUA segdn teorema 8. Se concluye asi

que: BCAUB
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Para probar la  ofra  inclusién, proccdemos  usando  clementos,  vale  decir:

e AuB & xeA v xeB {definicién de unidn)
=xe B v xe B (hipdtesis)
<> xe B {Tautologia N° 6)
(V) (xe AuB= xe B)
LAUBC B

Asf suponicndo A < B hemos probado A W B= DB

EJEMPLO 62,
Demostrar: (AU B —(AnBy=(A-Byw (B~ A)

SOLUCION:

Aqui usaremos s6lo Teoremas que digan relacidn con “ipualdad entre conjuntos” pues cs
precisamente una igualdad lo que debe ser probado.

(AUB)—~(ANBY={AUB)N{AN B° ( propicdad de la difercncia)
={AUu )N (AC v BY) (Teorema N° 14)
[ (AauBna Jul AauB nB°] (Teorema N712)
“[A%A auB Jul BSn@auB) ] (Teorema N9
=1 A A VAT AR U (BS mA) U (B° A B) [(Teorema 12)

= [ ¢ U (A° N B) ] U [ (BN AU ] (Teorcma N 33)
=(A“ " B) U (B° n A) Teorema N°3)

= (B N A) U (A B) (Teorema N° §)
=(An BY) U (B~ A" (Teorema N°9)
=(A- B w (B - A) (propiedad de la diferencia)

DAUB—(AnB) =(A=-B)uU(B—-A)

Como se sabe, AAB=(A-B)u(B-A), cnlonces también sc  deduce
AAB=(AuUBRB)- (AN B), propicdad que ya habia sido demostrada usando definiciones (o
sea por clementos) y tautologfas.

EJERCICIO 27, Demostrar las siguicnies propicdades:

@ AgB= AUVU(B-A)=18

by AgB=>ANB=A

) AN{(B-C)=(AnB)~(AN()

@ AuB=(A-BYu(AnBYu(B~A)

Use diagramas dc Venn para visualizar ¢l significado de cada una,
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EJEMPLO 63, :
Simplificar la cxpresion: [ A=(BNM A) IC u[ {Aw B —A }

SOLUCTION: . y '
Al igual como hicimos en ¢l capitulo de l6gica, simplificar una expresion consiste cn trans{ormarla

cn otra igual, pero de estructura lo mds simple posible, Para ello podremos usar todos los teorcmas
que involucren igualdad de conjuntos. De ahora en adelante, omitiremos las justilicaciones de cada
paso que sc haga, pero se pide al alumno que las realice para su mejor comprension.

[A-BnA FulUuB -Al=[4AnBnA [ U[(AUB) NAS ]
=[AnB oA T ol (AN B nA° ]
[ (AnBY VAN AT T ul(A° nA®) nBS ]
=[(AnBYuws | vl A B° ]
=(A N B U (A n BY)
=(A° U B) U (A° n BY)
=[ (A uB) U A In[ A uBL B ]
[ (AU AYU B N[ AU B U BT ]
=(A“UB) N (AU U)
=(A“UB)NU
= AU B

EJERCICIO 28,

Simplificar las siguicntes expresiones:

@ [A-BnnA) ] n4-8)
™ [(AuB-(AnB T nA
@ (AuB-clu[c-AnB ) N BAO

EJEMPLO N° 64.

Definase la siguiente operacién entre dos conjuntos: Ae B=(A - B) v B¢
() Calcular Ao ¢
(by Caleular {(AeU) M (¢ o A)

(¢) ;Es o unaoperacién conmutativa?

SOLUCION.

La operacion aqui definida (podemos Hamar operacion “circule™) no tiene relevancia en s misma,
cs sélo un nuevo “modelo” que se pide comprender y luego aplicar correclamente. Como sc puede
ver, A o B sccalcuta cn base a operaciones ya conocidas como diferencia, unién y complemento,
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por lo cual podemos usar las propiedades que sc tenga de estas tres. Debemos entender 4 o B
como “la unién entre Ia diferencia de Jos conjuntos y ¢l complemento del segundo conjunto™.

Asi por ciemplo, para calcular AS o BY  entendemos que ¢f primer conjunto s ahora ATyl
segundo conjunto ¢S B, por lo cual A® o B =(A° =B ) u (BSY“, o mejor,
A o BS=(A“-B°) U B

Del mismo modo, AC o (B—A)=[ A = (B~ A) Ju (B-A)°

Alora realicemos los ediculos pedidos:

@ Aoc¢p=(A-gQ)up =A0U=U
B (AeU)n@oM=[A-oU Inl@-4)wa]
=[p v lnleva]
=¢ N A"
| =9
(c) Para que “ o”  sca uma operacion conmutativa, debicra verificarse A o B= B o A,
cualesquicra sean los conjuntos Ay B. Sepin (a), A o ¢ =0, micntras que septin (b),

$ o A =AS, cs decir, no resulta lo mismo A o ¢ que ¢ o A. Concsto basta para
concluir que la operacidn © o no ¢s conmutativa.

EJERCICIO 28,

Considere 1a operacién & definida por A®B:(B”—Aym(AuB)
{(a) Calcule A @ A€
) Calcule (A ® AS) N @ ® A )
©Calcule (A ® U) @ A°
DCalle[ (A @ ¢ ® A ] n[U~-4 @ A7) ]
(¢) Calcule (A o AY) ® A, siendo*e” la operacion del cjempio 64
(fy Simplifique (A ® B} o A
() ;Es ® conmutativa? ;Es asociativa?

COMJUNTO POTENCIA,

Sea A unconjunto cualquicra enununiverso U .
Se define el CONJUNTO POTENCIA de A como otre conjunto que denctaremos por P(A)
cuyos clementos son fodos 1os subconjuntos de A

Luego scticne P(A)={X/X c A}
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Aquf cs muy importanie resaltar el hecho que Tos clementos de P(A) son conjuntos, no son X
pertenecientes al universo. Lucgo P(A) cs un conjunto formado por conjuntos, razdn por la que
¢s considerado una Familia de conjuntos.

Aclarado ese punte, tenemos X € P(A)¢» X C A, loquenos dice que X s un clemento de
P(A) ssi X c¢s un subconjunio de A, ¢s decir, los clementos de P(A) sc caracterizan por scr
subconjuntos de A .

Asi, son verdaderas las siguientes equivalencias:

Xu 2 e PA & XuZcocA
Y e PANB @ Yc An B
X e PAY) & X© o AC

Bc A= B e PA
ACAUDB & Ae P(AuU B)
P A= ¢e PA)

ANBC A UB & AnBePAul

Siguiendo los cjemplos anteriores, determine Ud. una cquivalencia para:
ACA-B ; A UBSBNCT ; An(A-B)cX-Y

A-Be P(B) ; B -AeP(X) ; XePANBE
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EJEMPLO 65,

Expresar por extension ¢l conjunto potencia de A = {E, 3, 5}
SOLUCION:

Como sc dijo, P(A) tendrd como clemento a todos los subconjuntos de A . Esto ya lo anticipamos

en ¢l gjemplo 43.
Los subconjuntos de A son ¢, {1}, 3} {5} {t, 3}, {15} B35} {1.3.5}.

Lucgo P(A)={ ¢, {l}, B} {5 1.3} {15} 35} A}

Como podemos apreciar, hay cxactamente 8 subconjuntos de A, ¢s decir, st A ticne 3 clementos,
entonces P(A) tendrd 2° clementos o subconjuntos de A.

Mis generalmente, si A ticne 7 clementos, entonces P(A) tendrd cxactamente 2" clementos

{subconjuntos de A ). Este hecho puede ser demostrade con algo de combinatoria y ¢l Teorema del
Binomio, teimas que ne se abordan cn este texto,

Asf por cjemplo, si un conjunto A ticne 1 =10 clementos, entonces su conjunto potencia F(A)
tendef 2'° = 1024 clementos. Mds adn, si n =50 cntonces P(A) tendrd aproximadamente 107
elementos. Dado 1o anterior, es comiin encontrar cn la literatura la notacién 2% ¢n vez de P(A)
para denotar al conjun{o potencia de A .

EJEMPLO 66,
i A={p, {p]} entonces P(A)={p. {p} {1k A}

Comosabemos ¢ ¢ A y A C A, cualquiera sea ¢l conjunto A, por 1o cual siempre tendremos
p e P(AY y Ae P(A). Ademds para este particular conjunto A, tenemos {@}c_: A (pucs
¢l tinico clemento ¢ de {9+ cs también clemento de A), es decir { ¢ }e P(A) . También
{{6} } A pucs fp} cs ciementode A, csdecir { {0} te P(A).

TROPIEDADES DEL CONJUNTO POTENCIA.

1. Tal como ya se alicipd, para cualquicr conjunto A sctiene ¢ € P(A) yambién A e P{A).
2. Si A ticne n clemenlos cntonces P(A) tiene 27 clementos, To cual hace impracticable
expresar por extension ¢l conjunto potencia de un conjunto A con muchos clementos.  Si
A= {2, 4, 6,8, ...} entonces P(A) 1o cxpresamos por comprension: P(A) = {X1x <A}
No obstante podremos saber si un ¢lemento (0 conjunto) X cs ¢ no un clemento de P{A); por

ejemplo {2, 4, 6} e P(A); {I,2,3}e P(A); {x e Z'/x ecsmiltiplode 4 }e P(A). clc.
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3. ;Serd cierto quc P(A M B) = P(A) N P(B)?, cs decir, jserdn iguales el conjunto potencia
de la interseceion de dos conjuntos, con la interseecidn de los dos conjuntos potencia?

Para responder, necesitaremaos probar primeramente lo siguicnle:
XcAnB& X cA A X o B, Veamos la implicacién a izquierda (=), vaic
decir, con hipétesis X € A A X © B ycomotesis x ¢ Am B

Scaxe X @ xe X A xe X

= xe A A x e B
e xe (A NB)
SV (xe X @ xe (AN B))
X cAn B

Veamos ahora la implicacién a derecha (=), Ahora la hipdtesises X & Am B y la (esis
X cA A~ X CB. '

Scarxe X >xeAnNnBorxeA Axe B = xeA X
re X mxeAmBeorxedAd axe B =5 xel X
XcA A XCB

cA vy
c B

Scconcluye : XcAnB o X cA A~ Xcb

{Obsecrve Ud. la relacidn anterior en un diagrama de Venn)

Ahora demostremos P(A M B) = P(A) N P(B)
XePANBe XcAnN B
= X oA A Xob
= X e P(A) A Xe P(B)
o X e P(A) n P(B)
VX)) (X e PANBYe X e P(A) N P(B)

s PAM B)Y=P(A) " P(B)

Esta propiedad puede ser ttil por ¢jemplo en ¢l siguicnte caso:
Dado A = {l, 2, 3, ...-10}; B = {.x'/ xes pr:'mo}, obtener P{A) ~ P(R).

Claramente nos scria imposible obtener P(5) puesto que B ¢ infinito, sin embargo, sabicndo
que  FP(A) n P(B)=P(A N B), poxdemos simplificar nucsiros cdleulos  usando
A B=1{2,3,5 7} yobtenicndo ahora P{A M B). Se pide al alumao completar los cdlculos.
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4,- En ¢l punto anterior se hizo referencia o P(A v B)  jqué sucede si AM B =¢ 7 Dos

conjuntos cuya interseecién es ¢ se dice que son DISJUNTOS.
JAquéesigual P(p) 7. Lldnico subconjunto de ¢ es ¢l propio ¢, por fo tanto:

P($) =1{p}

Lucgo, enclcasoque A y B scandisjuntos, P(A) » P(BY= P(AN B) = P(¢)={g}

5.~ :Serdcierto que P(A U B) = P(A) v P(B)7

Antes de responder a esto, nos preocuparemos de saber si son o no cquivalentes X ¢ A W B

con X ¢ A v X ¢ B. Medianie un diagrama de Vean podemos percibir que
XcAUWUB s X cA v X ¢ B, vale decir, cstar contenidos cn una unién no

implica estar contenido en algunos de los dos conjuntos:

A 8

Un cjemplo especifico para mostrar aquelio ¢s el siguicnie:

A={,357..% B={246..} X={,2 caamentc X c AUB
A U B=N,noobstante X @ A {pucs 2 & A) ytambién X @ B (pues 1¢ B},

Veamos la implicaciéri contrari: X ¢ A v X ¢ B = X cAuUB.

Esta sf es verdadera; en clecto ;
xeXoxeXvireX=2xeAviye Beye(duwB)

LV (e X = xe AU B
X cAuUuB

Concluimos:

XNcAv XcB=>XcAuUB

Ahora veamos si - P(A) W P(B) = P(AuU B)

Xe PIA) uP(BYe X e P(A) v X € P(B)
e XcAv X cocBhB
= X cAUuUR
= X e P(AubB)

pucs
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Como lencmos una = cn la sccuencia anterior, concluimos que:

P(A) U P(By c P(AU B)

Con toda seguridad, la inclusién contraria no serd sicmpre verdadera y se pide ai alumno mostrar
un ejemplo donde tal inclusién no se verifique (0 sea, se pide un contracjemplo).

6.- Sc puede probar que ! P(A-B) c P(A)- P(B)

Encfecto X € PA~B)e X ©c A-B
= X CA Axa B (*)
o Xe PIA) A x & P(B)
< X e P(A) — P(B)

En (*), sélo sc usa implicaciéon (=) cn vez de cquivalencia {<) porque la implicacién
conmtraria no cs cfectiva. El siguicnte diagrama de Venn mucstraque: X ¢ A A X ¢ B,
peronoescicrio X € A~ 8

Se pide al alumno presentar un cjemplo donde no se verifique P(A) — P(Bj C P(A-B)

EJERCICIO 30,

Sean A={l, 2,345 B={,4,6; C={, 2 3}

(@) Compruche fa fdrmula P(A » By = P(A) N P
(b Comprucbe larelacidn P(AY W P(BY ¢ P(A W B)
;S verifica en este caso la igualdad?
(€ Caleule P (A mB) - C) ycompirclocon (P{A) v P(BY) — PO

EJERCICIO 31,

(a) Demucstre: A € B & P(A) < P(B)
Para la implicacion (<) pucdescricitil: x & A {x} o A
(b) Use (a) para demostrar . P(A ™ B) < P(A) v P(AY g P(A v B)
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(¢} St AN B=¢, esdecir, A y B sonconjunios DISJUNTOS, determine P{A) m P(B),
(d) Usc(c) para simplificar: P(A—-B) N P(A N B)
(©) Si A vy D sondisjuntos jes cierto que P{A)Y m P(R) = P(A w B)?

Demostrar si su respucsta cs afirmativa o dé un conilracjemplo cn caso contrario.

PRODUCTO CARTESIANG,

Recordemos que un conjunto A con dos clementos @y b, se denota por A = {a, b} o bien
A= {b, a}, no importando ¢ orden en que sc colocan los clementos cn ¢l conjunto A.  Asf,
cuando hablamos de¢ conjuntos, nos referimos sicmpre a gonjuntos no ordenados , en ¢l sentido que
podemos colocar o disponer los clementos del conjunto en cualquier orden. Esta situacidn sc tiene
por cjemplo en algunos jucgos de azar como ¢l KINO, que consiste en elegir 15 nimeros entre 1y
25, Asi, una tipica jugada (o cartén) de KINO esté dadas por
{1,3,5,6,7,10, 12, 14, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 24},

sin importar ¢l orden de los ndmeros. Si al momento del sorteo, los 15 nimeros ganadores fucron
10, 14, 12,7,5, 1,3, 6,20, 21, 24, 19, 22, 17, 18, entonces ¢l cartdén anterior serd premiado, puces
contiene exactamente todos los ndmeros ganadores.

Un caso distinio se tienc ¢n un jucgo de azar como LOTERIA, donde se compra un “billete” que
contienc § digitos. Un tipico billete de loterfa ¢s 45324, St el billete ganador fucse 34524, nuestro
nidmero 45324 no serfa ganador pucsto que ahora gi importa ¢f orden en que aparecen los 5 digitos
que componen ¢l nimero. En cf caso de Loterfa, los 5 digitos forman un conjunto ordenadg, que se
representa gencralmente como (4, 5, 3, 2, 4) '

Nos interesa hablar de coniuntos ordenados con 2 clementos o también lamados pares ordenados,

los que denotaremos por (a, b).

[P

Obscrve que usamos la misma notacidn para intervalo abierto con extremos “a” y “b", pero ello no
debicra levarnos a conlusion. En ¢l contexto actual, un par ordenado (a, [} s un conjunto con
dos clementos “a” y “b” con la condicidn que “a” se ubica en primier lugar y “b” se ubica en
scgundo fugar.

no es 1o mismo que ¢l par

Segiin esa definicidn de par ordenado, resulta evidente que ¢l par (1, 3)
(3,1). Engeneral, (a, b)) y (b, @) sondistintos, salvoque a =D,

Eseribimos: (a, b)Y =(h.a) & a=15 ¥

Mids gencratmente:

{a,Dy=.dY=2a=c A b=d

Negando tenemos:
(a.b)y #le.dY=arc v b=d




90

EJEMPLO 67.

(a) Encucntre clvalorde x ¢y si {2x—1, 4y = (1,1 +2y)

SOLUCION, De la igualdad de los pares podemos deducir:
3
2x—1=1 A 4d=1+2y csdecir, x=1 A y:E

(b) Encucntrecivalorde x ¢ y si(2x—y, )=(4, x+ 2y)

SOLUCION. De nuevo lenemos @ 2x—y =4 A l=x+ 2y, lo quc habitualmente sc

cscribe:

2x—y=4
x+2y=1

Este es un sistema de 2 ccuaciones lineales con 2 incdgnitas.  Apficando métodos vistos cn la
cnscianza media, obtenemos X = — A y=-——
5 5
¢) Encucntre x ¢ y st (0" y -3, 2)=(, x+y)
SOLUCION. De la igualdad de pares tenemos x° + y—3=1 A 2=x+ y, 0 bien

o+ y=3=1
X+ y=2

Estc es un sistema de dos ecuaciones, la primera cuadriitica y Ja segunda lineal.

Despejemos y de la segunda ccuacidn . y =2 —x

Reemplazando este valor cn la primera ccuacion, nos queda: x° +(2—x)—3 =1, o sca,
F-x=2=0  quc es una ccuacién cuadritica (o de 2° grado) con discriminan(c
A=(=1) ~4.1-(-2)=1+8=9

I+ 9 1£3
—-'2“"""\/_“2“«-—-—:; G=-lovox =2

Luecgo x = 5 X =

Asi,para x, =-1 tendremos y, =2-x =2+41=3
y para  x, =2 fendremos y, =2-x, =2-2=0
En consceuencia fas sofuciones (x, y) son (=1, 3} v (2, 0
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EJERCICIO 32. Determine en cada caso, los valores de x ey que satisfacen la igualdad
indicada: ‘

() Gx+1, 4)=(-1,4)
B (x-y, x+y)=(16)
© (2,5x —y)={x, 1)

@ (Ff+y.2)=04y
© (X +xy+ ¥y, x—yy=(,1

Ahora bicn, sea A un conjunio en un universo U, y sca B otro conjunto cn un universo U,. Con

esto también queremos decir que los universos &/, y I/, podrian no ser iguales.

El PRODUCTO CARTESIANG de A y B, denotado por A X B, cs ¢l conjunto formado
por todos los pares ordenados con primer elemento en Ay segundo clementoen B .

Simbdlicamente se tiene:

AxB={(x,y)/xe A A ye B}

Debe  quedar claro que todo  elemento de AX B ecs un par ordenado vy ademids
(x,y e AxB =xe A A y ek
comotambién (x,y)e& AXDB &S xg A v vy ¢ B

Asf por ejemplo, se tiene 1as siguicntes equivalencias:

r (x-y,y)eEAX D o (x~y)e A A yeB

= (u,u)e CxD &uselC ~Au'e D

r (p-g+lL2-pleEXF @{(p-g+Del A(2~p)e F
» 4de A A-QeB o d,-2)e AXB

» (p~De FAgeGep-l ghe FxG

EJEMPLO 68,

Sean A=11,2,4}; B={3,a}

Entonces A x B = {13} {1, a); (2,3}, (2,a); (4, 3), (4,a)}

También Bx A ={(3, 1} (3, 2} (3, 4} {a, 1}; (2, 2} (a, 4)} observando 'E;uc cada par (v, ¥) del
producto cartesiano B x A tiene su primer clemento xe 8 y su scgundo clemento y & A.

Tal como sc indicd, los pares ordenados cn A X B son distintes de los pares ordenados en X A,
por ciemplo (2, 3) # (3,2). Es decir, ¢f producto A X B no cs igual al producto B X A; son
conjuntos distintos.

Se concluye que, no_cxiste conmutatividad en el preducto cartesiane, razén por la cual debemos
tener mucho cuidado en respetar la ubicaciénde A y B encl producto A x B
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EJEMPLQO 69.

Sean U ={.2.3,...10% A={,3,7} B={2,3} C={,7,9}. ECxpresar por extcnsion los
Conjuntos :

AN X(ANC)
i) [(4nB) x Blu[(C ~A) xA]

SOLUCION.
0 A B={3}

AnC={,7}

S (AN BxAnC={3,1),37)}
ii) (AN Byx B={(32), (3,3)}

C—- A=}

(C-A) x A={9,1)03) 0.7)}
5 [(A ~ B} x B]U [(C — A)x A]Z {(3,2) (3‘,3)’ (911)’ (9’3): 0, 7)}

A continuacidn estableceremos algunas propicdades relativas al producto cartesiano.

1. Supdngase quc ¢l conjunto A cs finito con 1 clementos y que B cs otro conjunte finito con
m clementos. ¢Cuintos pares ordenades tienc ¢l producto A X B? y; B X A7 En cl

cjemplo 68, n =3 pucs A tiene 3 clementos y m=2 pues B tenc 2 clementos. Asi resulta

Ax B con 3-2=0 parcs ordenados, pucs cada clemento de A debe aparcjarse con cada
clemento de 8. El siguiente diagrama ncsira los 6 pares formados.

A B
I 3
2 %a
4

Enelcasode B X A, cf nimero de pares ordenados es cxactamente of mismo, pucs la Unica
diferenciacnirc A X By B x A cselorden de cada par ordenado.

a A
3 1
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Mds gencralmente:

“St A tiene n clementos y B tienc mr o clementos; entonces AX By Bx A tienen
n - m clementos cada uno’™.

2. Sea A= {1, 2, 3}. Podemos efcctuar ef producto cartesiano de A consigo mismo, vale deeir
Ax A, Encfecto, A X A contendrs todos los parcs ordenados con primer y sepundo ¢lemento
en A
Asi, Ax A ={L1), (1,2), (1,3), (2.1), (2.2), (2,3). 3.1), 3.2). (3,3) }
Estc conjunto A X A sc denota usualmente como A’

Ast por ejemplo, N2={(1,1), (1,2), (1,3)...{2.1), (2,2), 2.3),....3.1), (3.2), (3.3)...}

3. AXBzrdp=>A#xp A Bz &)
Esta propicdad nos dice que un producto cartesiano tiene per lo menos un clemento ssi tanto A
como B dcben tener al menos un clemento.  Negando la relacion anterior se ticne:
AxXB=¢ = A=¢v B=¢ (i A o B notenc clementos ,cmo formaremos parcs

ordenados?)
Veamos ahora [a demostracion de (%),

AXB#¢ <= Jx,yv)e AxX B
= xeAAyel
=S AFo A B2 S AXDBd = Ard A B Y
A#¢ AB#¢p =3 xeA I yvelD
= {x,y)e AXB
o AXB#¢ L AFD A Br = AXBE 2@

4. Son vilidas las siguicntes propicdades distributivas:

@ AX(BUuO)=(AxBuAx()
) AXBNO)=(AXBYN{Ax(C)
) AXB-C)=(AxB)-(Ax ()

Aquf haremos 1a demostracion de {c), dejando 2l lector las otras dos.
Comencemos dligicndo (x, vy} en (Ax B) = (A=)

(r, ) e (AXB)—-(AxC)y e (oy)e AX B A {x,y)e AxC
ixe A Ayve ByalxeAv ve O)
<:>[ (xe A A yve By Axg A ]v[(xeA AyeDB)aA(yeg C)}
c:b[ (xeA A xgAyanyve B ]v[xe/{/\(ye]}/\ ve ) }
= [F AYE B] v [xe Anye B—C] (F es contradiccion)
o Fv [xeA AyeB—C]
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=>xe AAyeB-C
e (ny)e A x (B-0)
VY () e (AXB) - (A X C) & (x, y)e AX (B-C))

SAXBY-(AxC)=Ax (B~C)

Aqui se prefirié Hamar F (en vez de €') a una contradiccién, para no confundir con ¢l conjunlo

C.

REPRESENTACIONES GRAFICAS DEL PRODUCTO CARTESIANO,

Las dos formas mds comunes dc representar graficamente un producto cartesiano entre 2

conjuntos A y B ticnen que ver con ¢l tamafio de los conjuntos. Enclcasoque A y B
scan conjuntos [initos con pocos clementos cada uno, sc sucle representar cada par ordenado

(x, y) conunalinca qucune x € y.

Asi por ciemplo, si  A={,2,3, 4} y B ={(.r, b}. entonces los § pares ordenados
corresponderdn a 8 lincas o concxiones como sc mucsira a continuacidn:

A B

¢ Qué sucederia si A tuvicse 500 clementos y B tuviesc 1007

Nuestro grifico tendria exactamente 50.000 lincas, demasiadas para trazarlas todas vy que guede
algo lepibic, Ental caso, vale decir para conjuntos con muchos clementos, se sugicre usar olro
tipo de representacidn grifica, que utilizan 2 rectas (o gjes) perpendicutares y on que cada par
ordenado (x, y) sc ideatifica con un dnico punto cn ¢l plano formado por las 2 rectas. Esta cs
conocida como representacion CARTESIANA del producto A x By asumimos que cl
alumno también la conoce desde fa educacidn media,

En ¢l mismo cjemplo anterior, con A = {1, 2, 3, 4}y B= {a,b} 1a representacitn cartesiana
del producto AX B cs la siguicnte:
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&
b —— X X X X
a —— X X X X
| >
—t—t - A
1 2 3 4

En la recta horizontal (0 ¢je de abscisas) se ubican los clementos del conjunte Ay en la recta
vertical (o ¢je de ordenadas) se ubican los elementos de B . Asi, los 8 pares ordenados del
producto A x B serin los & puntos ( marcados con x) quc sc mucstran en la figura.

EJEMPLO 70.

Sean A=={x eN/ xes par Al £x< 7}
B={xez/x< 2= X <5}
Representar graficamente ¢l producto cartesiane B X A

SOLUCION:

Exprescmos por extension fos conjuntos Ay B .
A={2,4,6} B={2-1,0,1273..}

Observemos que cn el producto B X A, colocarenmos en el ¢je horizontal al conjunto B y en
¢l eje vertical al conjunto A .

Asi, B x A screpresenta por:
A

EJEMPLO N° 71,
Graficar A X B siendo A=N; B:{xe N/d ye N A x =yl }
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SOLUCION. El conjunto B expresado por cxtensibnes B ={l, 4,9,16, ...}
Lucgo el producto A X B se puede representar como siguc:

¢

Ba

9! . e

o

P e s s s c v o w
T T T T P A
I 2 3 4 35

LJEMPLO 72,
Gralicar R XR

SOLUCION.

El conjunto R sc representa por medio de fa recta real, s decir, cada adimero real s un punto
de la recta y vice-versa.
El conjunio R XR= {(x, yvi/xeR A yeR } s¢ represenia por todos los pares ordenados
de nimceros reales.  Lucgo, cualquier punto del plano formado por los cjes de abscisa y
ordenada serd un punto en R xR
Asi, Ia representacién grafica de R xRfs el conjunte de todos los puntos del planc formado
por los dos cjes perpendicalares:

R

y N

y )

Jo-
R

X

Mis adclante nos intercsard distinguir algunos subconjuntos de R XR, es deeir, algunas
porciones del plano anterior. Los siguientes son algunos cjemplos:
A )

&,
/ Linea recta /
= B
/ 4 \\
\ |
parébola\/

circunlerencia

B
=

SE
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CAPITULO ITI

DESIGUALDADES E INECUACIONES.

Las desigualdades y las inccuaciones de primer y scgundo grado cn una incOgnita
serdn de bastante utilidad en los capitulos siguientes de Relaciones y Fuaciones, razdn por 1a cual
las inscrtamos cn csta.partc del texto.  Las inccuaciones de primer grado cn des incognitas sc
aplican para describir regiones factibles de un problema de Programacion Lineal, tema que ¢l
alumno estudiard inicialmente cn un curso de Algebra Lineal y con mayor profundidad cn un curso
de Investigacidn Operativa.

Acd introduciremos con alguna formalidad los conceptos de “menor gue”, “menor o
igual que”, “mayor que” y “mayor 0 igual que”, los que simbolizamos respectivamente por:
<, S, >, =

3 = oot

Sabemos que R"= (0, 400} representa al conjunto de ndmeros positives.

Tenemos los siguicnles axiomas cn rclacion con R y las operacioncs de adicién (+) y

multiplicacién (-},

AXIOMA L, |(Wx) (¥y) (xe R* A ye R = x+ye R")

(La suma dc dos mimeros rcales positivos ¢s olro ndmero real positive)
Comao sc trata de un axioma, aceptaremos su veracidad, ain cuando nos debicra parccer evidente,
Note Ud., que 1a implicacién contraria, vale decir

x+ye R = xe R" A ye R7,nocsnccesariamente verdad,

s

(Tome como contracjeruplo x=5, y = —3)

AXIOMA 2: (vx)(vy) (xe R* A ye R" = x-yeR")

(La multipticacién de dos nimeros rcales positivos cs olro nimero real posilivo)

La implicacién contraria no ¢s necesariamente verdadera, ¢Porqué?
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Axiomad: |(WVxe R (xe R" v(-x)eR" v x=0)

.

El sfmholo v conocido como “disyuncidn excluyenic” v que leemos “o excluyente” se definc

como olre coneclivo 16gico mediante Ia tabla:

g q pYvq
VIV F
VI F A
F Vv v
F |F F

Scobscrvaque p v g csV sSlocuando p y g tienc diferentes valores de verdad; sélo una
de las proposiciones debe ser V. opara que p v g sea Verdadera. Corresponde a la negacidn de
P = q.

Lucgo ¢l axioma 3, cstablece: x>y ssi y<x ssi {(x—y)e R

Para cada niimere real, sélo una de las siguientes tres afirmaciones es verdadera: el ndmero
es positivo o (excluyentemente) su inverso aditivo es positivo o (excluyentemente) el ndmero
es cero.

Piense en un ndmero real, por ejemplo x =7, cntonces x € R* os Verdadera, micntras que

—xe R csFalso y x =0 esFalso.

También, §i x =—8,lenemos xe& R’ csFalso, —xe R* Verdaderoy x =0 cs Falso.

Utilizando estos tres axiomas, podemos definir los simbolos de desigualdad <, £, >y 2,

ademds de sus propicdades.

Scan x € R, y € R (scenlicnde que x ¢y son cualesquicra). Decimos que “x cs menor

quc y" {en simbolos x < y) si la diferencia y-—x es un ndmero real positivo, o sea,
(y=-x)e R".
Astporcjemplo, 2<5 esVpues 5~-2=3e R"

3<t cs Fpues 1-3=-2¢ R"

[
0 < — es Vpues l——Omie-R+
5 5 5
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Tenemos entonces : x<y ssi(y-x)e R*

Scdefine también *“x  esmayor gue y' (cnsimbolos x> v si vy o menor gue x ).

Lucgo sc tiene: x>y ssioy<x ssi (x-yle R’

i

También definimos “x  ¢s menor o igual que y" {cnsimbolos xS y)si “x  c¢s menor que

y" o cxcluyeniemenic “x  esigual que y" .

Es decir: x< y s$8f X<y Vv x=y

Por dltimo, definimos ““x es mayor o igual que vy (ensimbolos x 2 y)si “x  es mayor que
y" o cxcluyentemente “x  es igual que y".

xzy ssi x>y V¥ x=Yy

El conjunto de los mimergs reales negativos R, se define como

R = {x e R/ -xe R’ } es decir, son todos agucllos mimeros cuyo inverso aditivo cs
positivo.
Seglin esa definicin se tiene: xeR™ ssi ~xe R’

Ademis, x>0 & x-0 e R" &< xe R’

ylambién x<O & 0 ~-x e R’ & -xe R" & xe R

x>0 @ xe R’ y 1< =2xelR

PROPIEDADES BASICAS DE DESIGUALDADES:

(P1}) Vxe RI(VyeR{(x<y v X>y v x=y) {Tricotomia)

Encfecto,si x ¢y condos nimeros reales cualesquicra, entonces x— ¥ ¢s otro mimero real.
De acuerdo con el axioma 3, tenemos: x—y € R" v —(x~y)e R" v x~y=0
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Ahora hicn.‘ X=y €& R‘- x>y,

También ~(x~y)e R" <> y~x e R" & y>x &S x<y
y ademds x—y=0 & x=y

Asiconclufmosque x>y VvV x<y ¥V x=y

Esto nos indica que s6lo una de las 3 afirmaciones serd verdadera, 1o que nos permite concluir que
XPy A XLy S5 x=y

También, x>y A x#y 55 x<y

Osca | x2y & x<y | (Lancgacibnde x2y es x<y)

Anidlogamente XLy & x>y (Lanegaciénde xS y a5 x>y)

Enlo sucesivo, simplificaremos (Vxe R) (Vye R) por (Vx,ye R)

P2) |(Vx,y,ze B) (x<y A y<z =>x<z) (Transitividad)

Enefecto: x <y A y<z & y-xe R® A z-ye R’
= (y=x)+(z—-y)e R* (Axioma })
& z—-xe RY
& X<z
También sc verifican las propiedades transitivas siguientes:
(Vx.v,zeR(xSyany £z = x<32)
(Vx,y, ze R(x >y Ay >z = x>3)

(Vx,y, ze R (x2y Ay 2z = x227)

P | (Vx,y 2z eR (x<y @ x+z<y+12)
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Esta propiedad indica que en cualquicr desigualdad podemos sumar a ambos micmbros un mimero

rcal cualquicra y ta desigualdad permancce.

Enclecto: x + z < y+z & (y+z)—(x+z)e R" (definicion de <)

< y—xe R’ (simplilicando)

& x<y (definicién de <)

Andlogamentecscticne: | (Vx,y ,z e R) (x < y @ x—z <y = 2)

También son validas propiedades similares en que sc sustituye < por < > 0 2

PHi (Vx,y .,z € R [x~ y>0 & @x>0A y>0) vix<0a y<0)]

“Un producto de 2 nimeros reales cs positivo ssi los nimeros son ambos positivos © ambos

negativos”.
En clecto:
G x>0 Ay>0exe R" A yeR" = x yeR ®uxy>0
() x<0 Ay<0& xe RTA ye R & -xeR™ A —ye R’

= (x) (-yeR & xye RN & xy>0

x> 0A Y>>0 vx<OAy<) = x-y>0
(i) x>0 A y<0@ xeR"A yeR & xe R" A —yeR’

= x-(-y)eR e —-x-ye R" @x-yeR e©xy<(

(iv)  Andlogamente x<0 A y>0 = x- y<0

A0 A<V (k<0 A y>0) = x-y<0

En resumen se ticne: x oy | ox- v
+ + +
+ - -
- .i- -
- - +

1 No le parece esta tabla de signos similar a la tabla de equivalencia 16gica?
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En consccuencia, ¢l productode x ¢ y cspositivossi x ey tenen cl'mismo signo.

(P5)(Vx, v,z ERx - y< 0 @Gx>0Ay<d) vix<O Ay>0]

“Un producto de 2 mimeros reales es negativo ssi los nimeros tienen difercnte signo”,

P6) | (Vx,y.,2 e R (x<yaA z>0 = xz< y2z)

“Si a unma desigualdad  x < y sc le multiplican ambos micmbros por un ndmero
positive z cntonces 1a desigualdad sc mantiene™.

En cfecto:

x<yv Az >0 ((y-xe R'aze R"=(y-x)-ze R’

S(yz—-xz)eR' & xz<yz

Del mismo modo, son verdaderos 1os enunciados:

Vx,y,z e RR(x<y A z>0=xz< y2)
Vx,y.z eR) (x>y Az>0=x2z>y1z)

(Vx,y,z e R) (x2y Az>0=xz2y 2)

P7 (Vx.y,z2 e R (x<y Az<O=xz>y2)

“Siauna desigualdad x < y sele multiplican ambos miembros por un mimero negalivo z

<

entonees fa desigualdad se invierte”. La demostracion se deja como ejercicio al alumno.

Son lambicén vilidas: (Vx, y .,z € R)(x £y A 2<0= xz 2 y-7)
(Vx,y.,2 e R(x>y Az<0=xz< y-2)

(Vx,y.,.z2 e RV (x2y A z<0=s xz < y-z)
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P8 | (VxeR (x>0 < L 0
X

“El inverso nuitiplicativo de un ndmero positivo x, ¢s también positive”

) I
Demostremos primeramente x > 0 = — > 0, usando reduccién al absurdo (taut. N° 37):
X

x>0Al;& O<:>x>OA£SO=:’I:x>OA(i<Ov—1—=D)}
X X X X

x> 0AC<0 vO ]2 [x50 A 220] = x o< 0 =150 =C
X X X

1
Ahora falta demostrar — > (0 = x> (. Esta parte s¢ deja al alumno.
x

1
Andlogamente se ticne (V xe R(x<0 & —<0)
x

;Cémo sc interpreta?

(P9) (Vx, y eR)(0<x<y4:>£>§1—)
x Y

“Si tenemos dos ndmeros positivos, uno menor que olro, los inversos mulliplicativos
satisfacen la desigualdad contraria”.

1 |
Por cjemplo, sesabcque: 3 < 5 entonees -?: > -

5
. . a . .
Dicho de olro modo, en una fraccién E si aumentamos ¢l denominador catonces ia

fraccién disminuye y también, si disminuimos ¢l denominador entonces la fraccion
auvmenta.

S

L.a demosiracién de {P9) sc deja como gjercicio.

PO |(Vx,y,u,veR) (x <y Au<v=x+u<y+v)

“Si tenemos dos desigualdades x<y A u<v cntonces la suma de los micmbros

menores (x -}, ¢s menor que la suma de los mayores (y +v) ™.
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Una propicdad similar sc tiene para cl producto, pero mientras las cantidades no scan negativas.

PID | Vx,y,u,veR) (0 x<y A0Su<v=0< x-u<y- v)

P12) | (Vx,ye R) (Ve N) (O<x<y = x" < y")

Esta propiedad nos indica que "en una desigualdad con mimeros positivos, podemos elevar
ambos miembros a una potencia natural y Ia desigualdad se manticne”.
Para demostrar csta propiedad, recordemos las siguientes factorizaciones:
2 2
Xy =y ) (xdy)
3 3o . 2 2
=y ={x=y) (X +xy+y)

y més generalmente : x” - y" ={(x-y) (X" + x"y + X"yt 4+ y™h

Por hipétesis, 0<x<y < y=-xeR”

Ademds, x€R™ A yeR” =" + ¥ oy 4+ x4 4y eRT

(y—x-( X7+ Xy +x .y 4+ eRY

osca, " —y" € R™ y cnlonces x" < y”

Obscrve que esta propiedad tambiénindica [ x> y> 0= x" > y" pucs x> y <> y<x

(P13} | (Vx,yeR) (Vne N) (O<x<y:::>ﬁ< {/;)

Para demostrar , usemos la propicdad contrarecfproca de la 16gica (Taut.N° 18), o sca,
O<x<y=Yx<1y)y o Wrz21y) 22 y)

Lucgo (Yx 2 /y) e (Wx > ofy) vi(¥x=1)
= (Vx> @y v @)= @y sepin P12)

S x>y VvV x=y

< ox2y
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[NECUACIONRS DE PRIMER GRADO

Recordemos que una ccuacién  de primer grado cn una incdgnila cs una ccuacion de la forma
ax+b=0,siecndo c €eR, be R, a # 0.

Su solucidn cs x = —2 , 1a que sc obticne de 1a siguicnle mancra:
: a .
azx +b=0 [+ (~b)
o ax +b+(H)=0+hH)
@ax +0=-b
I
& oax = ~b /- -
a
<::>-1--ax = ~1—-(—b)
a a
b
o ox = =
a8

Una inecuacion de primer grado en una incégnita (o variable) x cs una desigualdad de fos
siguientes 4 tipos o modelos bésicos, donde ¢ & R, be R, a # O

ax+b>0 6 ax+b20 6 ax+tb<l 6 ax+bs0
La soluci6n sc obticne usando un procedimicnto simifar al de las ccuaciones.  Asf, lcnemos ¢n ¢l
primer caso: a x+ b >0 [ +(-b)
& ax +b+ (=b) > 0+ (=b) (scgtn P3 la desiguaidad no cambia)
Sax+0>=b
e ax> —b

) 1
Ahora debemos tener cuidado al momeato de multiplicar por —
; 4]

1
(2) Si @ > 0 entonces — > O (scgdn P8)
a

Lucgo, ax >—b [ =
a
1 b . : .
& — g x> —— {sepin PG la desigualdad no cambia)
a 43
Ly X > — -
a

. . b
La soluci6n cn cste caso cs S = {x el [/ x> —— } o en nolacion de inlervalos cs
a

e
a
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|
(b) Si a< 0 ecntonceses — < 0 (scgiin la observacién dada en P8)

a
! 1
Lucgo ax >~b [ —
a
1 ‘ b . . I
& —gx< — - (segiin P7 Ia desigualdad se invierte)
a a
b
= xd - -

a

b ~b
Asi, la solucién cs S ={xeR/ x < — = | I—
a a

En ¢l caso de 1os otros 3 modelos de inccuaciones de primer grado, se procede de manera andloga.

EJEMPLO N° 73:

Encontrar ¢l conjunto solucidn de las siguienies inccuaciones de primer grado.

A 1-3x<0 b)l—%{>3m4x ) (2x -1 -3 < 4dx+(3+2x)1+ 2x)

d) 2-—-;—3- 23
ps

SOLUCION:
A 1-3x<50 / +(=1)

I
& -3x <=1 / (—"?;) (Observe que multiplicamos por un ndmero negativo)

S x2 ——3 {scglin P7, Ia desigualdad cambia de sentido)

@xéi
3

] 1
...S:.‘—R/,Z— = —_‘+oo
{ve X 3} [3 )

2,
b)1~?">3»4x I+ (=1

@—E >—14+3-4x <::>~m%3i>2—4x /3

@ —-2¢>06-12x J/+12x & 12x-2x>6
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e 10x>6 | — x>i & X > -
10 s

L S={xeRrR/ x>% }ﬂ(%,*r«m)

QCx-1*-3< dx+ G+ 2x)01+2x)

c)
Tal como se indica, debemos desarroliar los productos y cnscguida agrupar (érminos
~ semcjantes, resultando:
4x? —4x+1-3 < dx+3+6x+2x+4x° [—dx*
—-4x-2<12x4+73 f+2
—4x <12x+5 [-12x
—16x<5 f(-1) ,
16x > =5 (hubo cambio ¢n los signos y cn la desigualdad)
X > -
16
5 5
S ={xeR) x> —— =i, F o0
frer/ x>0 ) ( 16 )
3
d 2-— 25 [ +(-2)
X
3
& —-=254+(-2)
X
e - 3 23
x

CUIDADQ, aquf se tiene la tentacidn de multiplicar ambos lados de la inccuacion por x (0 sca,
pasar x que divide en el lado izquicrdo, multiplicando al lado derecho). Esto cs un ERROR .

El problema es que no sabemos si & ¢s positivo o ncgative como para apiicar (PG)

manteniendo = o aplicar (P7) cambiandoa < .

Aqui podemos (rabaiar de la siguiente manera: (mds adelante se explica otra forma de proceder).
qQuit ] g p I

Separamos larectarcaien 2 partes : x>0 A x<0

Caso 1 i Caso 2
0

CASO 1: Aqui buscamos las soluciones que pudicsen existir en (—e0,0}, ¢s decir, suponicndo

x< 0 continuamos reselviendo la inecuacion :

3
- 23 [ x (como x < 0, aplicamos P7)
x
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& —3 < 3x /- = %Ssx o -1<x

1
3

Esta solucién {xe R/-1Z2x } deberd intersectarse con  (— oo, (), pucs esa ¢s precisamente
la condicién (x < 0) quec nos condujo a ese conjunto solucion.

Luego, Ia solucidn para este primer ¢aso cs:

S, =fxe R/I~15x } 0 (—=0)
= [=1, +00) N (=00,0) = [-1,0)

CASO 2: Ahora buscamos las soluciones que pudieran existic en (0, + o), es decir, ahora
suponemos x > 0 y continuamos resotviendo la inccuacion:

_?f_ =3 /-x  (como x >0, aplicamos PG)
x

e —3 2 3x /- @%32x o -1z x

I

3

Asi, 8, ={xeR/ ~1 2x }n (0, +)
= [ -l n O+ =) =9

¢ Qué dehemos hacer ahora con §; S2 7

Corresponde la unién de ambos, o sea S =5, W §, pucsto que ¢l conjunto solucién debe

contener aquellas soluciones que son positivas (si es que las hay) ademds de aquellas que son
negativas (si es que fas hay).

S=[10u e = [F1,0)

Naote Ud., que si nn profesar desea determiner el conjunte de todos sus aluninos con nota 2 4 ol
profesar prede bouscar separadamenie los alimnos con notee 24 en el grupo A, en el grupo B oy en
el grupo C. Una vez gue encontrd estos tres conjuntos, deberd unirlos para determinar el conjunto
101al de alimnos con nota 2 4. '

EJERCICIO 33. Encucntre ¢l conjunto solucién de las siguientes inecuaciones:

N 2x-3< 0 D 1-4x 20 3 2(3-2x) <5(1-x)
4) %x—l-% 2 x+1 5) 3x-D(+D < 38 +2x-6 6) ]—3x< 2(1—x)
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] 5
< X+ 9) <l (separecn2casos: x>0 A x<0)
X

9y orcn 1) %(1;’“}5
X

INECUACIONES QUE SE REDUCEN A PRIMER GRADOC.

Ahora sc trata de resolver inccuacioncs que no son precisamente de primer grado, pero que con
ayuda dc las propicdades (P4) y (P5) pucden transformarse en otras de primer grado.

Segtin (P4), un producto dc 2 nimeros ¢s positivo ssi ambos nimeros son positivos o ambos
negativos.

Usando esta propiedad sc pucde resolver una inccuacion como la siguicnte:
EJEMPLO 74, Encontrar cf conjunto solucidn de la inccuacion  (2x+3) - (1—4x) > 0.

SOLUCION:

Aquf los dos ndmeros se representan por (2x +3) y (1- 4x)
Luego, (2x+3) -(l—4x) >0 < 2x+3> OAl-dx>0) v Cx+3<0nl-4x<0)

. - Loy

D (2) 3 {4)

Pasamos 2 tener 4 nuevas inccuaciones que resolver, todas cllas de primer grade. Sus soluciones las
llamarcmos  S,, §,, 5; ¥ §,, respectivamente.

Resolviendo (1) 2x+3 >0 e 2x> -3 ¢ x> "-.-3—

3 3
S ={xeR/ x> ==, too
 ={xeRr/ x> 5 } ( 5 }

Resolviendo (2): 1—-4x>0 o —dx>-1o24x<]l & x<~3

Resolviendo (3):  2x+3<0& 2x< -3 & x< ~%

3
2. S3 = ("‘*m,"——z-)

Resolviendo (4): 1—4dx <& 1< d4x & %< x
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. Qué debemos ahora hacer con S, S,, 5, ¥ 5,7

La respuesta la proporuom a propicdad P4: donde aparece disyuncién (v) corresponderd UNION

de conjuntos y donde aparcce conjuncién (A) corresponderd INTERSECCION de conjuntos.
(2x+3) - (1~-4x) >0 & 2x+3>0 A 1-4x>0) v 2x+3<0Al-4x<0

Voo Voo

Luecgo; S

I
e, —— 1}
TN
|
|
+
8
Nt
D
|
3
o '
A
| WR——
: C
|
/""”“r?‘\
8
|
(YR
M
D
N e
+
8
T

Esto nos indica que ¥ satisface la inccuacion sst x o
74

}

T4

EJEMPLO 75,

Encontrar ¢l conjunto solucién de (3x+2) (2x-5) <0

le

(osea que x nosatisface la inccuacion ssi x ee(

SOLUCION:
Aqui aplicamos una pequefia variante de Ta propiedad (P5), a saber:
a-b<0 & (g0 Abz20) viaz0 A D<)

(el heche de que ¢l producto puede ser ( permitc gue tanto @ como b puedan ser )

Ash, Bx+2) 2x~5) <0 & Bx+2 €0 A 2x=520) v B3x+220A2x-520)

y .

(1 (2) (3 (4)

Resolviendo (1) : 3x+2<{ & 3x5-2 & xS——i— .'.Sl:{—w,—z}

Resolviendo (2): 2y =520 <« 2Zxz25 & x2 % oS = [E -+ oo)
Sl S _
. 2 2
Resolviendo (3): 3x+220 ¢ x2-2 & x2 -3 S, = —§.+ oo
. 5 5
Resolviendo (4) 1 2x—=5<0 <« 2x<5 e x< 5 nS, =] e, 5

S=(5,MS) U (S, m:g):H_m‘_{;:_]m FME U { m%;m ) N [—wiﬂ
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El método anterior para resolver la inccuacion (Bx+2) (2x—5) £ 0, podemos resumirlo mediante

W
o}
e

una “tabla de signos” para los dos factores (Bx+2) y (2x-93).

Primeramente, tomamos ¢ factor 3x+2 vy determinamos para que valores de X sC ticne
1x+2>0 (osca 3x+2 cs positivo) y para que valores de x tenemos 3x+2>0 (o sea

3x+ 2 cs negativo).
2
Ix+2>0 & 3x>-1 & x>—»~§

2
3x+2>0 e 3x<-2 = x<-—3—

, 2 o
Se concluye que 3x+2 cs positivosi X > ~3 vy 3x+42 csnegativosi X < wg

+

1

1
3
s 2 . I3 ] - 4l
Como vemos, ¢l nimero x = -—5 ¢s justo ¢l punto que scpara cf seetor donde 3x-+2 cs positivo

2 .. .
del sector donde 3x+ 2 cs negativo. Por ¢llo, x = ~§ es Hamado punio gritico para [a expresion

3x+2.

El punto critico para ¢l factor 2x =5 sc obticne resolviendo la ceuacion 2x—=5=0,0s8ca & =

(SRR

Asf, pua x> 5 ;qué signo tiene 2x =3, posilivo o negativo?. Basta clegir un nimero mayor
5 , .
que 2 para saberlo, por cjiemplo con x =3 resulta 2x—5=2-3=5=6-5=1 positivo. En

o 5
consceuencia si x> 7 cntonces 2x—5>0. Sc deduce también que si x < ) entonces
2x—-5<0. ;

Coloquemos todo csta informacion en una TABLA DE SIGNOS. Usamos una fila de fa tabla por
cada factor. La primera fila contendrd los signos del factor 3x -2, la scgunda fila contendrd los
signos del factor  2x—35 y colocamos una Gltima fila con los signos del producto
(3x+2) (2x~5) , multiplicando los signos de los factores.  En Jas columnas aparccen 108

intervalos en que sc divide Ia recta real al ubicar los dos puntos crilicos x = _Z y o ox=

3

L



As{, 1a tabla resulia ser:

weo L2 5 4o
: 3 2
3x- 2 - + +
2x—35 - - +
(Bx+2) 2x=-5) + - +

La altima fila nos indica que:

2 5
(B3x+2) 2x-5) >0 si xe (wm,ma-) A (E,%-w] y
_ 2 5
Bx+2) 2x—-5) < 0 si XE |
32
Recordemos que nuestro problema inicial es resolver (3x+2) (2x-5) = 0.
25
Lapartec < 0 del simbolo £ tiene como solucién (w; 5} )
La igualdad que conticne cl simbolo =, obiliga a incluir en la solucién aquellos valores donde
Bx+2) 2x-3)=0, o sea, 3x+2=0 y 2x—5=0, vale decir, los punios criticos
2 3
X=—— X ==
37 772
Asi, ¢l conjunto solucidn de la inccuacion Bx+2) 2x—=53) £ 0 viene dado por
25
S=|==, =
32
EJERCICIO 76.
31" +3x—
Encontrar ¢l conjunto solucion de i inecuacion: tg—rﬁ >0
3-x
SQLUCION;
Observamos que el numerador ded miembro izquicrdo ¢s una cxpresion cuadritica, que en ¢ste ciso
puede lactorizarse como: AV 43 —6=3(x"+x-2)=3x-Dkx+2)
Ax-1D(x+2
Luego la inccuacién resulta: =D x+d) >0
o= X

] x=D{x+2
Multiplicande la desigualdad por 3 tenemos —(—3—)(—]‘———)— >0
. - x

Observe que la inccuacion plantea una expresion > 0. es decir, intercsa encontrar todos los valores
de x que hacen que el miembro izquierdo tenga $igno positivo.

Busquemos los puntos crilicos de cada uno de los 3 factores:

x=1=0 & x=1

X+2=0 & x=-2

I—x=0 & x=3
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Construyamos ahora la tabla de signos:

-0 -2 1 3 + eo
X1 - - + +
x+2 - + + +
3—x + + + -
{(x—-D(x+2) + - + -
e

Lucgo la solucién final es § = {~o0,— 2y w3

EJEMPLO 77:  Encontrar cf conjunto solucién de las siguicnics inccuaciones:

a) <5
x -3
2x+
) . 3-2>x
X
SOLUCION:
gl cse Lt sc0e 2 o BERRALPY)
x=3 X x=3 X

Alora que s tienc un cuocicnie = U3 continuamos analizando los signos de =5x+16 y de
x=3.
[ 16
El punto critico de = 5x+16 o —Sx+16=0 & x= <

FElpunto criticode x—3 e x—3=0 & x= 3
La (abla de signos resulta:

— 00 3 i_g. + oo
- 5x+16 + + -
x—3 - + +
—~5x+16 - + Lo
x—‘?) s

El conjunto solucion cs § = (o0, 3} W Pgﬁ— +oo)

N 16
QObserve que hemos incluido x = ri pucs con cse valor la cxpresién —5x+16 sc hace 0, luego

, -5x+10 -5x
cl cuociente ---—3~—~:O con o cual también se cumple __il%lﬁ <

0.
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, —5x+16
En cambio. no se ha incluido v =23 cn s solucidn pucs ef denominador d¢ ————— 100 pucde
X
ser 0. !
2x+3 2143 : 2x+3-2x-x
D) ~-2>x & —2-x>0 & >0
X X X

- +3 -3
————Z s ) &

c0 e (x—3)(x++3) -0
X

L.og puntos crilicos son:

.r—\E:O & .\':'\/.:3
w4320 @ x=-3
x=10

La tabla de signos cs:

—eo - f3 0 J 3 e
- +

_x'~\/§ )
.H»ﬁ ) * * +
X - - + +
(v- N3 - + - +
X
<+ El conjunto soluciénes S = (— oo, —ﬁ) w0, ﬁ)
EJERCICIO N" 34,
Encucnire ¢l conjunto solucion de las siguicales inccuacioncs:
Dy 2{x=3N+1<x-5 5) 2a+3){xr=3)>0
a1 I
2) LI G 6) 3 <—£i
2 =06 X
2
3 < @ T (=3 (x =5v+6) = (
Teis ) Y{x =35v+6) 20
) ] 2 2 I
4) L 8 3-—-<

2x+5 -3 =1 x=2



INECUACIONES CUADRATICAS.

Una expresion cuadrfitica en la variabic x ticne I forma: ax® + by +c. sicndo a.b.c nimeros

reales y a # ()

(Enclcaso a =0, la cxpresién queds bx+¢ que ya no es cuadritica, sino lingal ode primer
grado).

Una ceuacidn cuadrdtica o de Segundo Grado, os uni ccuacion (ue tiene o forma

ax +bx+c=0.

Ei discriminanic de la expresion cuadritica ax” -+ by + ¢ =1 cstd delmido como

A=Db"—4ac

Se sabe que si A >0 cntonces la ceuacion  ax” by e ={) tiene dos soluciones reates. d

—b—~b" —4dac _ ﬂ—b+\/b2—4ac

saber, X, = y 5=
2a

de Ja ccuacian se les denota como ., ¥ .Y, panl poder diferenciartas)

(A cstas dos soluciones 0 rafces

2a

Ademds, ta cxpresion cuadritica ax” + bx4 ¢ =0 scpodrd factorizar com
ax Fhx+oe=a(x—x) (v—x)
Por otro ado, si A =0 la ceuacion At + by e =0 tienc una dnica solucion real, que viene

b
dada por x, = _?
¢l

En ¢sie caso podemos [actorizar X + bxsdc=alx—-x)".

Por dltimo, si A < 0, la ceuncion ax” -+ Dy c¢ = 0 notiene soluciones reales y ©n €8¢ casa fa

expresion cuadritica  ax” +bx -+ ¢ no se pucde factorizar en R.

Asi  por cjemplo, la  cxpresion  cuadrdtica 2yt - 3v- 7 tene  discriminante
A=D" —dac = (-3 —4-(2)-(-2) =9-+16=25. Lucgo Ias dos rafces o soluciones reales

. 3-425  3-5 -2
de la ccuacion 247 =30 —2=0 son Xy = = e @ ——— = —‘ Sox, = *i
4 4 g/ ol : 2
3+4/25 3+5 8
X, = = = =3 oy, =l
) 4 o 4 B
{0

v+ [{x—2} obien

- 2 N - 2 H
Lacxpresion 2x* —3x—72 se factoriza como 2% ~3xy—2 = Ei.
2

257 =3x =2 = Qx+D{x-2)
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Una INECUACION CUADRATICA o de Scgundo Grado en la variable x ¢s una
desigualdad que ticne una de las siguicntes formas o modelos:
At abr+e>0, al+bx+e20, af+bhx+c<( 4§ ax+by+cs0

- Camo encontrar ¢l conjunt solucion en cada caso?
Para responder a esto, vamos a analizar segin el signo del discriminante de la cxpresion

cuadrilica ax” +bx+c¢.

CASO 1: Supongamos que ¢l discriminanie A = DY —dac > 0.

Como sc sabe, la expresion ax® +bx+ ¢ teadré dos raices reales x, y X, .
Ademds podemos lactorizar ax’ by e =alx— X0 (x—x,)

Luecgo, resotvemos la inccuscion en cualguicra de sus 4 modelos, tal como se hizo cn los
cjemplos 74 y 75.

Para simplificar este andlisis, supondremoes también que a > 0. En caso de ser g <0 bastard
multipiicar la inccuacion por (-1) con el consiguiente cambio en el signo de desigualdad.

: : . l ,
Asi, si la inccuacion s a{y=.x) (v —x,) > 0, multiplicamos por — (que fambién serd
: a

positivo cuando @ > () y obtenemos (x—.y) (x— 1) >0
Los puntos criticos de cada factor soit:

=5 =0 & v=x

-0 =0 & x=x

La tabia de signos serd:

—eo X X, oo
= - +
X - -
(v—x ) —-x) + -

s Lasolucion para ax” +hy+c>0 o5 § = (—ea, 1) U (x,, +o0),
la solucion para ax’ +hx+c20 s § = (= oo, -’51] w [.r,., +o0),
la solucidn por axr +hr+c<llieos S = (x,x,)y

la solucién para ax” +hv+c<0 ey S =[ X, ]
CASQ 2: Supongamos ahoraque A =H" —dac =0 yque a > ().

En esic caso ax” +bx+c¢ = a{x - X )
Asi, o inccuacion ax® +hy o>l o (.'(A'—.\'l)g >{} (_\‘~.1(,)2 > ()
yla expresion (x— )7 cs siempre 2 0, osca, (Ve R) ((.r—x‘ ): 2 ())

Ademds (x—y) =0 & 1~y =0 & y=y
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o lasolucién para ax” +by4c>0cs §=R- {-‘}}

la solucién para ax” +Dbx+c =0 cs
+hx+ec<Oes S=¢

.- 2
la solucion para a.¥

S =R

y 1a sofucion para axt +hx+c €0 s S = {.\',}

CASO 3: Supongamos ahora que A = b —dac <) yque a >0,

- 2 - :
En este caso ax- +bx+ ¢ no pucde ser factorizada en R.
Sin cmbargo, podemos escribir:

. o I3} ’ I
Ay Fhy+oe = (JZ . .\:) rhetre=|Na-xt—= | ——+C
Wa

(I+

b v
Comao «/E -x+
{ 24 ]

a

b T dac 1"
+ frovd

2a

- A
>0 Yre R A 2.
4

Asi. la inccuacion ax” +bx+c > () ticne solucidn § =R
1a inccuacion ax- + hx+¢ =0 ticne solucién S =R

t inccuacion ax” +bx+c <0 tenesolucion § =¢ v

fa inccuacion  ax” 4 by + ¢ €0 tiene solucion § = ¢

(B

cntonces av +bhy+c >0, Ve

Resumamos 108 casos 1,2y 3 en ¢l sipuiente cuadro, recordando que hemas supucsta @ > 0

Caso !l (A>0)

Caso 2 (A =1{)

Caso 3 (A <)

ax’ +bx+c>0
ax’+bx+c=0
ax’ +bx+c <0
ax’ +hx+ec <0

(o0, x, )\ (3, Hoo)
{—oo, X, ] o [ X, o)
(5.%,)

(oo ]

R - {-\-z }

0
)

R

G 0w

BIEMPLO 78.

Encuentre ef conjunto solucion de las signicnics inceuiciones:

(a) 2¢° ~3x=-2<0
D) 1—x" +2x>0
(©) 4x*+4x+120
) —x*-x-2<90
(¢) x=5x"—1<0
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SQLUCION:

(a) Las raices de ba ccuacion 2y =3x~2 =0 son x = =5 y X, =2como a= 2>0

e

) |
y de acuerdo al caso Lo tenemos como solucion § = [—~5 2

M 1= +27>0 @ - +2x>0 & ¥ =2x+1<0 (ahora a=1>0)
Agqui A=1)3—4(1c‘:(—~2)3——4-1-(~E):4+4:8

_ ] Y0 . )
:'2 ’)\/—gz‘- ;J::]—ﬁ v ‘x2:2+‘\/§:2+§ﬁ:1+-\[5

2

oS = (-3 1+47)

(¢) El discriminanic de At +dr+les A=4-41-1=0
L -4

Jadnica raizes Yy =—— = —
2a 8

R

» Ly
Ay +4dx+1= 4{.\'-& Py
Asi, la solucion de 4x” +d4x+12 0, deacucrdoal caso 2 es § =R
(d) La cxpresidn  —x" —x—=2 liecne  a=-1<{. Lucgo mulliplicamos la inecuacion
—xt = x =20 por (1), resultando o x+2<0.

Bl discriminanic pard & +x+2 o5 A= —dac=1"~-4-1.2=~7 <0
Segiin ¢t caso 3, la solucidn de FAxk2<0ces S=¢

(@ x=51"=1<0 & —x4+5041>0 & Sy —x+1>0
Alora, A=0"~dac = (-1 =45 1=1-20=-19<0

Segin el caso 3, la solucidnde S —x+1>0 ¢ §=R

EJEMPLO 79, Resolver las siguientes inccuaciones:

X7 = 5x 36
B 2T oy L B
R R X x—1 x+2
SOLUCION,

a)  Encste caso tenemos un cuocicnte de dos expresiones cuadriticas.

Como ya sc sabe, -;i< e (acO Aab>0)vian>0 A L<O).
’)

Aplicando csta propiedad de signos para un cuocienic, que ¢s kit misma propicdad de signos
para un producto, {Ienemos:
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.--2 - _4’-]- el 2 - "
—\m,i\——gm(i:ﬂ & (xr =5x+36< A x>0 v (v -Se+30>0 A ¥ Av+1<O)
Fll o o %' + + $

Problema | Problema 2 Mrobiema 3 Probicma +

Resolvamos tos 4 problemas resultantes y llamemos respectivamente S, S..8, ¥ 5, o sus

conjuntos solucion.

Problema |t ¥ =5x+36<8
Aqui A=25-4-1-36=25-144 =-119 <0
R ]

Praoblema 2: C4x+i>0
Aqui A=1-4-1-1=1-4==-3<0

o S«. ZI{

Probloma 31 x° = 5x4 36 > 0, usa la misma expresion cuadritica gue problema 1.
s 5 =R
Problema 4° x4+ x+ 1< 0, usa la misna expresion cuadridtica que problema 2.
LS =

lasolucion S =(S, N S w (S, NSy
=(@ NR) U(RNP)
=g
= ¢

Note Ud., que al obtener S, = ¢, no s nceesario oblener - S, pues § M 5, =@M S,=0.

Lo mismo sucede con §, ¥ 5,

4 4 dyx—d4-x° v =y d

h 4——2zx @ d——-x20 & ——2{ & L 22 ()
X X X X

Ahora tenemos 2. opcioncs para continuar:

. bl .o Pl

)] fomar x* —4dx+4 como una cxpresion cuadritica o

i) reemplazar x° —4x+4 por (x— 2)°

Veamos cada una por scparado:



by A (P mdxr420 A x<O)v (F-dx+450 A x<0) ]

I S O

S, S, s, s,

La expresion 17 - dx+4 tiene discriminante A = () —4-1-4=0.

-b] [4
Seminelcaso 2. 5, =R yademis §, = {—7—} = {5} = {2}
a

W S=(RA N +02) U (2} A (o) =04 00)ug = (0,4 00)

.  —dx+d (x=2)
1i) >0 ) >0
X v
Obscrvando al cuociene del lado ivquicrdo, vemos que su numerador s (x = 2)° que sea
> () por ser un cuadrado. Lucgo, si el numerador es 2 (0, ¢ denominador deberd ser > 0
para que asi ¢l cuocienic sca = (.
(Note Ud.. quc cl denominador no puede ser nunca igual a o)
x—2)
(—~—-)-~2(} & x>l ¢ ve RY
X
S=R"
] X | X 24 x(v-Div+2) = av(x -1
) + < = +r— <} & ( i ) - X )<()
x—1 x+2 x—1 X+ 2 (x—1¥x+2)
X240 T =2 T x4+ 2
<0 & e )
(x=D{x+2) (x=D{x+2)

- (_\»M/E)(fﬂﬁ-nv(‘\/ﬁm<” - (x+l/:7>(.z-:-l£.r+l/4—)<{}
(v—1Hxr+ D) {(x—I{x+2)

Aquf sc usd la factorizacion '+ a' = (v+ @)X —ax ).

R S S FES I I S PR L
La cxpresion cuadrdtica x” - V2 v+ V4 dene discriminante

A=(V2) —a VE =T -0 Vi =3 Va <0

Lucgo, esa cuadrdticu se eninarca en el caso 3
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-

Para comtinuar ¢l desarrallo que contiene 4 [actores, siendo 3 lingades vy ouno cuadritico,
podemos usar una {abla de signos, considerando que segtin ¢l caso 3, cl signo para
X = ﬁ r+ 44 serid + . cllo pues la solucion de X - 1[2— a0 es R lo que quicre
decir que esa cuadrdtica es posiliva, para todo xoreal,

Los puntos criticos de los 3 factores lincales son v =—32, v=1, v=-2. Lucgo la tabla
de signos queda:

.H—Vi ) ) +

+
_rz—m%-x-%ﬁ + -+ + + ‘
x—1 - - - + l
x+2 - + + + o
B R

0 2 35
('H-NE()('\ E)(J:Q; ) serd negativi en (—ee, = 2w (-—'1/5. 1}.
x—blx-+

o laexpresion L=

Asi, S = (meo, —2) U (N2, 1)

FIERCICIO DS ¢ Encuentre of conjunto solucion de las inccuaciones:
L- 20 —x—1<0 2.2 —x=120 3 dxT+10x+2520
4- 43 +10x+25>0 562 —dx4120 G- =3y +5x-12>0
) 20— x—] Gt —dut !
735 =5x+120 5.t T <) 9. X T <
x+1 N vt
1 : 2 i 2 _+_ 3 ot
10 x+—<2 .- =5 PP Sl N
X x=3 x -+ 7x-10
25" +4x+5 67 +12x+1
R 14.—-1}——;—"&“_—12—1 15+ o 6 > 0
v +T7x4+12 -2 4+ 7x=5 A A3e+2 a2
| 7 ’
16.- ——— S | 17.- 3);+l>L
X +2x+1 x 2

VALOR ABSOLUTO E INECUACIONES.

En csta parlc veremos separadamente los siguicntes tOpicos -
El concepto y propiedades del valor absoluto de un ndmero real

Eeuaciones con valor absoluto.
Inecuaciones con valor absoluto.

A



YALOR ARSOLUTO.

Sea x un ndmiero real cualquicra,
~ - - . - >

Sc define el valor absolutg de x como ¢l nimero real H x s xz20

-x si x<f

La delinicidn anterior indica que H ticne ¢l mismo valor que x cuando X cs mayor o igual
que 0, cn cambio H ticne ol valor contrario de v (0 sca -x ) cuando X ¢s negativo (en tal
€aso - X ¢s positivo).

, ’ﬁl = ﬁ [(){ = (), pucs X ¢§ posilivo ¢ cero

o
ra | e

Asi, por cjemplo |4I =4, 5

-3/ =3. m% =

. l“ R’l =T, PUCS X o8 negalivo.

Tw.)i»—:-

Como Ud., puede apreciar, ¢l resuliado del cdleulo de un valor absoluto, sigmpre scri 2 (),
es decir, (Vye RI([Ja20)

De la misnia definicion se tiene también H =0 < x=0
Sélo con csta, podemos alirmar que la solucidn para la ccuacion |0 —dx+ 5' 20 ¢ 5 =R

4
y que la solucionde |[x——={ < o5 §=¢.

Por las mismas razoncs anieriores, (ambién sc ticne que

- lainccuacion 15.\'— 3} sl < \5_\'—33.: 0 {no pucde ser < ()}
e Sy=3=1{) (pucs H =0 & =0
5 5
& 5= 3 Lo B _',Sx{---—}
3 3

- La inccuacion I?_.r‘ —5S5x++ 6} <=5 tiene S =¢ pucs un valor absoluto no pucde ser

negalivo ni menor gue un negativo.

- La inccuacidn [2.1" 3 4; > -2 tiene solucién § =R, pues cualquicr valor absoluto

serd sicmpre mayor que un negativo,

. - . 2 r i
Otras inccuaciones con vator absoluto, como por cicmplo ]5.1“ —3' = 5 requicren de un métado

particular de solucidn, que serid visto mds adckante (vea Ud., que csa inccuacion la satislace
x =2 perono la satisface v = (), por cso interesa determinar exaglamente aquctlos valores de
X que la satisfacen).



PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO.

. Es comtn que ¢l cstudiante mangcje la iguaidad VX7 = v, pero osto es Falso en muchos
Casos. Vea Ud., lo que resulta de clla cuando v =-3. Tendriamos
e .y 2 .
(-3) =-3 ¢ \/‘_ZWB & 3=-3 FALSO.  La expresion ~ X7 ¢S siempre
POSITIVA cn cambio X pucde ser positivo 0 negativo, fucgo no pucden ser iguales
siempre,

Un error comuin en ¢f alumno ¢s creer que \/5 =43, Esto no cs efcctivo. La verdad es que
x/g =3, ;Dc dénde proviene cste error?. Cuando se resuclve la ccuacion cuadritica
W¥=0 o bien v -9=0, cuyo discriminanie cs A= OF —4-1-(-9)=36>0,

036 -6 0436 _6_.

sabremos  quc hay 2 soluciones, X e I R
2 2 -2 2

. . . .
Ly =9 e =40 e r==23. pero sdlo sc usd VY =3 los signos + y - vienen
de saber que a ccuacion cuadritica tiene 2 soluciones (una con + y otra con )

. . . {2 5
Todo 1o anterior, sirve como argumento para fa propicdad: (Vye Ry (~vx = {.x‘g )

En clecto,
Si X > O cntonees « .1‘2 =X A I\i = Y, OS¢l ‘\}.35~ ey l\! =X

Si v<( catonces VX = —x A N ==X, Osci -\f: :l.r] =X
(por cjemplo, con X = =3 sc tiene \[T V(=3 = «.@ =3=~-x)
Si x =0 cutonces JT:JG =0 A H :I(_)] ={}, o sca. *\/K- = M

i

2.- (Vx,yeR) G.r- ¥ =l |J’|)

La demostracion podemos hacerla separando en varios casos dependiendo de si los ndmeros
X ey sonposilives, ncgativos o ccro.

(i) Six=0 v y=0 cnonces x-y =10

" [x y[ = l()} =(} ytambicn E\l =} v !\E ={}, o5 decir M M =4}

Asi, sc concluye que ix '\-'] = N : [_\rl = ()

(i) Supongascahoraque x>0 A y>1{
Lucgo sc tiene lr! =X A ]_\_,f[ = y (por definicion de valor absoluto)

Ademds x- y > 0, con lo cual scticne tx- »! =y

- ]\ )"] =x-y= ET! ' M



{ii)

Supdngase ahora que v <0 Ay >0

Luego se tiene [\I =-x A |_\'] =y
Ademds v- v < 0,.conlocual setiene jx- _\-'I =AY
[x yl =Xy = (X)) v E H : |y]

Los olros 2 casos son:

(i)
(iv)

x>0 A v<l
x< A vl

y s¢ dejan para que 10§ demucstre ¢l alumno.,

3.-

(VreR Xvyer-{0) [I= :H
¥ ooy

La demostracion os andloga a la anterior y se d¢ja para ¢l alumine,
(Vxe Ry (fx+ [ <[+ 1]

Esta propicdad no ¢s particularmente usada cn la resolucidn de ccuaciones ¢ inecuaciones
con wvalor absoluto, pero sc ha guerido mencionar para que cl alumno yea que no cs una
igualdad,

En efecto, si tomamos v =2, v =3 resulla [.t+ _\’E = 5[ = 5, ademds [xf =y }y{ = 3,
es decir, I.\'+ \i = ]\[ + [\] .

Sinembargo, si v=2 ¢ v =-3 resulia |x+ yl = ]—m l} =1, pero lx[ =2, [yl =73 conlo

cual ].1‘ + M =2+ 3 =3, ¢y decir en esie caso se licne ]_r - _yl < Ix! +iyi .

Eatonces, debe quedar claro que ,,H— _\-‘] # H +|_y'| para algunos valores de x ¢ vy, do modo

que no podemos usar Ta igualdad on cualquier caso. En verdad, Ia igualdad ¢s vélida sdio
cuanddo x ey son ambos positivos o ambos negativos.

ECUACIONILS CON VALOR ABSOLUTQ,

El modelo bdsico de unu ccuacidn con valor absolulo cs H = ¢ . Porto que hemos establecido,

st a < (0 entonees 1a solucidn de fa ccuacion Ix] =a cos S=¢. Larazdn cs que nuncy un

valor absoluta podrd ser igual & un ndmero negativo.

De modo que ahora nos centraremos en ¢l caso @ > (0.

()
(i)

Si x> () entonces |\] =x. Lucgo |\! =0 & oyTa

Si x < cntonces i\l =-x. Luego H =40 S -X=ao & X =—d,
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(it} St x =1() cntonces [\I = [{)[ ={}. Lucgo i\| =¢g < (=g (Falso.pucs a > 0)

como x>0v x<( v x=0 tenemos

‘,\‘imﬂ e (R ]

Usando la propicdad  anterior, podemos resolver algunas inccuaciones que fengan ¢l tipo o

modelo M =y

EJEMPLO 80.  Encontrar ¢f conjunto solucion de :

1)

2,\.,__;.} ~ 5 By |55 = 10x+ 6] =1

SOLUCION.

4)  De acuerdo 2l modelo propuestocon a = 6, Lenemos :

1 | l
Iym—d=6 & 2x——=0 Vv 2x——=-0
2 2 2
i 1 | bl
@ 2x=0+— v 2x=-06+t— & 2dy=-— V 2y =
2 2 2 2
13 [ _ SRR
& Ym— vV X = .‘S:J-—-——.W}
4 4 | 4" 4]
by 5xf =100+ 0 =1 e Sy =10x+6=1 v 5S¢ = 0u+6= -]
& 55 =10v+5=0 v Sy ~10x+7 =10
I il
Resolviendo (I} : - A =b" —dac =100-4-5-5=10
- 0
La ccupeian tiene tinica solucion v = ——b— = i—- = | Sj = {I}
2a 1)
Resolviendo (11): A =07 —dac =100-4-5-7 =40 <)
La ccuacion no tiene selucicn oS =0

Por lo tanto, Ta solucién final es: § =8, w §, = {E} U= {i}
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EJEMPLO 81:  Resobver lu ecuacicn [Sx—6] =[x+ ||

SOLUCION:  Aqui nos enfrentiimos a un modelo del tipo |\| = |_v]. o sca una igualdad entre 2
valores absolutos.
St tomamos ¢l modelo H = qa, sicndo a = M . resultard:

=l = x=l v ox=b

& oy i-\;E A ;‘\?I o 1}.‘| =X Vv [}ﬁ] = —X

Si x>0, solo nos queda !_\-‘| =vosc y=x vV y=-x, pucstoque —x<Q yla
ecuacion ]y{ = —x licne solucion ¢

Si x <, solonos queda M = -y, 080, Yy =X V y=-—x porlamisma razon anierior.

En consecuencii, {enemos: lxl = |_y[ & XT Yy Vo= e—y

Aplicando cste nucvo modelo, resulta:
JSA‘—éEzir-I—IE < Sy=0=x+4] v Sx—~0G=~x~]
& dy=7 v Gr=5
7 5 . 5 7
7 =4 § {3' 1

<oy =

(%!
i

v r=

EJEMPLO B2, Encontrar ¢l conjunto solucién de la ccuacion;
So— 1| +Bx—2 =24y

SOLUCION.
Observemos que cslit ccuacidn no corresponde al modelo M =¢, de hecho ¢ miembro

izquicrdo cs una suma de valores absoluios.  Para resolver, aplicaremos 1a definicion de valor
absoluto a cada una de fas expresiones que 1o llevan

Sy—1 sidv—120

fo - Et = _
(—(5x=1) & Sx-1<0
¢ deeir
Sv—1 s x= i ]
f5x~ lf = 51 (X = — ¢8 punio eritico)
=50 51 v<— 3
5
) . dx-20 s 3x=-220
As{ tamhidén; {3_\'~ 2* = ‘
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L
pt
|
b2
e
-
v

¢s punto eritico)

(=

| 2

¢s decir [3x—2| =

|35}
|
L
-
i
P
I
'_,JIM._)”M

x oosioxz0 N
{x =10 cspuntocritico)

Finalmentc ].r]:{ . N
—x 8 x<

Ahora, los 3 puntos criticos (uno por cada valor absolulo) y Ias 3 expresiones involucradas lus
colocamos en una tabla de signos y la recta real quedard dividida en 4 sectores.

i 2
- o 4] o — + oo
5 R
S5x-1 - - + +
3x-2 HERREE
X - + + +

Ahora huscamos las soluciones por cada scctor 0 lramo.

() Primer sector 5 {—eo, ()
Observando Ta tabla de signas vemos qucs

Sx—1<0, ¢sdeeir ]5,\‘— l| = -8k
3x-2<0,csdecir [3x—2[=2-3x
x < (), cs decir Ix| =—X

Luego, a ccuacion |5x - +3x =2 = 2|4 queda (1 -5 +(2=3x) =2+ (=¥) &

e 3-_8x=2-yv & —Ty=-1 & .x‘:;?—
{
Esta solucian la intersectamos con ¢l sector {—ee, ) yresulta S, ={==,0) M i~ =¢
7

(i) Segundo scetor (D' ’_]
$

Ohservando tos signos en Ta tabla, Ta ccuacion ahori queda:
(1-50)+2-30) =2+ &=

e 3—8x=24+x ¢ —Oyv=-] & .\'26 S:::(().

4

{11 {H
My Ay =d—)
o) 19

| o—

3

Ahora Ta ccuacién queda:

{iif) Tecrcer scetor: [é— —2—]
BGx—D+2-3x)=2+yv =

o 2x+l=24x & x=|



I 5 1 5
Asi, la solucién finales S =8, w §, v S, v §, =9 u{w} U u{_} = {_, M}

G 7 9 7
EJEMPILO 83. Encentrar ol conjunts solucidn de ta ecuacion:
a) 1.}(2 -4+ 3} - P.t - l[ =5 2y ‘2.\'3 +x+ ll —-X= 1—1x + 3|
SOLUCION,

a)  Scgin la definicion de valor absoluio,

. C—dr+3d si O —4x+320

1.\‘" —4.x‘+3| = ; o,
(X =dxe+3) s v —4dx+3<0

Ahora para determinar los valores de x tales que x™—4x+32 0 debemos resolver esa
inccuacion. -

La expresion cuadritica x* —dx+ 3 tiene discriminanic A =0° ~4ac =16-4-1.3=4

44 4+4
=1 y x = =3
2 ) 2
Lucgo la sotucionde ©* —dv+3>0 cs (— oo, ]] W [3, +oo)

Las raices de 1z expresion cuadrdiica son &) =

lx: ~dx+43

X =dv+3 s v e (—eo | JoB+e)
i ady -3 siox e (1,3)

Por otra purle,

gl 120 2x—1 si '.xz-L
IE.);__ i} = 4’ ‘_‘:: B , ‘H_ :;l ST %
(- (2x=1 5 2x-1<0 1—2x 5

As{ tenemos 3 puntos criticos, 1 =

en 4 ramos.  La tabla de signas ¢s fa siguicnie:

s RS B N S R R
2x-1 - + |+ |+




(i) Primer tramo: {_ oa, l_)
2

i ceuacion [..\‘? —~dx+ 3' —lZ.t— Il =35 queda: (.1': — v 3)«_ (l - 2.\') =5&
e X —dx+3—l+2xr=5 & T -2v-3=0
A=b"—dac =4 -41)(=3) =10
24416 2x4 ) 6
= = = X = v =g

2 2 ' 2

.S, =£—m. 'ﬂn Fu3t={-1}

X

;
(i} Scgundo tramo: (—2— I}

La ccuactén ahora queda: (.v: —4x+3)w Qx—~1)= o X -Gx-1=0
A =36-4-1.(-1)=40

: .x:—()—i—@:é%@:3im =y =3-410 A x, =3++10

2
52:(%,1} A3 -0, 3410 }=¢

(it Tereer ramo: (1, 3)

La ccuacidn queda: (— A b 3)_ (x-1)=5 & - +x-T7=0&
ey P o2x+7=0. Como A=4-4.1.T=-24 < . nocxiste solucién

LS, =03) =9

(iv)  Cuarto tramo: (3, —i—oo)
Observando la tabla de signos podemos apreciar que en esie trama, todos 1os signos son

J
iguales a los signos det tramo (5 I, To que quicre decir quc Ja ccuacion resuitante serd
la misma y también lo serd su solucion, . 5, =8, =¢

Note Ud., que en ninguno de fos (rumos se tomG en cuenta los puntes criticos. Ahora
verificamos si ellos cumplen o no fa ceuacion original,

i 4 |
Para x = —~2— la expresidn | x° —4dx+ 3[ ~—I2xm 1| = 17 —24+3

-

5
0= —%5 (nosatisface}
4 4

Pucde Ud., comprobar que tampoco satisfacen 1a ceuacidn los puntos criticos x=1 y x=3

Asf, la solucién final es S=5, U S, U S, U S, ={- Hugue e ={-1}



(0) [2% b x40 = x= 1= |x 3]
. - 4 2WAx+l si 28 +x+120
Scgiin la definicion de valor absaluto ]?_1’ +_\'+l| =4 o,
—(2C D s 20 +x+1<0

Encontremos la solucionde 24 +x+120
Aqui A=1-4-2-1=-7<0, luegosusolucidones R

Por consiguicnte, 1a solucidon de 2x° 4+ x+1<0 o5 ¢.

l’lx: + li =20 +x+] pues 20 +x+120, VxeR

R x+3 s x+3290 x+3 s xz-3
Por ofra parte, |_r + JI = ) o sea |_\‘~+- 3‘ =
—{xv+3) s a+3<i —x=3 s x<=3

El Gnico punto crilico encontrado cs ¥ = =3, 0 sca que analizamos s6lo 2 scetores:
La tahla de signos cs:

237 4 x4 ] + +
Rk - +

(i) Primer scctor: (=0, = 3)
La ccuacidn ,Exj +x+ El —x=] ~J_r+ 3% queda

Qe dr+l)-r=l-(-x-3) & 20 -x=3=0

-5
A=1-4-(2) (-3 =25 = .1-1:17 = D /\.X::i::mi23

L L

oSy = (e =3) N {23 =¢

(i) Segundo sector: (=3, + o)
La ccuacién ahora queda: (2.\‘: 0 1)—— v=——(x+3)=
e 27 +x+5=0 con A=1=402%5)=-30 <
LS = (3] N g =g
Asi, fasolucion finales S =5, W S.=¢ W Pp=9

FIERCICIO 3G Rosolver las SIguienlas INCCuacines:

L-PBa=6 =1 2-]i=df=-2 d-fi-Sa=a—3 4260 —detl] =] -]
soj2=dd+l-d=5 6 Poat-a-l=pe-3-l 7-3 m% Sl =d—ft ]
- |l-2af ] -1 =3 0T+ r s - [se2] =1y

103+ 20— =12 =7 1 :i #|2y =3




INECUACION CON VALOR ABSQLUTO

Ahora se trata de apticar modelos como los siguicnies:
[d<a l<a l>a. |xza
Note Ud., que si a < 0 entences las soluciones parid los 4 modelos anteriores somn, respectivamente,

P ¢, RyR.
Por otra parte, st @ > () entonees tas soluciones serdn, respectivamente ¢ . {(')}_R - {('}} . R

Lucgo, s6lo nos queda por analizar 10s 4 modelos en el caso a > (.

Veamos primeramente ¢l modelo |x| <
sio x20

X
Sabemos (que lxi = )
—x s x<0

Asi,

> Si x =0 cntonces M <@ > x<a. Ademds x> — ¢ pucs XYE R"u{ﬂ} A —aeR”
Lucgo, si x 2 0 entonces M <a &ox<ad A Xl
w81 x <0 cntonces M < &= —x<a & X>—d.

Ademis x <apero YeR™ A aeR’

[in consccucncia (Cnemos: l\' <y X< oA X>ma s —d <y <da
Andlogamenic: ]r| <ag & x<g A xZ-—a & ~asvsa

De csle modo (enemaos: {.re R/ Ix[ < } = {.re RIx<a A x>=-a }
= {.TL'ER/ x<a } i {_x‘eR/ R }
(oo, ) A (- o0)
= (— rr,n) {r eR/ x1 <ua }
r//HHHH{!ll///![!////!/\

EHE { a

frer/|<ca}
y xer/|x<a }=[-a.d] L L

| 0, a




Usando negaciones.para <y £ {endremaos: H 24 & x2Za VXS ~d

s | LI L

- 0 4
{.x‘e R/ H 2a }

y también H >a & X oa o vox <—a

AT ——CHIH A ——
-l 0 & /1

veR/|y>a }

Una vez conocidos y aprendidos estos 4 modelos bisicos, podemos resolver inecuaciones con valor
absoluto, como ¢en f siguicnic cjcmplo.

FJEMPLO 84:  Encontruar ol conjunto solucion de las siguientes ingcuacionces:

() [20-3 <5 by |20 = B2 1 ¢) 'H’i > |
X
SOLUCION:

(2) En cste caso aplicamos directamente el modo |\| <a.

l2.r—3]<5 & ~5<2r-3<5 o —3<2v-3 A 2.t‘;3<5

¥

(13 {2y
Resolvemos (1) : =5<2v =3 &= 2«2 & —~|<y
Resolvemos (2} 2x-3<3 & 2r<§ & y<d

Luego ¢l conjunio solucion es § = (=1, +o0) M (=oo, 4)= (~1.4)

®) |?..r: ~3x+ 6' =z L. corresponde &l modelo lxi =N

]2.@ -3yt 6] 2 e 207304621 v 200 —3046 <
(hH (2
Resolviendo (1) ¢ 205 =34+ 621 e 208 =3y+5 2 ()

A=b"—dae=9~-4-2-5=-31<0 - 5, =R
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Aquf no ¢s neeesario resolver (2}, pucsto quc el conjunto solucion:
§=5us,=RUS, =R

x4 2
() > 1, corresponde al modeio M 2 (.
x —
x+2 r+2 +2 +2 x+2
M)‘ N = L 21 v ! <-1 &= ' —1z20 v ! +1<0
X x -7 y—3 v x—
o s v Eolag
x—3 v—3
(H (2}
Resolviendo (1) '%20 & v=3>0 pues 5>0
X =
e x> 3

oS :{xER/ >3 }z (3,+oo)

Resolviendo (2): los puntos criticos para 2x—1 ¥ X - 3 son

tapla de signos queda:

] —

— oo i 3 tee
2
2x—1 + +
x=3 - - +
Za -1 - - +
r -1
]
q:[w‘ 3\5
2 5 )

-

Asi, lasolucidn final ¢ § =8 U S, = LL 3} U (3 teo)
I

y 3, respectivamente, La

Note Ud., que x =3 noes parte de fa solucidn, pucsto gue et denominador x =3 debe ser

diferente de 0.

EIEMPLO 85:  Encontrar ¢ conjunto solucidn de as siguientcs inccuaciones:

@ jx++]t —A <5

(© 2 Px+5] - <2 -] |

| 2x-3-1>2

() ’ X =3+ 21 4x < [.x‘—3i



SOLUCION:

(a) Esta inccuacion no corresponde exactamente a los modelos bisicos

}.\‘! < ¢, H <, _\'l >a o {\| 2 a, pucsto que ¢l micmbro ivquicrdo ¢ una suma de 2

valores absolutos,
Aguf podemos proceder como en los cjemplos 82 y 83, separando c andlisis cn scetores de ia

reeta real.

Los puntos crilicos para x+3 ¥ I—.x son, respectivamente -3yl
—es =3 +oo

x4 3 : + +

l—x + + -

Primer Scctor: (—eo, —3)
La inccuacion |.1'+ 3| + ll - .\'b <5 queda = (x+3)0+ (1= x)< 5, cs decir,

ey =34 =-x<5 & =2¢-2<5 & —2x<T & 2427 = a2 —%

Scqundo Seetor: (-3, 1)
La inccuacion queda (v+3)+ (1~ O<5 @ 4€5

Tercer Sector: {1, 4 oo)

La inecuacion queda (v+3)+{=1+1)€5 ¢ 20+2<5 & x<

et (=

Finalmente analizamos ja validez de la inccuacion en los puntos criticos :

si v = -3, la inccuacion queds O+ Ii - 3[ <5 (Verdadero)

P W

Si =1, lainccuacian gueda ['l + 3! +0£5 (Verdadero)

Asi, ta solucion final os:

S=5US, US, u{—3}u{i}={:§—.—3ju(—3.l)u(l,%}u{—S}u{!}x[%‘w

(b) La inccuacion E ['2_\' - 3‘ - ll > 2 corresponde al modelo |\] >a.

Lucgo, | [20=3=1|>2 & [2x-3-1>2 v 2e-3-1<-2
1

(1 (2}
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Resolviendo (1): }2.r—3!—¥ > 2 e |2.r—3} >3 (modelo H > 1)
& 2x=3>3 v 2v-3<-3

v ¥

(3 ()

Resolviendo (3): 2x=3>3 & 20>6 & x> 3
Resolviendo (4): 2x—3< -3 & 2v <l & x< !
s S =3 re) U (—e,0)
Resobviendo (2): 12_\'—- 3[ -l -2 <« ‘?_x— 3[ < -1, cuvasolucitnes @

Asf. la solucién finales § =8, W 5, = (= oo, 0) v (3 Fom)

(¢) La inccuacion 2-|2x+5}—!.tl < 12~—i.tu, no corresponde exactamente @ ninguno de los 4

modclos bisicos.
-5 ,
Los puntos criticos para 2x-5 y X SOn respectivamente == v )

— oo __....é.. {) -+ oo
2

2x+5 - + +
X - - +
p I eyt -3
Primer Seclor; | —oa, ~—
2

Iz inccuacién queda 2- (-2x— 5)- (~x)< i2 -(- .x‘X , es decir,
—4x—10+x <2+ 2 & - 3x—10<[2+
Tenemos de nueva un valor ahsoluto en esta dltima jnccuacitn, para lo cual volvemos a separar

de acuerdo al punto critico x = -2
—oo =2 +oo

(2ex [ - |+ ]

Primer Subsector: (- o0,~2)
La inccuacion dltima queda —=3x—10€ 22—y & ~3<2y & —d5v

La solucidn cn cste subsector ¢8 (—» oo, — 2) ' [w 4, + m) = [-" £, — 2)

Segundo Subsector: (— 24 eo)
Lainccuacion queda ~3x—10€2+x & ~12<4dy & -3<x

La solucidn cn este subscctor ¢s (-— 2, + oo)m [—— 3+ oo) = (~ 2, + oo)

El punto eritico  x = -2 satislace fa inccuacion — 3~ 10< 52 + _\'| . por 1o tanto su

sohucidn es [w—fi, —Z)Eu (— 2, +oo) L {— 2}:: [m 4, + )
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Asi, la solucidn para ¢l primer scctor cs2 §) =

Il

Sceundo Seclr : [:3_ 0}
2

La inccuacién originat queda 2-(2x+5) —{(~x) £ 12 - (—.x}] . s decir:

4dr+10+x < I?. +.\'[ o Se+10< E2+_x]
Esta dltima inecuacion se vuelve a separar scgiin el signo de 2 + ., por lo caul usamos la misma

tabla anterior.

Primer Subsccior: (- e, -2}
La inccuacién dltima queda Sx+10£-2-x < 6x<-12 & x= -2

La solucién cn este subscctor ¢s (— oo, — 2) M (—— oo, — 2] = (— oo, — 2)

Sepundo Subscetor; (=2, + <o)
Lainccuacion queda Sy +10€2+x & 4dxr<—8 <= xS -2

La solucion en este subsector es (=2, +e2) M {(—oo, - 2]=¢

Ademds ¢l punto critico x = ~2 satisface la inecuacion Sx+ < j2 + x!, por lo tanto fa
5 S .
=20 A (e, =22 -2, -2
2 2

¥

solucién final de oste segundo sector est 5,

Tercer Sector: (0, +e0)
La inccuacion original gucda 2-(Zx+5) - < IQ - A‘t . ¢s decir,
dx+10-x <24 & do+i0 € [2-x
Esta dltina inccuacian sc separa sepin ¢l signo de 2 - x., cuyo punto critico ¢s - x = 2

Primer Subsector: (—ee, 2)
La inccuacion dhima queda 3x+ 10 < e 4x<-8 & < -2

La solucién cn este subseclor ¢s (—eo, 2) M (—— 00, 2] = (— oo, — 2]

J—x

Segundo Subscetor: (2,499)
La inccuacion queda 3v+ 10 -24+x & 2x2-12 & x<£-0,

La solucion cn este subscctor s (2,400) M {—oo, — 6] =¢

El punto erilico x = 2 no satislace {a inccuacion dx+ i = [2- xl
La solucion final de este tereer seetor os: S,=(0, +e) N (— oo, — 2] =g
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Por dlimo analizamos la inccuacion original en los puntos criticos — = v 0
el
.. 3 . s 5 5 5 1
Siox= -5 Ia inccuacion resulta 20—~ — <2~ i < (Verdadero)

Si x =0, la inccuacion resulta 2-|(')+5| ~0< i2-(}‘ e 10< 2 (Falso)

Asf, Ta solucién final os:

5 -5 5 . 5
S:SIUSEU&U{w—z—}:{wLL—é— W —5.—2JU¢u{—~2—}:{—4,_2}

Otra forma de solucidn para la misma inccuacion 2. |2.1'+ SE —~M < [?, - I\”

La expresion le-{x" licne un valor absoluto contenido en otro,  Para evitar csla dificultad

podriamos separar ¢l andlisis de acuerdo con ¢t punto critico v = {) para cf valor absoluto interior.

Asi, separarcmos ¢l estudio en 2 sectores: (e} ¥ (0, + o)

0 +o

T T ]

Primer Scclor: (—~ oo,())
La inecuacidn original queda 2- ]2,\' + 5] —(-x) < |2 - (- \} L0 sg,

2-§2x+5i+x£ |2+ x

i
|
ta
-

Parn resolver esta dltima, volveremos a separar de acuerdo a sus puntos criticos x
x==2,

El resto del trabajo se deja para el alumno.

. e 2
(d) La inccuacién ¥t = 3x+ 2| + X< |x—3|, tampoco correspende a uno de los 4 modelos

basicos de inccuaciones con valor absoluto, Luego seguiremos ¢l método de separar la recta en
seclores.

Los puntos criticos para  x° =3x+2  sc obtienen de v =3x+2=0. cs decir
x=1 y x=2. Lucgo x*=3x+2>0 ssi xe (<o, 1) (20 +00).

El punto critico para x—3 cs x =3, Latabla de signos queda como sigue:

—oo | 2 3 —oe

X =3x+2 |t - +
x-3 - - -




Primer Scclor: (— o, 1)

LLa ineccuacion  resulia ¥ =3vH2+ v < —x+3, o5 decir X' —x~—1<0. Como
; ’ y o _ ) 1£45
A =D ~dgc =1-401)(=1) =5, laexpresion cuadritica x~ —x—1 ticne raices ¥ = wnéw———
. s , , 1= ﬁ 1+ JE
Lucgo la solucidon de x° —x—1 < {} cs el intervalo wi—— — |

Asf, la solucidn inal en cste primer secior cs:

-5 14451 (1-45
5= (o) | 2 IR

Se deja al alumno completar ef desarrollo de ¢ste ¢jemplo.

OBSERVACION:

En ¢l giemplo dliimo, sc usa ia expresion tx"' —3x+ 2}. Los signos de v —3x+2 sc
obtuvieron usando los puntos criticos v=1 ¥y 1= 2, ;Qué hubicse pasado si cn ver de

X =3+ 2' hubidscmos tenido i\ - 3x+ 31 )

Ahora Ta cuadritica x™ = 3x+3 tiene A=9~4-[-3==3 (ncgativo) por Io cual no hay puntos

eriticos (reales) para ™ =3x+ 3.

Sucede en este caso, que la solucion de la inccuacion x” =3x+3 > Oes § =R, lo que quicre decir

que xT =31+ 3 es positiva sicmpre,

- M 2 - . .-
En al caso, reemplazariamos ].1‘ —3x+ 3[ por " =3y 3y el problema se habefa simplificado.

Qué habria pasado si en vez de v =30+ 2[ hubidsemos tenido (= 287 + 2x — 417

Ahora A =4 —4{-2)(—4) = 432 =28 (negativo) v ¢ = ~2 o5 neguivo.

Entonces lainccuacion — 247 +2x ~4 > O (endria solucion § = ¢, o sea que

~ 204+ 2y~ 4 <0 endria solucion § =R

Luego, |—2x° +2x~ 4; = _(_ v+ 2x- 4): 2% ~2x+4
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JJERCICIO 37+ Encontrar ¢l conjunio solucion de:

L-|5x=3>2 2 1-4a] 25 3-li-fi-af >

4.- [2.x—3[+13~x1 > ]l ~,\" 5. 245 >3 G.- !2_\': —3x+ llwl_tw—()l > X
_ _ x=3

7 3=+ -4 <6 N P RN B R A

10, - l3.1‘2 —x+ 7] —x% !l —.\'1 .- ‘2_\' o 2] 4347 < l(w —-.\‘i

INFCUACIONES CON RADICALIS:

En Jos siguicnles cjemplos mostraremos las consideraciones y los cuidados que deben

(enerse al resolver una inceuacion que lenga cxpresiones con radicales.

EJEMPLO 86: Resolver fas siguicnies inccuaciones:

() ¥2x+1<5 (B N 5546 < x-3 (0 xtl< -y

SOLUCION:
(a} En csta inccuacion, aparece la expresion 9 v 41, Como sahemos, no existeen Ria rafz
cuadrada de un némero negalivo.

- . : !
Luego nna condicitn bisica para este problema cs Qx4 120, es decir x 2 7 Esta

condicion o restriceién debe ser considerada como un universo sobre of cual buscamaos 1as
soluciones de la inccuacidn, Asi, la solucian oblenida deberd inicrsectarse con

U :[—}_, +m).
2

Ahora bien, Ja expresién ~2x+1 representa un ndmero positivo o cero de modo que podemos
clevar al cuadrado 1a inccuacion original y (endremos 2x+1< 25 & 2x < 24 = v<il

|
Asi, Ta solucidn final ¢s § = {w;, -+ m) M (—~ o, Efl) = {—vé 12}

() La inccuacion VT =5x+6 < x =3 tienc como condicion bisica =5y + 620, ¢s deoir,
xe (—o0, 2] U [3,+00).

Ahora hicn, ¢l miembro izgquicrdo de la inccuacion eriginal es v T =5y + 6, vale decir, una
cantidad positiva o cero.

Entonces ¢l miembro derccho (.r - 3) deberd ser positivo, pues solo asi serd mayor que ¢l
micmbro izquicrdo. De este modo surge otra condicion para esic problema, o sca, x =3 >0
cuya solucién es x > 3,
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Tenemos entonces las condiciones v (—eo,2 ] U 3. +00) ytambién xe& (3, +00). Como

ambas deben satisface, nuestro universo actual serd

U= (2] Bro)) n (3 +eo)=(3, +o0)

Lucgo de cstas consideraciones, podemos clevar ¢l cuadrado y teadremaos

Vi oSx46 <x=3 e £ —5v+6 <(x-3) & ¥ =Sx+6<x —6x+9

e Or—-5r<9-0 o a<i

La solucion final es entonces: S =U M (=0, 3)= (3, +00) M (~o0,3)=¢

(c) Lainccuaciones v+1<vi—x"
Una condicion bésica cs 1 —x" 2 0, s decir (1 - .r}{f + .r)z 0 cuya solucidn cs [~ i, l}.
Este serd nucstro universo.

Ahora bien, ¢l miembro izquierdo {x-1) puede ser negativo @ no negalivo (2 (})

Si r+1<0,o0sc st v o1, tendremos x+1<vi- X

I £

<{} =0

o sca una desigualdad verdadera, siempre que x < -1,

s losolucidnencicaso x+1 <0 cs §, = (,,_ oo, — I)

Si v+120,0scu, si v=—I endremos v+l <vli-x

=40 20

y podremos elevar ) cuadrado, resultando:

(xk1f <l-x" @ F4lvdlcl-0 © W +2x<0 @
e 2e{e+ <l e o+ <0
cuys solucién ¢s cl intervalo (1, O)
Lucgo. cn ¢l caso v+ 12 0. lasolucidnes §, = [=L+e0) N (=1, 0) = (=1, 0)

La solucién final seri S =U A (S, w S ) ==L 1] m{(=e. = 1) wi=10))= (=1, 0
EJERCICIO 38:  Resolver las siguicnics inccuaciones:

- \12—3T<§ iy <3 3-43r-5< x4+ 2
d-xv—1ef3x+2 5.- v’z“ Sy—6 <t -4 =5<ll=4

7o x4l < V2 -y 8- 413 X< X |v -2
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CAPITULO 4

RELACIONES Y FUNCIONIES.

En cste capifulo trataremos 10§ conceplos, operaciones y propicdades fundamentales sobre
Relaciones Binarias v Funciones. Para cllo, consideremos dos conjumtos A v B, ¢l primero en

un universo U, , es decir, A'C U, y el seguado en un universo U, ¢s decit, B gl/,. Esto

incluye ¢l caso U/, = U, cs decir, que Ay B scan conjuntos en un mismo universo U

Recordemos que ¢l producto cartesiano entre Ay B ¢s el conjunio
AxB={xy)/ve A A yebB]

Por cjemplo, si A = {1,2, 3} y B= {1, 3, 5} CREONCES -

Ax B ={10,03),.0.5,21).23).25).6.1) (33).(3.5)}

La representacion grifica de A x B sc muestra cn el siguicnte diagrami

Ba

e
!

Il conjunto A X B contiene 9 pares ordenados y su representacion grifica contienc Y puntos,
cada uno representando un par ordenado.

Consideremos ahora un subconjunto de A x B es decir, elijamos (arbitrariamente o mediante

P
algln criterio) algunos pares ordenudos de Ax B, o sea algunos puntos en ¢l diagrama
anterior .

Por cjcmplo, al elegir los pares (l,l), (13) v (1,5). tendremaos:

{00, (13), (15) e AxB

;CGmo se relacionan estos 3 pares clegidos? ;Qué ticnen clios en comin y qué no ticnen los
demds parcsen Ax B
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4

b
Podemos observar que los 3 parcs clegidos son los tnicos que ticnen primera componcnte igual

a 1. es decir (1.1), (13), (1,5 J={(xyv)eAxB/x=1 }

Formalmente, una RELACION de A cn B es simplementc un subconjunto de AXB.
Acostumbramos a denotar una relacion por R.

Asf, I Resunarclacionde AcnBssi R Ax D

Note Ud., que toda relacién R estd formada sélo por pares ordenados, 1o mismo que sucede con
A x B, razén por lo cual sc dice que la relacicén cs binaria.

A continuacudn presenlaremos varios cjemplos de relaciones usando los mismos conjuntos Ay
B anteriores.

«  Denotaremos por R, = {(1.1), (1.3). (1.5) } nucstra primera relacion de A en B.
Expresamos R, por comprension de la siguicnie mancra: Ry = {(,x, vie AxB/x= i} Y
su representacion grifica ¢s la siguicnic:

B
A,

sl

= Scaahora R, = {(i,l}, (2.0, (3.0, (3,3)}. Como R, € AX D sedice que R, es relacion
de A en B. Expresar R, por comprension cs buscar las caracleristicas que ticnen o las

condiciones que satisTacen estos 4 pares ordenados y que no satisfacen fos demds pares cn
AxB.

Podemos ver gque esos <k pares sen exactamentc aquellos en que Ta primicra componenie os
mayor o igual que la scgunda, es decir:

R, = {(.\‘,}-‘)E AxBixz }f‘}

La representacion grifica de R, cg
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B A

. ScaR,= {(LD, (13). 0. GDj

Expresando por comprension tenemos R,= {(x. yie AX

= Sea R, = fx,y)e AxBlx+y= 0}

Como pucde verse, no existen pares cn Ax D cuvos d
decir, R,= ¢ ycomo ¢ & AX B tenemos que @

= ScaR, = {(.x,y}e Ax D r’l X—y [S 4}
En cste caso pucde verse que todos los parcs ©n

w
!

| | > A
203
B/x+y<al
I | :;,A

0§ COMPONCNLes sumen 0, ¢
ex una refacion de A en B

Ax B cumplen la condicion

1.r — _vl <4. Luego R, =AxX B ycomo Ax DB o Ax D enemos que AX DS esuna

relacisn de Acn B,

= Sca R():{(..r,y)e AXB/[3<x +y< 7}

Expresando por extension tendremos R, = {(1,3), (1.5), (2.1, (2,3)}

5

4

D




+ SeaR,={x.v)e AxB/[2x— <4}
Por cxtensidn sc ticne R ;= {(i,l),(i,S),(],5),(2,1),(2,3),(2,5),(3,3)’(3,5)}
Como vemos sélo el par (3,1) de AX B no pertencee a R, es decir,

R,= AxB -{(3.1)}

DA

5

3=

| b
] l | B A
1 2 3

EJEMPLO 87:
Consideremos los conjuntos A=Ny B= N

Lucge R= {(,\'1 yye N x N [x+ v 510 } sc lorma por todos fos parcs ordenados de
nimeros naturales, cuya suma de cuadrados de sus componentes sca menor o igual que 10

Notc que esta relacion R se define como conjunto de pares (X, y) perlenccientes a H X Nl

quc...

Por cliosctiencR © N x N.oesdeeir. Resrelacionen N

Expresando por extension lencmos:

R = {(1,D.(12),(1.3).(2.0.(2.2).(3.1)}

DN
£

5.._




Obsérvese que R ¢s un conjunto finito, micntras que N x N csinfinito. Ademds son verdaderas
fas proposiciones : (LDe R, (1.3)eR, (3,De R y son Falsas las proposiciones: (3.2)e R,
(LR v (-1,2)eR.

EJEMILO 88:

ScaR={(v.y)eZ x N /lx—y|+|y-=4 }
Obsérvese que ahora R es subconjunto de Z % N, lucgo R es una relugion en Z en M.

La condicién gue deben satisfacer los pares (¥, ¥) cs 1.\'— \l + l)’ —a=4.

En este particular caso, lenemos:
Loy ly—al ==+ - - O ===l =2 e
R={(r,y)e Zx N/ 2u—y=4} = {vy)e Zx N/~ =21}
={xy)e ZXN/x-y=2 v y-y=-2 }

={x,y)e ZXN/y=x=2V y=x+2 }

Para expresas R por extension obsérvese que Y& Z ¢ ve N lucgo podemos buscar parcs del
tipo (x,1), (x, 2),...

Ast, R = {(3,1),(—U)«(4,2),(0,2)-(5’3),(1,3).(6,4).(2‘4)...}

N

A @ e

4 - ® [

7}_ @ ®

2"‘ @
@ i ®
| ! [ 1 | 1 | L
-1 Y1 2 3 4 5 6 g

EJEMPLG 89:

Sexn R:{(_x,y)e R x B/ x+y=1 }
Ahora R R x R, por lo tanto R, por lo fanto ¢s una relacidn de R en R, o simplemente R ¢s

una relacidon en B,
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Expresar esta relacion por extensidn es imposible, debido a que clia tiene una cantidad infinita de
pares {x,v)y ademds porque todo niimero real x podrd aparcjarse con olro ndmerorcal y=1—x

31y
Asi, () eR. | 2~ [éR. WZ.1-+2)e R et
2 2
Sin embargo, ¢s vilido cscribir:
R={xy)e R x+y=1}={uye R /y=l-x}={xl-x)/xe R }

Para representar graficamente la relacion R . podriamos oblener un conjunto de puntos (x,v) que
satisfacen la relacion x+ v = 1. Esto lo hacemos en una “labla de valores™ come ki siguicnte:

\ 3
| 0
2| -
3|2
a2
2003
1 i
2] 2
3]
22

Esta tabla claramente representard sélo una mucstra de algunos pares que salisfacen la ccuacion
x+ y =1, Por lo tanto, si dibujumos los puntos correspondientes en un plano cartesiano, solo
tendremos un pequeiio bosquejo de 1o que scrd la representacion grifica completa de fa relacion R,
En cste caso particular, ¢ bosqucio es cf siguicnle:

Ry
e A
L I
[ -
2
| i | .%“ } T #R
32 Lre2 3
2
-1 &
g . @
3
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Pero. Iz tabla de valores pucde tener infinitos pares ordenados, uno para cada re R
Correspondicntemente, ¢l grifico asociado serd una linca continua que pasard por los 7 puntos ya
dibujados.  Si quisiéramos mayor informacian para dibujar esa linea continua, deberfamos abtener

mds parces ordenados en la tabla

En este particular gjemplo, los 7 puntos dibujados dan una buena idea de cdmo debicra trazarse la

linca continua quc los une. El resultado se mucstra a continuacion,

Ry

1
a3
t
)
'

p2 |
[
s

Al parccer, fa linca continua resultante s una linca recty vy efectivamente oy asf. La relacion
R= {(.r, yie R x+y=1I } queda representada por esa finea recta, 1o que quicre decir que todo
par (x,v) tal que X+ y =1, corresponderd exactamente a un punlo sobre_la linea_recta y vice-

VTS,

En lo que sigue, iremos entregando mds informacidn Gl con respecto @ las relacioncs v sus
representaciones grificas, principaimente para aquellas de R enR.

DOMINIO DE_UNA RELACION:

Sea R una relacionde A en B, esdecin, RE A B

El Dominio_de R, en simbolos Dom (R) . cs el conjunto formado por todas las primeras
componentes de los pares ordenados en la relacion R Claramente st un valor v cs primera
componente de un par, entonces deberd existir una segunda componenie y de modo que (X, y) € R.

En consceucncia se tiene: | Dom(R) = {_\'e Af{d ye B) ((x.x)e R) }
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De la definicién anterior se licnen las siguicntes consceuencias:
= Dom{R Y A (las primeras componentes dehen pertenccer @ A)

» xe Dom(R) < (Bve BY(x,yv)e R)

s x& Dom(R ) ¢ (VW ve B)((x, )& R )
EJEMPLO 90:

si A={.23}y B= {1.35} catonces en A B sc definicron las 7 relaciones siguicntes:
R, = {10, (13,015} = Dom (R) = {1}
R.={(.0.20.3.0.33}= Dom( R,)={.23}=A
R,={(L1).(13).(2.). (3.0} = Dom( Ry)={.23}= A
R,=¢ = Dom( R)=¢

R=AxB = Dom ( Rgy=A

R, = {1.3).(L5).(2,D,(2.3)} = Dom( ®,) = {1.2}
R,=AXB8 —{(3,1) }=> Dom ( R,)= {523}: A
EIEMPI.O 91;

R={v,ye N xN/ i+ Vv E5 }es unarelacionde ™ en N
Expresando R por extension resulta: R = {(2,1),{1‘2),(2,1),{3,1),(4,1)}

Luego. Dom{ R ):{1,2,3,4}

N A

v

Domi R)
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EJEMPLO 92:
Cncontrar ¢l dominiode R = {(.\'.y} e RXR/v= Wyt —6x+5 }
SOLUCION;

Seedn fa delinicion de dominio, Donr (R)= {.\' e R/ {(Zve R)y({v.v)e R }

={ve R/@ye R)(y=vr ~0x+5) }

Obsérvese que debe tenerse que v & R, es deeir, N —6x+5 e R

Ello soto cs posible si x* —6.c+5 2 (0, una inccuacion cuya solucion s S = (—~ oo, !] o {5,1‘— M)

. Dom ( R}"—“{_xe R/y=vxX —6x+5e R }rﬁ(wcxx I]Ui‘i,%—m)

EJEMPL.O 93:

Encontrar ¢l dominio de fas relaciones R, 5, T siguienies:

(@ R ={x.y)e AxXB/x esdivisorde y v y osdivisorde v bowiendo
A={23} v B={135]

) x—1 . ~, 1
mS={xye R/ y=—" | ©T={xner /y=[—]-1}
Xt -3 RIS
SOLUCION:
(z) Expresando R por exfension se liene R= {(E,i}.{,l DRI NERINERY {?‘3}}

Asi, Dom ( R)y={1,2,3}= A

a1 1

3 -
™ DomS={re R/ (3ve R)(‘y =-— b= ve RY P e R }
‘ L oy -3 J R A

x—1

X +x-3

Ahorg bicn, eER & r4+xv-320

Resolvamos entonces la ccuacion 1~ + v~ 3 =0 para tuego, por complemento, decidir que

valores de x hacen x° 4+ x—3# 0.



~+JTF12 12413

hr=3=0 & x=
. 2

S Domi{SY = {,\'E R /1 —

_1«.\/[{ ~1++13

| —-13
——--""W*““"“r} Fay

:

|

2

~1+413
Ce TR

2 2
. . x—1
. Qué hubicsc sucedido en caso que y = ————"
R SR
Alora la ecuacidon cuadritica CArkl=0 no  ticnc raices reales, pucs ¢l discriminan{c cs
A=ml—4==-3F<{}
Ental caso, Dom(S)=R
() Dom{T):{ re R/ {dve R)(_\’z hTw wl}}z{ re R/ ’ ~lle R }
L —-X —X
. | i _
Ahora hicn. ~lle R &< ~120 A 1—x#0
I—x l—x
Resolviendo la incecuacion -1z tencmos:
-
1 . 1 I
-1 = —2lee 2] v —< -]
| ~x l—x = l—x
] | 2—x
<> -z v —t1g0 = 2 v —<{
| —x [—x —x | —x
(n ()
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Para (1) :

— oo { I + oo
X - + +
l—x + + -
: . g, =[0.1)
f—x

Para (2) :

— oo 1 2 )
2-x + +
I—x + - -

5. ={0.2

2-x + - + ) ( ]
]—2x

I
|- x

Asi, Dom (T)={xe R/ /.?i— ~leR }=hiu (2]
- X

Notc que al determinar cl Dominio de una relacion como T, Ud., sabe qué parte del eje X quedard

ocupado por ¢l grifico de fa relacidn T. Lo cste caso, sélo tendremos gritfico de T en [O,i) U (1,2]

RECORRIDO DE UNA RELACION:

Sea R una relacidn de A cn B, ¢s decir, RC AX B
El recorride de R, cn simbotos Rec (R}, es of conjunto formade por todas lus sepundas

componentes de los pares ordenados en fa refacion R
Asi,Rec (R) ={ve B/ @ xeA)(xy)e R) }

Dc la delinicion antcrior s tienc:

»  Ree (RYe B (las segundas componentes deben pertenceer a B)
e yeRee (Rye>{dye A) ((ny)e R)
moyg Rec( Ry (Ve A) ((v, )& R)

EJEMPLO 94:

Ei recorrido para cada una de las 7 relaciones del gjemplo 90 es:



Rec(R)={.35}=8 - Rec(RO={13} ; Rec(R,)={3}
Rec(R)=¢ - Rec{R,)=R : Rec(RO={135}=18
Ree(R,)={1.35}=8

LIEMPLO 95:

Encontrar ¢l recorrido de las siguicnles relaciones:

@) R ={x,y)eN?/3< [x-)|<5 }

{(ay S :{ {x,y)e R:/"‘Jr'y =2 1
X=y )

() T:{ (r,y)e R/ y=¢ +x-2 }

2 1+x
(cy M :{ (v.yye R* / v= }

=2

SOLUCION:

(@) Si xe N A ye N cntonces x— v e, conlocual I.x—_y]e M u {(}}

R ={v.v)e N°/ BS%\'M‘\?[SS }
={(.\‘,,_\')e N°/ I.r-_\é:B v [.rwy]:él v [.tﬂ_v[ﬂfi }

= {@).0.4) (5.2) (2.5)n (50),0.506.2).(2,6)....(6.0), 1L,6).(7.0.(.7),..}

w Ree(R=N

(b} Ree (8) :{ye R/ (Jye Ry wied) }:{ ye Ri(Gxe R)( *ty =7 }}
Xy
+ ¥
Pero, — =2 ¢ v v =2 (0= y) sienpreque X # ¥
xX—y

& v+ v=2r-2y e Jy=ux
W Ree(S)={ye R/ (3re R)}{v=3y) |={ve R/3ve R }
Sabemos quesi v e R cntonces 3v e R

S Ree(Sy=R
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(¢} Ree (T) = {ye R/ 3xe R)(x,v)eT) }: {ye R/(Ave R)(y=x" +x-2} }
Ahora, y=x'+x-2 & 4 x-2-y=0 (ccuacion cuadrilicaen x)

. fl=4-1-(2=v) —~H-,/1+4(2+\ —1kJdv+9

3]

~Rec(M={ve R/ Gxe R)

2 2

1= v+ 1+ Jdy+9 }}
. Y e

2 g

<

L
:{ ye R/M4y+9210 }:{ {ve R/_\'zw% }
rye| -2 4on
~ Ree = ——, Foo
() A

/

—1—.J4y+9 — it Ay
Z{(_VER/—-——ML—ER W : ER}

9
Esto nos indica que la parte del cjc Y que contendrd la grdfica de T es el intervilo [——, + oo\]

I+ x
@) Rec (M) ={ye R/ Txe R)( y o= )}

/
x+72

f I+x . .
Pero y = 2 nos dice gque ¥ €S no negativo.  por ser eual a una rafz cuadrada y
X -

sabemos que toda raiz cundrada es positivi o cero. Lucgo, v e R" U {()}

[+ x o I+x

Ademds, v = o=y o y{x-D=l+x (six#2)
x=2 x—=2

[+ 2y
e v = —
-1

ey x-2y =l e (T =) =12y -

¥

“ReeM)={ve R" U {0}/ e R)( = _1_ M
J

!J

. [+2
:{ ye RY u {0}/ :: ‘;eR}:{\aQ u{()}/\ [#0 }
,\;

Como ~1l=0 ¢ y=1 v y=-1 cntonces
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Ree M)={ve R* U {}/y=+1} = (R Uh-{}=[0.1) U (L+e)

EJEMPLO 96:

Encontrar dominia, recorrido y hosqucjo del grifico de la relacion :

R = (.1.'., _") & R:/ \; o 1 _ -\"i' l
\( X3

SOLUCION:

() Dominiode R

Dom (R)=< xe R/{Jxre R)(‘\*=I—1J‘t+i :ff re R/- xt ¢ R
x=3 1 x=3
{

x4+
x—3

e R/

21 A.\ifﬂ}

izn &5 § = (—oo, 1] U (3, +oo)
R G

Lucgo  Dom (R) = (—eo, = 1] U (3, 400

La solucion de lu inccuacion

{11y Recorrido de R,

1

Rcc(fi’):JL ve R/ (Jdxe R)( y=1l- '}fﬁH J}

¥ -3
X+ X
Ahora, y=1— |- &  fommee =] -y
x=73 x=3 '
Rl . .
Como 3 cs una cantidad no negetiva, tendremos 1=y 20 osca vy <1
X ' ’
+1

ey e Ly = (e 3] = )
sty e M) e = (=Bl )

e al=x(l-vF =3(-y) & x li — {1 —_3')3_]: —i= 3 - y)

Ademis,

. =30 = ) 13-y 3y -6y rd
L= (1= vy (I= ) —1 Vi =2y




’:_'("'}"4 0
S Rec(R)=4 ve R/y<1l A g'1——)w'~\~-~—e R }:{ ve R/vEl Ay =2y=20 }

yz -2y

z:{ ye Rl y<l A y#0 A _y;t?.,}:(mm,ﬂ)u({),l]

(i) Bosquejo del grilico de R,

Dado que Dom{R) = (—- oo, - l] W) (3, + m). el grilico sélo ocupard esa parte del eje X
Dado que Ree (R} = (= oo, 0)w (0, 1]. el grifico sdlo ocupard csta parte del gje ¥

Una tabla de valores nos entrega puntos (v, ¥) por donde la griica de R deberit pasar:

X ¥
-4 1 0.3453
23| 04226
-2 05527
-1 1
351 -2
4 | -1,236
4.5} -0.9148
5 1-0.732

RELACION INVERSA:

Sca R wnarclacion de A en B, o sca, R c AxB. La RELACION INVERSA de R

i -1 -1
es una relacion de Ben A, denotada por R fosca RO o BxA)Y vy cuyos parces

ordenadas son los nimeros que los de £, pero en orden inverso.

Lucgo R 4:{ (v, y)e BxAT (v, x)e N ]], '

Tenemos fas siguicnics tres consceucncias inmediatas de esta definicion:

v R oesrelacionde A en B ossi R 7 ocsrelaciénde B oen A, s decir.
R AxB & R7 o BxA)



= (x,v)e R & (y.v)e R

Asf par cjemplo, (4. vie R & {(v,u)e R ! es decir un par ordenado pertencee a R

. . -1
ssi ¢l par inverso pertencec a R

i

=o(xy)e R e (voog R

EJEMPIO Y7:
Determinar tas relaciones inversas para fas relaciones del cjemplo 90.

SOLUCION:
R7={0.G06N + k7 ={10.02)03)63)

RV ={0), G 12) 03 R7=¢  R.,=8BxA

EJEMPLO 98;
Encuentre y gralique la relacion inversa de la relacion del cjemplo 91
SOLUCION:
R={(x,y)e N*/x+y 5 }={L0 (1,2), (2.1, 3.0), @4,1)}
Chscrve que (v, y)e R & x+yv €5

<= {la primera componenic + ¢l cuadrado de la segunda componente ¢s S 5)
Lucgo, (v, v} e R e (v.x)e R

<= (la primicra componente + ¢l cuadrado de la segunda componente cs £ °5)

A S

AR =) e NT 7 yaaT £

5}
Concluimos quesi R = { (x,v)e N° / v+ ¥ Es }CﬂEO[]CCS



L
)

RU={(rye N /(p.0e R }={lxny)e N/ y+ <5 ]

Expresando R por cxtensién se obticne R ={(,1). (2.1). (1.2), (1.3).0, 4)} simplemente
invirticndo los pares ordenados de R .

N & N4
e X
- -1
3 X R
2 . R 2l- w
| [ S . . PX X
- Tron.
T " " b
¢oo2 3 il o2 N
Sicolocamos Ry R™ enun mismo diagrama.. Tendremos:
N A4
€— recta dingoni
[
=
N

. -1 . e .
Obscrvamos que los graficos de Ry R son siméiricos con respecto @ fu recta diagonal o
bisctriz que s¢ muestra en la ligura.

Lo anterior no ¢s casualidad y obedece al hecho que fos pares ordenados {x.v) ¢ (y.x) son

stméIricos, Como s¢ muesira i continuacion: .



A
{x,¥)

L -
i

N
|
i i -
1 f P X
Xy

Ll siguiente disciio muestra tos grilicos de una relacién Ry su inversa obtenido por simetria con
respecto a la diagonal.

Y ) diagonal

T
\

. . - . .o ,._l
Trate Ud.. de trazar 2 mano alzada y siguicndo e método anterior, tas grificas de R cnlos
siguicnics cases:

Y ¥ Y
R

/R

2

M
X
X
\ \

FIFMPLO 99:

Scan A ={123} L= {1 3. 5 ylasrclacionesde A en B sipuicnies:

R={11), (03 050230k 5 ={23) 20 G0 3 7={31.65)05.2.1)}
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Calealar: RUS 3 (RaT)uS 3 R ST (R S)!

Dom (R*E) : Rcc((Rr'\T)uS): R {(Tr‘\ S).].l
SOLUCION:

@ RS ={00(13).(15), (2.3) 2.1) G4
® RAT={15} = (RATho s ={15).(2.3) (2.1, G.1) (.3)}
z

@ R ={00, G0 60E2, s ={32)02). 036 i
w R A ST ={(31) (3.2))
ademds, Dom (R™ A s )=} v Rec{r ns7)={2]
@ RS ={03).023}= Rns) ={31) 62

Observe de () y (@) que R 87 =(R N sY'=431). (3.2))
Elo no ¢s casualidad v lo demostraremos cn seguida.

(¢) Dom (R—l)z {E,E,S}ﬂ B
(N Del cilcuio en (b) seticne Rec((R T )w §)={5,3. 1}= 8
{g) 8i R= {a.), (1,3), (1,5) (2'%)} entonces RY representa al complemento de R, tomando
conto universo I/ = AX DB
o RO={(20.02.5).0.1).33). 35}
a TS ={31) 20}
(T A SY ={0) (13 (.5).(2.3). (2.5). (3.3).(3.5)}

Sl asy ] = (e Ga).60 3.2). 52). 3G

. . . | - -t . “
En el ejemplo (d) anterior s¢ observd que (R~ SY'=R" ST ;Esecstosiempre verdadero?
Trataremos de demostrarlo, como igualdad cntre conjuntos.

sea (ev)e (R S) @ (ha)e RS & (vxje Ra{vx)es

e (nv)e R aluyje ST e (vy)e RS

RAST =R" S
( )

" —1 - -1, R
;Serd verdadero que (R« §Y = R™ w877 Trae Ud.. de demostrarlo.
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. SR
Demuestre ademis que (R T =R

EJERCICIG 39,

1) Encuentre ol dominio de las siguicnies relaciones:

(@) R={{x.v)e AxB/ vy <Shdonde A={123) vy B={35)

) R =1{(x.y)e R/ 25+3y =1}

© R={y)e R/ &=y =1}

@ R={ey)e & 1 v=l~q-2}

2) Encucntre el recorrido de as siguientes relaciones:

() R={ley)e AxB/ v -+ 20} donde A={23} y B={35}
) R={xy)e B /3vr-v=6}

(c) R= {(r yle 7/ y=x =50+ 4}

.
m)R:{&djeRf/y:x+i}

X

3y Considere las siguicntes relaciones cn A = {E,?_,S,ei}
R=1{x.y)|x=y] 2 2}
S={r )3y g 0}

T={v.y)x=1 v y=1}

Calcule :
.
i

RuS;R*uSmrf;fﬂusfgmmsf;wﬂ*;mbwfrnTﬁ

Dom[(RASY' | o Rec [(R“ A s-w,”
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FUNCIONES.

Corresponde ahora cstudiar un tipo muy importante de relaciones, son ias Namadas FUNCIONES.
Para introducir cste nucvo concepto, consideraremos los siguientes ciemplos de relaciones dadas
por sus graficos:

1

En cste caso, R ={(0.1), (¢.3). (c.3).(el.5);
Aguf tencmos dos situaciones que queremos destacar:

(i} El elemento “a” del conjunto A, no tiene parcja en B,

(i) El clemento “b” del conjunto A, tiene a 17 como parcje en B

(iii) El clemento “c” del conjunto A, tienea "3 como parcja en B

(iv) E! elemente “d” del conjunto A, ticne a 37 y o 37 como parcjas en B

En una funcidn, no permitiremos que suceda o que en (i3 o en {iv). vale decir, todo clementoen A
tendrd parcia cn B y csa parcja serd ademds Gnica,

2)

En este cjemplo, vemos que “d” no ticne parcja cn B, Esta relacion no serd funcidn,

3) A it
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En cste cjemplo, tados los clementos de A tienen parcja en B, pero sucede que ¢l clemento “b” ticne
dos parcjas, lo que serd prohibido para una funcién.

Observe, sin cmbargo, que ¢l elemento 4 de B es parcja de “c” y de "d”, pero eso no estd prohibido
cn una funcidén, Tenemos cn consecuencia, la siguicnte delinicidn de funcion.

Scia Ay B dos conjuntos y sea B una relacion de A en B. Se dird que R cs FUNCION deAcenB
si todo clemento de A tiend una finica parcja cn B,

En simbolos, decimos:

R cs luncién de A en B ssi (v xe A)(3ly e B) ((.r,y)e R)

ALGUNAS NOTACIONES Y CONSIDERACIONES:

= De ahora en adelante, una funcidn se denotard por letras come [ g b, envez de R que

usdbamos para relacion.

" won

»  Sienuna funciGn £, "x" e "y" forman parcja, s decit (v, ) s un par ordenado que

pertencee a [, diremos que "3 es la imagen de "x" y escribimos y = [ (x)

Asi por cjemiplo, consideremos la siguicnte funcién de A cn B:

£ ={a.2). (0.3).(c.3). (d.4)}

Como ((:,2)6 foeseribimoes o) = 2 y leemos Ula imagen de acs 27 (para ser s precisos, se

debiera decir, “la imagen de ao mediante [, es 27)
AsT tunhién lenemos:

F(6y =3, oseu que faimagende bes 3
fle)y=73,osca, quetnimagendeces 3y
f{d)y=4,0sca quelaimagendedes 4
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x §i f csuna funcién de A en B, podemos eseribir f 1A = B
Asi, ¢! ¢jemplo anterior pucde denotarse como:

fiA—= B alque fla)=2, fihy=3, fle)y=3, fld)y=3

* Si f:A— B csuny luncion, tenemos que Dom(f)=A v Rec{f) g 5.
En cfecto, como todo clemento de A debe tener imigen en B, entonces (ode clemento de A
formard algdn par ordenado en fa funcion  fy por tal razén Dom (f) = A.
Ademis, las imdgenes cn B serdn scgundas componentes de tos pares en la funcidn, Todas las
imagenes conforman Rece (f) pero podriun lmhu clementos de B que no son imidgenes para
ningtin clcmcmo de A, tal como ¢ caso de 57 en ¢l ciemplo anterior.  Por tal razdn
Ree (f)C B. Evidentemente on algunas casos pmhmmox fener Ree (=10

EJEMPLO 106,

;Cuiles de las siguicntes relaciones son funciongs dc A cn B, siendo A:{,H. ,4} y

B =1{24.68910}"

@ R={012)026),39)

® S5 ={16) (29).3.6) 2.10) (48}
@ T ={12).023).066)48)

@ f={12).24).6.06) 48]}
SOLUCION:

(1) Elclemento 4" de A no tienc imagen en R
() Elclemento 2€ A tienc dos inuigencs en B, 29e S A (21he §
(¢) Eiclemento 2€ A tieneimagen3en 7, pero 3¢ B

En consccuencia R, § y T noson funcionesde A en B
() En f, 1odoclementode A ticne imagen y ademis es fnica,

Aqui, f()=2, f2)=4, [fO)=06, [(4)=8

Ahora s, [ os funcidonde A en B

Note Ud., que ta imagen de iy clemento de A os el doble del mamuu( aimagen de b oes?
imagen de 2 ¢s 4, cle)

Hemos encontrado asi, una manera mds simplilicada y mids general de definie esta funcidn 1.4
saber:
F:A—= B wque f{x)=2x
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Al escribir £ (%) = 2x cstamos diciendo que ia imagen de un clemento x c¢s su doble 2x y con
cllo estamos indicando las 4 imdgenes anteriores de una sola vez.

EJEMPLO 101,

Sean A ={1,2,3.45}, BsN y f:A-» B definidapor f(x)= x4

Segiin como  f ha sido definida, fa imagen de cada x serd x* 41, o sca, su cuadrado més 1.
Lucgo, f(D =l +1=1+1=2= f(1)=2

f=2+1=4+1=3 = f(2)=5

FB3)=3+1=9+1=i0 = f(3)=10

f@) =4 +1=16+1=17 = f(4)=17

[(5) =5 +1=25+1=20 = f(5) =20

Asi. cada clemento Ge A tienc unit dnica imagen que perteneee a B.

s f csfuncidnde A en B

BIEMPLO 102,

Sea g: N = Z definida por g(n) =n (Es g funcion?

Laimagende 1 cs g(l) = Ji=1e Z . perolaimagende2es g(2) = J2ez
Lucgo g noes funciéndeN enZ
Sin cmbargo, st cambiamos Z - por R, tendremos:

g: N — Rdelinidapor gln) = Vi

Alhora si, cada aimero patural o, lendrd imagen Vi e R

Ademds, la imagen cs dnica pucs ~/1 represenia un gnico nimero real,
Esta funcion g modificada es una funcion

FEIEMPLG 103,

Sea b R— R delinidapor A (0) = N JEs N Tuncion?

Como sabemos, para que /1 sea funcion todo elemento v e R debicra tencr imagen /1 (X} € K.
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Pero, h () =+/l—xe R & 1-x20 & vsi
Esto nos dice que Jaimagen 72 (x)€ R ssi x <1, oscaque hay infinitos nmeros xe R que no

tendrdn imagen en R, como por cjemplo ¥ =2, v= V5, et

»oh onoes funcitn

Sin embargo, podrfamos “reparar’ esie defecto. Para ello podemos disminuir o restringir cl
conjunto A = R, haciendo A= (—w oo, [],

Tencmos cntonces /i (— oo, 1] - R definida por A (x)=+1-x. Con cllo nos hemos
ascgurado que Dom (h) = A = (—- oo, 11 ;Como podemos ahora verificar la unicidad, es decir, que

cada cleqiento x € (-~ oo, I] tenga una tinica imagen?
La idea cs expresar simbolicamente que un clemento ¥ no tenga dos (o mds) imdgenes diferenics, o

lo que es lo mismo, que dos clementos ipuales (.rz.t) tengan imdgenes también iguales

(f(\) = f(_x')). Enr consceucncis, 1a wnicidad de ta imagen se traduce en ques

(\‘f x, x € Dom (h))(x =x = f(x)= f(.r‘))

En el ¢jemplo actual.
y=x = —x=—x = —x=] —y D Afl—rv =yl (0= x)
Con esto tenemos ahora que # @ {=ee, i] — R definida por A (X} :xﬁ:—.; oy funcion,
Debemos entender la formula A (1) =1~ x  como un modelo de cileulo de imdgenes: la igagen

de un mimero o expresidn (aqui representado por x) se obtiene restindalo de 1y luego tomando

raiz cuadrada.

Asitlencmos . h(=3) = \[l —{-3) = J+3=Jd=2
Ry =+1-0=41=1
B2 = fI- (2 =12 = 1553

o)

I{ry=+1=r (expresalo mismo que & {3) =1 =1, sdlo que en Ta viriable 7}

;

hl=r=Jl-(-r =Jr siempre quer 2

1 RENE
l4— = l-li+— = \/w-w { siempreque v <0)
X X X



166

EJEMPLO 104.

Si f(%f]wz,determinar £y Flx=1)

SOLUCION:

Ahora no tenemos f{x) sino f {%ﬁ} De hecho si hacemos x =35 resultard f (E—;—%) =5,

re

es decir f(—1) =25, peronose obtuvo f(5) ;Como obtener f(x) apartir de f (E:ii\]?

3-x
Aqui usamos una variable auxiliar u ; haciendo u = 5 y despejando x tenemos 2 u =3 —x,

esdecir, x=3-2u

., f(%—x»]:xz e f) =0G-2uf =912 u +4u4°

Asi, f(u)=4u’—12u+9 (la variable u se puede cambiar por otra cualguiera)
s f(r)=4r —12r+9 nos dice lo mismo que f(f) =4 —12:+9
y también f(x) = 4x* —12x+9

Asi, fx-D=4(x-D*~12(x-D+9

EJEMPLO 165,

Sea f:A—> R definida por f(x)zqfl—;—% ,siendo AC R
x —

Determinar ¢l mayor conjunto A posible, de modo que § sea funcién,
SOLUCION:

El mayor conjunto A es exactamente A = Dom(f)

Dom(f)={xe R/@ye R) (y = ij_"l l }

Aqui conviene resaitar el hecho que la imagen de

LU ) # i3

x" es a veces denotado por " y" en vez de

F{x), o sea que se puede escribir y = 7 en vez de f{x)=

In general, se

[L. ] "o_n

escribe y = f(x) paraindicar que "y" eslaimagende "x" atravésdela funcu}n
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Asf, Dom(f):{ xe R/ Izwxie R }
'\!x —

12_,x e R 1;x 50 & 1°% 20@—————(35—1) >
x -1 x ~1 (x—D(x+D x-D(x+D

Pero,

@—:-LEO = x+1<0 & x<—1
x+1

o Dom (f) = (—oe, —1)

Luego el mayor conjunto A buscado es A = {~ee, —1)
Ahora verificamos la unicidad de imagen para cada x € (~— oo, — 1)

X=x=p—x=—x 2l-x=1-x%
También x=x = x" =(x)> = ¥ ~1=(x)* -1

ax=x = lex=lex A R-l=@)f-l = i 17X

21 (x)-1
I—x 1-x .
= 1/ i b = fx)=f(x)
x* -1 v(x » -1 f=1
Asf, la imagen de cada x € (oo, —1} es dnica,
i 1—-x
Luego: f: (—- oa, -1}--—) R definidapor y = ,j— es funcién.

EJEMPLO_ 106,

Sea f:R — R definidapor y*+y=1x+2. (Es f unafuncién?
SOLUCION:

No hay duda que f es una relacién de R en R ; sus elementos son pares ordenados, como por
ejemplo (-2, O)w Ahora podemos apreciar que la expresion que relaciona "x" con su imagen "y"
viene dada por  y*+y = x+2, es decir, no tiene la forma y = f{x) donde "y" estd despejada

4

en términos de "x". Cuando

i 1%

v aparece despejada en términos de x se dice que "y es funcidn
1-x°

Ji+x

explicita de x”, porejemplo: y=+l-x o0 y=
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En cambio, cuando " y" no vienc despejada en términos de "x" , se dice que "y ¢s funcidn
implicita de ", tal como en ¢l caso actual y~+ y = x+2.
En algunos casos podremos despejar " v" cuando viene dada en forma implicita y asi llevarly a su

Farma explicita. En ¢l ejemplo actual hacemos 1o siguiente:

4

y: +y=x+2 _yz + vy~ (v+2) ={ (ccuacion cuadrdticaen y )

— 1R A +2) C—1Eax+9

& }.} = Laswd y
2 2
) —l&vdx+9 . . . 2
Laigualdad v = — s S la forma explicita equivalentca v+ y=x+2

&~

En esta forma explicita pademos observar la presencia de dos signos & frente a la raiz cuadrada.
Esto quicre decir que para un determinado valor de x(sicmpre que 4x+920), tendremos
asociados dos valores come imagen, uno tomando signo 4 y olro tomando signo -

,osca y, ==2 ¢y, =1. Asi, f no

—lt+y ~1x3
Por cjemplo si x =0, lendremos ¥ = - ’JM =

2 2
es funcidn,

;Podemos reparar esta situacion?  Elcctivamente sc puede, atin cuando la reparacion ¢s un tanto
drdstica y consiste cn “climinar” csa duplicidad de signos, cs decir, cn vez de tomar

—1£44x+9 = ley4x+9

v = —E—www—— quedarnos con Y = (también  podria  clegirse
—1—-4x+9 )

},‘ = e—

’ 2

R R RV RS ) , 2 .
Lo que nos queda vy = ————— haserd cquivalente con y~ + y = x+ 2 hemos “cortado

la mitad de la grdfica de vy~ + v = x+ 2 pero al menos ahora tendremos unicidad de imdgences.

Y Y
A &
vy = a2 V=M
2
T -t
_‘2// N _2/ .

-1 X 7T P
-1
| Ny

F(—% __;_] Figura | Figura 2
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En la figura | s¢ ha dibujado la grifica de yz + y = x+ 2 allf se aprecin que para algunos valores
de x podemos tencr 2 imdgencs, por cjemplo (0. 1) (0,-2).

9 |
En la figura 2 se ha cortado la grifica justo en ¢l punto P{—I, - ;] que cs donde se comicnza &

P

tener duplicidad de imdgencs.

Ninguna lfnca vertical pucde cortar al grilico de una funcidn en ns de | punto

) —1++4x+9
Ahora que hemos cambiado la ceuacton y= -+ y = v+ 2porov o= T n0s Preguniamos

;Cudl es ¢l dominio de esta refacion?

14 dx+Y [ A+ 9
Dom(f)={xe R /@ye R)| y= k =¢ yve R/ ————e R ¥
| 2 2 )
Y
lo que resulta de cotocar la condicion 4x+92 0, csdecir, x2 - T
Y
Asf, Dom(f)= L +oo
h —l++4dx+9 .

o f :{'«E,%wc — R defimdapor v = 7 s [uncion,
RIJEMPLG 107,

. x—3
Sca f: A< R— Rdelinidapor y= \/IAW

—-X
) Determinar ¢l mayor conjunto A para que f sea funcion.
1) Determinar ademds ¢l recorrido de f y bosquejar f grifico.
SOLUCION:
. = 3
=3 =3
mn A = Dom(f) x{xe R/(F3yve R) v= ) ={ ye R —— R
Ni=x ) Ni=v
x=3

e R I~-x>0 & x«l

l~-x
s A=Dom(f)= (e 1)
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La verificacién de unicidad se deja como ejercicio al estudiante.

x=3
F i (oo, 1}— R definidapor y= jl.—._a ¢s una funcién.
-Xx

x=3
Ademids si v< 1 entonces v —3<0 v A/l-x >0 porlotanio y = njr__‘.m-— < {1
~ X

(ias imdgenes scrdn todas negativas),

() Rec(f) =4 ye R/ (@ xe Dom (f)) _3r:j;_3
- X

Note Ud., que ahora x debe pertenecer a Dont( f), adenids de serun nimero real.

x=3

] T e {TD
? WJi=x

e P =6 +9-y) =0

(O YO -6 =49y 6=y Ey -8y 6oy YT -8
r froved - =
2 2

2

I—v v=x-3 e (I-0y =@~3) @y —xy =x" —6x+9

G- _v: iyd_vz -8 <l
2
-y oy v ~8 6yt = yaf ¥t =8
b=y vy <] v AR <1

2 2

Ahora, xe Dom ([l e v <l e

s e . . 2 . gl
La primera condicion ca ambas inccuaciones es vy =820, pues de olro modo, X no seri

nimero real.

vy =820 ¢ (j,* - \/g) (_\' + \/:HT)B {} cuya soluctdn cs (—* o0, —-‘\/§J ) Ng +oo).
Como anticipamos ¢n (2), v < {} por o tanto tendremos v = —\f'b’ .
Verifiquemos finalmente que se satislace por lo menos una de las dos inccuaciones anteriores para

yS-—Jg.

6— v 4+ v ¥ -8 . : . it 7 |
. ST <]¢°("»"'+-"V“”*3<3‘;"“.""F.\‘J.\"—H<—4<:» v —R <y 4

[

Sc  tienc y< 0. ademis VRZ0 e v 28 @y —424>0 catonces

vy v —d <y -4 es Verdadera pary v S -8

En consccuencia Rcc(f)=(—oo.— s}:(—m,mzﬁj
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Usando la informacion obtenidi: Dot (f) = (=, 1), Ree (/) = (»- oo, — 2-»5J y una tabla de

valores tenemos ¢ siguiente bosquejo del grificode f

X 3y

A 0 | -3
0.5| -3.5355

0.9 - 6.64
2 - ! 0.5] -2.8577
Ll | b 4|22
2 | -2.8867

FUNCION INVECTIVA,

Sea f: A — B unaluncion, Diremos quc £ es INYECTIVA o UNO A UNO (simbolizamos

[-1) si no pucden haber dos o mis clementos de A conund misma imagenen B, vale deeir, si
dos imdgenes en B son iguales entonces [os clementos en A son tambicn iguales.

Simbdlicamente escribimos: | f A= Boes =1 ssi fa)=f (W)= v=

Note Ud., que la implicacion usada en esta definicion s contraria @ aquetly que empleamos para
definir [a unicidad de imdgencs.
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=

funcién no invectiva funcidn inyectiva
Y
(x y x fienen imagen a)

A &
_a j -
. -
A
N
i
i > I B
x x x
funcidn no inyectiva funcién inyectiva

(x y x tienen imagen a)

El grifico de una funcién inyectiva no_puede ser cortado en mds de 1 punto por ninguna linea
Horizontal

EIEMPLO 198

+
Demostrar que f : Rw—{ﬁt}m} R definida por y =f-—-i- es inyectiva,

SOLUCION:

Basta verificar la implicacién : f(x)= f(x) = x=x

Enefecto, F() = f(x) = o =2¥ o G —dy = (-2 +3) =
-4 x-4

= xx =4x+3x ~12=xx +3x—4x ~12 = —4x+3x =3x—4x =
= —4dx-3x=-3x -4x = ~Tx=-Tx = x=x
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EIEMPLO 109
Demostrar que f: R—» R definidapor y=1+x—x% no es inyectiva.
SOLUCION:

Procediendo segiin la definicién de inyectividad tendremos:

fO=f)=21+x-=l+x () =2 xx-D=x(x -1, pero de aquf no podemos
implicar x=x (la implicacién contraria es Verdadera). Verifique Ud., con x =1 vy x =0,

Obien, observe que f()=1 y f(0)=1,0scalos elementos 1y0 del dominio, tienen la
misma imagen 1.

Construya Ud. una tabla detallada de valores y bosqueje luego el grafico de F.

FUNCION EPIYECTIVA.

Sea f:A—> B unafuncién Diremos que f es EPIYECTIVA o SOBREYECTIVA si
Rec(f)=8.

Esta definicién de epiyectividad exige que todo elemento y& B sea imagen de alglin x€ A
Decimos que y esimagende x, como también que x es pre-imagende .

funcién no epiyectiva funcién epiyectiva pero no inyectiva
(@ y ¢ notienen pre-imagen)

funcién epiyectiva e inyectiva
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Notcmos los siguientes hechos en estos 3 dliimos grilicos:

*  Enel primero, ienemos [ {(1,6),(2, p). (3.d), (4,¢)} ‘
La relacion inversa es /7 ={(, 1), (b,2), (d.3). (¢.4)} nocs funcion de B en A pucs b
ticne dos imdgenes. Ademds no es funcion pucs hay clementos cn B sinimagenen A.

= Enelscgundo, ienemos = {{1,a), (2,a).03.0).(4,¢).05, by
Larclacion inversacs [ ={{a,1){a,2), (b.3)(c.4), (b,5)} que no.es funcidnde B en A
pucs a tiene dos imdgencs.

*  Encitereero, f o= {(1,1)),(2,(:),(3,6),(4,(!)}

La relacion inversacs /7 = {(l)‘ I), ((:,2), ((,'.3), ((!,4)} que ahora si cs funcion de B en A

pucs (pdo clemento de D ticne Gpica imagen cn A,

Esto dltimo fuc posibic gracias a que [ @A - B cs inyectiva y epiyectiva, to que Hamaremos
ahora BIYECTIVA,

fA—> B es BIVECTIVAsT f es INYECTIVAY EPIYECTIVA

El resultado anterior se pucde resumir asi;

f A — B csfuncidn biyectiva ssi 771 B - A cs funcidn biyectiva

Luego, deche quedarnos clars que:

- B ~ : . . E s ~1
s Toda funcién  f . por sor relacion. tiene definida su rehacion inversa [,

i

. . -1 P C . . . .
= Esarclacidninversa 0 sord funcion ssi f cs hiyectiva,

-1 . .. . . .
= Ademds  fosord funcion hiyectiva tambida.

LJEMPLO 1140,

7y -
Sca f:AC R— Bo R delinidapor f(x)= %}mi
3x+4

Q) Determinar A v D demoedoque [ sca bivectiva

by Encuenire en tal caso, la funcion inversa /7

SOLUCION:



175

. 2x-1 2y~
0 Dom(fy=4 xe R/I(Gye R)|y= =< xe R/ e R ;=
T 3x+4 v+ 4

:{ ve RI3x+4210 }-—{ rve R/ _rxw%

s A=Dom(f)= R~{—i}

Verifearemos ia unicidad de imdgenes:

x=y = 2x=2x = 2x -1 =2y -1 Tv—1 2% -1 _
. ‘ . = == f(0)= f(v)
x=x=3x=3x = 3x+4=3x+4 Jv+4 3x+d

F

7y —
(f)=< ye R/ZxeD P —
Ree(f) { ye ve Dom(f) ~ ) e d }

Pero ¥ = 2et & Jxy+dy=2x-1 & x(By—-2)=—1-dy
T 3x+d
—l—4y 1+4dy
& ox= ' X
3v-12 23y

{4 4
Ademds, xe Dom([f) <> xe R m{wg }¢:> reR A x#F-—

L

|44y B A E%Li_y;ﬁ 4

1= -
2=y 23y 3
() (2)
Veamos (1):
T+4dy 2
e R o 2-3y#0 & yr-—
23y 3
l+4dy 4 _
Veamos {2} y-Z @ 3(+dy)=-4(2-3y) & 3+ly==8+12ve 3= -8 (Fuso
23y 3 ' ' ;
1+4y
Yo 4

2-3y
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o I+dy 4 o 42
.'.B:Rcc(f}:{ ye R/ Ty e R —{»—5} }— R {3}

4 2
Enconsccuenciar f I R — {u- —i} — R— {—3»} ¢s funcién ycomo B =Rece (f) tencmos que

[ es funeion epiyeetivi

Analicemos abora lainyectividad de f

2¢—1 2x -1

m = Grx +8x—3x—4=06xx —3x+8x —4
S3x4+4 3v+4

fx)=f(x)
= Sy—3y =-3r+8x = llx=] Ix = x=x
s f osinyectiva

2x~—1 VU
cs funcidn hiyeetiva.

4 2
Asi, scconcluyc gque i R—<4—-—r R—{v} definida por y =
3 3 3x+4

. .. -1 .
b) La determinacidnde [ es simple una vez que se ha caleulado Ree {f)

fﬂZKWQWLﬂEIFKhﬂffﬁﬁw%{UJWyﬂh“?

3x+4
L+ dy
= 'y X /_’: ~
{@,x) , Q_By}

- - P+ i+4x
LT Ex @ () F o obien ) = e
S 2=3y / 2-3x
- pi 4 .
Asi, f7:R- {—3—} — Rm{mg} quedaldelinida por [ (x) = ;tii

EJEMPI.O {11,

Sx=2

X

Sca fTACR-—-»BC R delinidipor y= \/

a) Encontrar A v B demodoque [ sea biyectiva

b) Encontrar f~



SOLUCION:

&)
Se—2 2

« Domf={xe R /(@@ye R){ym 2 )}z{.\'e R/ A € R }=
RY Xk

N
:{ e R/ o4 1“ =0 }

X

2
= (— oo, — ]) U {g + oo] {(Verifigue Ud., reselviendo la inecuacion)

.t w}
= Pemucstre Ud,, la unicidad de las imdgenes.

[ex_2 S5x—2
(_v:\/“‘ “)} Note que vy = R

[

A= Dom(f) = (—es, =1) U [

« Rec{(f)=4 ye R/(@xeDom f
e {} ( ( f)\ x4+ x+1
- i E '_2
v=1f5x 2 = v"zsr {ya sabemos que ¥ 2 (1)
' x4+l ) X+
2 h al ,\ —;«2
& yi(x+ly = Sy=2 & x(y =5 = oy ~-2 & X = -
547
2 2
Pero, x € Dom (f) <> x€ (—oo,wf) s ; +- m] @ or < -1 v 2 -
: 5
242 242 2
= Y - <=l v y +72m
Sy 5-v 5
ey {2)

Puede Ud., verificar que la solucidn de (1 es 5, = (— oo, - -\E) [, (\; v lusolucidn de

(2)es S, = (~w/§, ﬁ)
Lucgo xe Dom(Jf) < ye (8, v 5) M R

& ove ( Rm{ww/g.\g}) o R,

& yve Ry ~{\/§}
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~Ree (F) =0 45)u (5, +o0)

2 ) S5x-2
Ast, [ i{=eo, — 1w ]:g + m]——) [(). ﬁ)u (\E +oo) definida por y = : ] es funcidn
X+
hiyectiva.
= INYECTIVIDAD.
‘ : a2 |58 -2 Sx—-2 Sx-2
X} = X & = - = = —
Fe)=f) x+1 X+ x+1 x +1
=y Syy 4+5y-2¢ =2 =5yx —2x+5x —2
2y Sy—20 =-2x+5¢ = Tyx=Tx = y=u
2 - S5x=2
s f :-(— oo, —l) v ! ,,%. +ooj——> [(). \[;)U (ﬁ +oo) defimda por y = i 1 s hiyeelivn
- X

b) Determinacin de f

v=fyea= 70

f5x—2 . 5x=2 : . . ; Sy 2
y o= o oy = & vty =5r-2 .1‘(\’“ -5>: YT e D X e
x-+1 R 5—y°

-

=1 \:2 —*—2 . . ) X +2
X = y) =< - ,obien T ()=
;W S— ) ¢ S5—x
N v 2
A [ﬂ. ﬁ) W (ﬁ +m)——) (w ea, — 1)U 171_: + oo ) estd delinida por 7 (x) = -C?--—“:
_- J REI
EJERCICIO 40.
1-Sca A={,2,3.4.5;: B8={.,3579 10}

¢ Cuiles de las siguientes son luncicnes de A cn B

@ f={013).025) 35).69]
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= {0.4)23).67). (49). 59)}
@ f={.1)(23).(3.10), (4.9).(5.1)}
W L =105 (2.5).3.5),(4.5) 5.5))

Escriba Ud., otras 5 funciones de A en [

Escriba Ud., 5 funciones de A cn B que scan inyectivas.
;Pucde Ud., definir una funcién cpiyectivade A en Bl
;Pucde Ud., definir una funcion biyectivade A cn B

2.-Sca f: R— R definidapor f(x) = =5

(NSRS

a) Caleule _f(3); f(=1) SN2 f

) Encucntre, si cs que existe, un vador de v tal que f(x) =1 ;Cuiles son todos csos valores!?

¢) Encuentre, si ¢s que existe, un valor de v mhoque f(v)y=-~7

a
W Caleule fGx): fOU-0: fla' =D f(i); f‘(.\--—ii
’ ,'R'j

a
3.-Si f(l -—3x) =2+ x, determing f{x)
4.-51 f (1 *.x':): ¥, determine f(I-+x)  {Oblenga primero f{x))

2x=-3

Csiendo AL R

5-Sea f:A - B definidapor f{v)= ST

() Determine A y B paraque f sca [uncidn biyectiva,

() Encucntre on tal caso _f“1

6.- Repita ¢l cjcreicio 5 para las expresiones:

. 1 ‘(: -1
) f{x)=v2x+3 (b flx)=— () ()=
X XA+
1 . .
(W f)=x+— @ flo=a’—detd (O flos e
X b

Bosqueje los grificos de las funciones obtenidas,



