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INTRODUCCION.

Este trabajo tiene como propésito servir como un material de apoyo complementario a la
docencia de la catedra de Investigacion de Operaciones, impartida a las carreras de Ingenieria Civil de

la Facultad de Ingenieria de la Universidad de Tarapaca.

El presente texto, permitird que los estudiantes adquieran una vision completa de la
investigacion de operaciones necesarias para la disciplina, tomando como referentes algunos libros de
autores destacados, cuyas obras estan citadas como bibliografia de alta demanda en el programa de la
asignatura, destacandose entre otros: Bronson, R. (1990), “Teoria y problemas de investigacion de
operaciones’, Taha, H. (1995), “Investigacion de operaciones” y Hillier, F. (1997), “Introduccién a la

investigacion de operaciones”.

Este documento, pretende ser un texto guia que posibilite al estudiante entender con mayor
claridad los fundamentos y aplicaciones de la investigacion de operaciones en las actividades
requeridas por lo ingenieros civiles en su desempefio profesional. Por eso que este texto, procura
abarcar todas las areas requeridas para la especialidad, entre las cuales pueden destacar: la
formulaciéon de problemas mediante programacién matemética, la resolucion de problemas de
programacion lineal, las metodologias de solucion para la programacion entera, asi como algunos

elementos que permitan resolver problemas de programacion no lineal.
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I. GENERALIDADES Y CONCEPTOS BASICOS.

1.1. ORIGEN DE LA INVESTIGACION DE OPERACIONES (IO).

La IO nace en el transcurso de la Segunda Guerra Mundial, donde existia una urgencia de
asignar recursos escasos a las distintas operaciones militares de la manera mas eficiente, cientificos de
Estados Unidos y Gran Bretafia, comenzaron ha disefiar algoritmos y procedimientos para distribuir
pertrechos militar y recursos humanos, abasteciendo las diferentes zonas en conflicto, con el claro

proposito de “Ganar la guerra”. De este modo, nace la “Investigacion de Operaciones (militares)”.

Finalizado el conflicto bélico, estas técnicas que permitian la asignacion eficiente de recursos,
se llevo al campo de la gestion empresarial, donde tuvo éxito, incrementando las utilidades sin aumento
significativo de los recursos - materias primas, equipos, operarios, efc. - este éxito en la gestion

empresarial permitio que se divulgara la |O mundialmente.

En 1947, muchos cientificos que habian trabajado con la IO, comienzan a desarrollar esta linea
de investigacion en busca de un método que permitiera simplificar las operaciones de la programacion
matematicas, debido a que se estaba consumiendo, por una via, los recursos de financieros, tiempo y
personal que se ahorraban por otro. Esto llevo a que el matematico George Dantzig, ideara un método

denominado SIMPLEX, que permiti6 resolver facilmente Problemas de Programacion Lineal (PPL).

A medida que fue pasando el tiempo, la tecnologia y el desarrollo cada vez mas avanzado de
los computadores, permitieron automatizar las técnicas de resolucion de la programacion matematicas,
haciéndolas mas rapidas y eficaces (sin errores). Hoy en dia existen softwares que permiten resolver

los problemas de 10 eficientemente tales como: LINDO, TORA, LINGO, etc.

Definicion:
La 10 es un conjunto de procedimientos matematicos eficientes dirigidos a la toma de
decisiones, que relaciona actividades y operaciones de una organizacion o una unidad

especifica de algin sistema, para alcanzar un propésito especifico. Se aplica a situaciones
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Principio:

donde se necesite la asignacion eficiente de recursos, sean estos, materiales, financieros,

humanos, tecnoldgicos, espacios fisicos, equipos, etc. volviendo éptimo el sistema en general.

La IO se basa principaimente en el método cientifico, comenzando con la observacion
cuidadosa y formulando adecuadamente el problema. Posteriormente, se disefia un modelo - de
preferencia matematico - que represente en forma sintética y simple el problema real.
Seguidamente, se propone una hipdtesis que indique si el modelo es representativo del
problema real o no. Finalmente, se opera con el modelo validado hasta optimizarlo y mediante
sus resultados poder realizar conclusiones con validez externa. La 10 permite localizar una
solucion optima, decimos una, porque pueden existir varias soluciones dptimas entregadas por
el modelo que da los mismos resultados eficientes.

Caracteristicas:

Note:

La base esencial de la 10 es el modelamiento, si este no esta bien disefiado no es posible
obtener resultados adecuados. Para que el problema pueda ser modelado de forma eficiente es

conveniente considerar lo siguiente:

» Enfoque Sistematico del Problema. Buscar dentro del sistema, variables y posibles

interacciones - significativas - que permitan dimensionar el problema con una perspectiva

mas amplia, para ello es esencial la observacion y el alcance de la toma de decisiones.

Optimizacion Optimizacion
Z,(Subsistemas),. T Sistema General

Equipo Interdisciplinado. Los problemas deben ser abordados por equipos de diferentes
disciplinas, que puedan enfocar el problema de diversos angulos y con ello disefiar un
modelo mas realista. Por ejemplo, dentro de una empresa el Jefe de Operaciones -
ingeniero - conoce de cerca los procesos de produccion (tiempo de procesos, cantidad de
operarios, espacio necesario, caracteristicas de maquinarias, actividades cuello de botella,
entre otros); el Psicologo declara las competencias y atributos que debe tener el personal

-5-
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para ciertos cargos; el Contador, informa sobre las restricciones administrativas, laborales y
tributarias - limitaciones normativas y juridicas - del problema. Por lo tanto, este circulo

virtuoso interactiia, definiendo los factores criticos del problema.

» Economia. E| disefio de experimentos juega un rol esencial en el mejoramiento de
productos y en la seleccion de procesos; sin embargo, dentro una organizacion resulta
costoso hacerlo. Es por eso, que la IO permite representar y resolver matematicamente el

sistema, ademas de hacer modificaciones - sensibilidad - de forma mas econdmica.

1.2. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION MATEMATICA.

La 10 es un Problema de Optimizacion, que busca maximizar o minimizar una variable o
expresion - dependiente - llamada Funcion Objetivo, que es una funcién que relaciona un numero finito
de elementos - dependientes e independientes - denominados factores (variables) y parametros (fijas),

que estan vinculados a otras expresiones limitadoras del sistema denominadas Restricciones.

Modelamiento:
Los modelos de la 10 - objetivo y restricciones - estan representados por ecuaciones

matematicas que pueden resultar complejas - en algiin momento - desde el punto de vista

matematico, pero que tiene una estructura fundamental sencilla.

Ejemplo N° 1.

Maximizar Z=fX.X)

Z: Utilidad o variable dependiente a optimizar, se denomina funcion objetivo.
X;  Variables dependiente, se denomina variables endégenas o de decision.
Y;  Variables independiente, se denomina variables exodgenas o parémetros.

f Expresion matematica que relaciona las variables X; y ;.
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Generalmente, la optimizacion de la funcién objetivo, esta acotada por una(s) ecuacion(es) o
inecuacion(es), denominadas restricciones, que son expresiones matematicas constituidas por las
mismas variables de la funcion objetivo.

Obtenido y validado el modelo, éste se resuelve encontrando los valores de las variables de
decision que optimiza el sistema bajo estudio - el valor maximo o minimo de la funcion objetivo - cuyos
resultados se obtienen mediante simulacion o programacion matematica. Si el modelo es una
representacion adecuada del sistema real - validez externa - los resultados obtenidos para las variables
de decision, mejoraran el desempefio del sistema real.

Por lo tanto, una programacion matematica para resolver problemas de optimizacion de un
sistema tendra la siguiente expresion:

Optimizar : Z = (X, X,y X))

&(Xp Xy X,) b,
2, (X, X,5.X)) E b,

p
g (X)) b

Donde:
SX1, X ... . X): funcion objetivo.
8i(X1, Xz ... . X0): restriccion “i"
b; parametro de restriccion.

En resumen, se pueden distinguir seis etapas para un problema de 10:

1. Definicion del problema y recoleccion de informacion relevante (factores y parametros).
Formulacién de un modelo matematico que represente el problema real.
Obtencion de resultado al resolver el modelo.

2

3

4. Validacion del modelo y mejoramiento segiin sea necesario.

5. Preparacion, especificacion y aplicacion de los resultados del modelo al problema real.
6

Puesta en marcha y control con respecto a los resultados esperados.
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V.

II. PROGRAMACION LINEAL (PL).

2.1. CONCEPTOS BASICOS.

En la realidad las empresas operan con recursos escasos Y, por lo tanto, la asignacion de ellos

alas diferentes actividades de la empresa se transforma en un problema de la toma de decisiones cuyo

objetivo principal sea alcanzar la méxima utilidad o el minimo costo de operacion.

Ejemplo N° 2.

Nota:

Una maestranza fabrica dos tipos de productos: (1) ductos de canalizacion y (2) recipientes
contenedores fundidos. El area de operaciones se encuentra constituida por tres secciones: (a)
laminado, (b) caldereria y (c) rectificado. El producto (1) requiere las secciones de (a) laminado

y (c) rectificado, el producto (2) requiere las secciones de (b) caldereria y (c) rectificado.

Se ha investigado y obtenido algunos antecedentes tecnolégicos del problema:

a. Cantidad total de horas de produccion disponibles a la semana por cada seccion.
b. Cantidad de horas de produccion que requiere cada tipo de producto por cada seccion.

¢. Contribucion unitaria de venta de cada tipo de producto a la utilidad de la empresa.

Se habla de contribucion unitaria y no de utilidad marginal, porque la primera tiene, por lo
general, una relacion lineal para la obtencion de la Utilidad Total, en cambio, la segunda no
necesariamente es lineal en su expresion. Por lo tanto, para la Programacion Lineal (PL) es

fundamental contar con expresiones lineales.

CONTRIBUCION UNITARIA = (PV-CV)
Donde; PV: Precio de venta ($/unidad)
CV: Costo variable ($/unidad)
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2.2. FORMULACION DEL PROBLEMA.

Del ejemplo anterior, los antecedentes tecnolégicos se pueden expresar en la siguiente tabla:

PRODUCTO (hora por seccién) RECURSOS
SECCION 53 DISPONIBLES
Ductos (1) Recipientes (2) (Horas semanales)
(a) Laminado ajq a, b;
(b) Caldereria an az b;
(c) Rectificado as; az bs
Contribucion Unit. 21 22
Donde:
2 Contribucion unitaria del producto (1) a la utilidad total a la semana [$ / semana]
2 Contribucion unitaria del producto (2) a la utilidad total a la semana [$ / semana]
b;:  Cantidad de tiempo disponible en la seccion (a) a la semana [horas / semana]
by:  Cantidad de tiempo disponible en la seccion (b) a la semana [horas / semana]
bs: Cantidad de tiempo disponible en la seccion (c) a la semana [horas / semana]
a;,.  Cantidad de tiempo requerido por un producto (1) en la seccion (a) [hora / unidad]
a;:  Cantidad de tiempo requerido por un producto (1) en la seccion (b) [hora / unidad]
a;. Cantidad de tiempo requerido por un producto (1) en la seccion (c) [hora / unidad]
az:  Cantidad de tiempo requerido por un producto (2) en la seccién (a) [hora / unidad]
ay:  Cantidad de tiempo requerido por un producto (2) en la seccion (b) [hora / unidad]
az:  Cantidad de tiempo requerido por un producto (2) en la seccion (c) [hora / unidad]

Para el ejemplo anterior, se cuentan con los siguientes antecedentes:

. PRODUCTO (hora por seccion) RECURSOS
SECCION s DISPONIBLES
Ductos (1) Recipientes (2) (Horas semanales)
() Laminado 1 0 4
(b) Caldereria 0 2 12
(c) Rectificado 3 2 18
Contribucién Unit. $3.000 $5.000
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Para formular un PPL, es necesario identificar la funcion objetivo, las variables y los parametros
del problema, y como estos se relacionan con los antecedentes anteriormente obtenidos:
Funcién Objetivo:  Z: Utilidad total a la semana [$)]
Variables decision: X Cantidad de unidades del producto (1) fabricados por semana [unid. / sem.]
X Cantidad de unidades del producto (2) fabricados por semana [unid. / sem.]

Pardmetros: Los presentados en la tabla anterior.

La funcion objetivo esta expresada por los parametros de la contribucion y asociandola con las
variables de decision, dada en la siguiente funcion lineal:
7 =3.000* X, +5.000*% X,

Las restricciones estan expresadas por una serie de expresiones matematicas lineales dadas

por los parametros tecnoldgicos, los parametros de recursos y las variables de decision:

X, < 4

2%, < 12
3¥, +2X, < 18
X, X, 20

Por lo tanto, el PPL consiste en determinar X; y X> que maximice Z.

2.3. METODOS DE SOLUCION GRAFICA.

Dentro de los métodos de solucion mas sencillos que puede emplearse para resolver un PPL

con dos variables de decision (X; y Xz) es mediante el Método Gréfico usando un plano bidimensional.

El método consiste principalmente en realizar estimaciones mediante pruebas y error hasta

encontrar una tendencia y con ello identificar la solucion optima deseada (Véase la Figura 1.1)

Seguin la solucién Gréfica, debieran fabricarse 2 unidades de ductos y 6 unidades de recipientes

semanalmente, alcanzandose con ello una utilidad semanal de $36.000
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Figura 1.1. Solucién Gréfica del problema de Maestranza.

Generalizando (Forma Estéandar):

Como se definié en un comienzo la 10 es “... la asignacion eficiente de recursos,..., volviendo
Optimo el sistema en general’. Generalizando para un PPL mas extenso, donde intervienen mas

de dos variables de decision, con los parametros asociados al problema, se tiene lo siguiente:

VARIABLES DE DECISION RECURSOS
B e | 5, |om DISPONIBLES
(a) Aa A0 - Qna b;
®) an az% np b,
(m) dic @2 Qne b
Contribucién Unit. 21 22 Zn___|

Maximizar Z=7,X,+2,X, ++2,X,
Sujeto a :
a,X,+a,X,++a, X, <b,
a,X,ta,X,+--+a,,X,<bh,

a,X, +a,,X,++a,,X,<b,
X3 X gy oo 5: X 20

-14.-
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2.4. METODO SIMPLEX.
2.4.1. Condiciones Iniciales.

El método Simplex es un procedimiento matricial que permite resolver PPL expresados en la
siguiente forma estandar.
Optimizar: Z=C"x
SA AX<b
X=0
Donde:
X: Vector columna con “n” elementos, denominado Vector de Actividades, donde
estan las variables de decision.
C"™: Vector fila con “n” elementos, denominado Vector de Incremento o Decremento
de la Funcién Objetivo.

b: Vector columna con “m” elementos y denominado Vector de Disponibilidad de
Recursos.
A: Matriz de “m x n" elementos, denominada Matriz de Coeficientes Tecnologicos.

a;: Coeficiente tecnologico de la Matriz 4, que indica que una unidad de la
actividad 7 requiere a unidades del recursos j.

0: Vector columna con elementos iguales a cero.

El método Simplex emplea operaciones de Matrices para resolver el PPL. Para ello se

dispondra de la siguiente expresion matricial, denominada TABLEAU.

XL
cr
C(’I)'A_] =LF C(T)-B
Xo Cy A b

El Tableau anterior puede modificarse mediante un ligero cambio dado por Z; = CorAj, que es
el producto escalar, entre los parametros de contribucion de la funcion objetivo asociadas a las
variables que estan en la solucion (Co) y el vector columna de la matriz tecnologica asociada a cada

variable j (4;). De este modo, el Tableau para un PPL de maximizacion, queda de la siguiente manera:

S12-
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XT
Z -G CcrB
Xo A B

2.4.2. Forma Estandar.

Para comenzar a operar con el Tableau, es necesario que una vez que se han obtenido todas
las restricciones y condiciones, se transformen todas las desigualdades en igualdades y obtener una

solucion basica factible inicial no negativa.

a. Condicion de No-Negatividad:

n
Cuando se presenta una condicion; Z“UX , = b, , los recursos deben ser ;2 0.

i=1

b. Variables de Holgura y Superfluas:
Toda restriccion de la forma: Zay.X , <b,, debe llevarse a una igualdad, adicionando una
i=1
variable de Holgura (Sy), que es una variable no-negativa al lado izquierdo de la desigualdad, que

representa la cantidad de recurso no empleado por el sistema.

n
Toda expresion de la forma: Zaer , 2b,, debe llevarse a una igualdad, restando una

i=1
variable Superflua (S;), que es una variable no-negativa al lado izquierdo de la desigualdad. Esta
expresion no representa una limitacion a no exceder, sino todo lo contrario, se establece un minimo a
superar (b;), podria tratarse - por ejemplo - de una demanda a superar y la variable superflua representa

la cantidad producida en exceso que va a inventario.
c. Generacion de una Solucion Basica Factible (SBF):

Una vez que todos los &;, sean no-negativas y llevadas las restricciones a igualdades (mediante

las variables de holgura y superfluas). Se debe agregar una variable Artificial (¥y), al lado izquierdo de

-13-




¢ e

Universidad de Tarapacé Facultad de Ingenieria "% _

cada igualdad que no contenga una variable de Holgura. De este modo, se obtendria una SBF no-
negativa, dado por las variables de Holguras y Artificiales, cuyos valores seran iguales a los recursos
disponibles (h;: lado derecho de las ecuaciones), esto implica que las demas variables (de decision y

superfluas) seran iguales a cero en un comienzo.

Ejemplo N° 3.

Si tenemos las siguientes restricciones (inecuaciones) iniciales, el incorporar variables de

holgura, superfluas y artificiales, permiten llevarlas a igualdad y con ello tener una primera SBF.

X1+2X; < 3 X1+ 2X2+ Sy =3
4X1+5X2 2 6 = 4X4 +5X2 -5+ 53 = 6
X1 +8X2 = 15 7X1 + 8X2 +Yy =15

Donde: X1=X2= Sz = 0; Variables de decision y superflua
S1=3y S3=6; Variables de holgura
Yi=15; Variable artificial

d. Costo de Penalizacion:

La introduccion al PPL de variables de Holguras y Superfluas no altera la naturaleza de las
restricciones ni de la funcion objetivo, puesto que en la Funcion Objetivo, sus coeficientes de
incremento o decremento son ceros (C). Pero al insertar las variables Artificiales, estas si alteran la
naturaleza de las restricciones, puesto que se introducen una vez que las restricciones ya estén
standarizadas (igualadas al recurso) y no necesariamente son iguales a cero al comienzo. Como su
ombre lo indica, son variables que no cuentan con una representacion fisica en el problema real, sino
nas bien actian como un motor de partida para iniciar el proceso de iteracion del Simplex, donde
eben estar al comienzo para luego desaparecer del PPL al final, es por eso que estas variables
parezcan asociadas a la funcion objetivo con coeficientes muy grandes; negativos para el caso de PPL
ue quieren maximizar o positivos para PPL que quieren minimizar, denotados como -M y M
espectivamente, que representaran costos de penalizacion por incorporar variables con valores

iferentes a cero al programa.
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2.4.3. Procedimiento SIMPLEX.

Paso 1.
Localizar el nimero méas negativo en la primera fila del Tableau, no considerando el elemento
de la dltima columna. La columna asociada al elemento mas negativo de la fila se le conoce

como columna de entrada. Si se presenta més de un niimero, seleccione uno arbitrariamente.

Paso 2.
Obtener los cuocientes positivos dividiendo los elementos respectivos de la ultima columna
(recursos) con los elementos positivos de la columna entrada. La fila asociada a la razén mas
pequefia se le denomina fila de entrada. El elemento ubicado en la posicion de la columna y fila
de entrada se le denomina elemento pivote, si obtiene dos cuocientes iguales, se selecciona

uno arbitrariamente. Si ningtin cuociente es positivo, el programa no tiene solucion.

Paso 3.
Transformar el elemento pivote al valor de uno y luego se reducen los demas elementos de la
columna de entrada a cero. Una variable que es solucion tiene su columna asociada igual a un

vector unitario (un valor 1y todos los demas 0). Esto se hace mediante operaciones matriciales.

Paso 4.
Reemplazar la variable X;, asociada a la columna pivote, en la columna donde estan las

variables basicas del sistema (soluciones), sacando la variable que estaba ubicada antes.

Paso 5.
Repetir los pasos del 1 al 4, hasta que no se tenga ningan niimero positivo en la primera fila..

Paso 6.
La solucion dptima se obtiene asignando a cada variable de la primera columna el valor de la
ultima columna respectivo. Todas las demas variables tienen valor cero, se tienen m soluciones
bésicas. Z", es el valor 6ptimo de la funcion objetivo, ubicado en el dltimo elemento de la

primera fila. Para un programa que maximiza es positivo y para uno que minimiza es negativo.

AR




in Vi
@J Universidad de Tarapaca Facultad de Ingenieria :‘.L

2.4.4. Programas con variables artificiales.

A veces es conveniente trabajar con variables artificiales que pasaréan a formar parte de la SBF
inicial. Si se resuelve con el método Simplex descrito anteriormente, se le denomina método de Ja Gran
M, pero se pueden cometer errores de redondeo Y precision, es por eso que aparece un método
alternativo denominado método de dos fases, que presenta ciertas modificaciones:

Paso 1.
La primera fila del Tableau que contenga alguna variable artificial se descompone en dos filas.

La primera contiene aquellos términos que no poseen a M, mientras que la segunda comprende
alos coeficientes que poseen M.

Paso 2.
Se aplica el paso 1 del método Simplex, a la segunda fila generada del paso anterior, seguidos
por los pasos 2, 3 y 4. Hasta que la segunda fila no tenga elementos negativos, una vez que
ocurra esto, esta fila se puede eliminar. Seguidamente, se aplica el mismo paso 1 a los

elementos de la primera fila.

Paso 3.

Siempre que una variable artificial deja de ser basica, es decir, que sale de la primera columna
del Tableau como resultado del paso 4 del método Simplex, se elimina de la fila superior del

Tableau, al igual que toda la columna debajo de ella.

Paso 4.

Si'la SBF final aln contiene variables artificiales diferentes de cero, el programa no tiene

solucion. En cambio, cuando una o mas variables artificiales aparecen en la SBF final pero con

valores iguales a cero, el programa tiene solucion factible; pero una o mas restricciones son
redundantes.
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Ejemplo N° 4.

Para la siguiente expresion llévela a la forma estandar y resuélvala mediante Simplex.
Maximizar z=X1+9X2 + X3
SA X1+2X2+3X3<9
X1+ 2X2 +2X3 <15
X=0

Forma Estandar
Maximizar z=X1+9X2 + X3+ 0S1 +0S;

SA. X1+ 2X2+ 3X3+S¢ =9
X1+ 2X2+ 2X3 +S52=15
X=0
Forma Tabular
Maximizar Z-X1-9X2-X3-081-0S; =0
SA X1 +2X2 + 3X3 + Sy =9
3X1+2X +2X3 +S; =15
X=0
Tableau 0 (Inicial)
X1 X2 X3 S1 S2 RHS
Z -1 -9 -1 0 0 0
S1 1 (%? 3 1 0 9 4=
S2 3 2 0 1 15
Tableau 1 (Final)
X1 X2 X3 : S S2 RHS
Z 712 0 2512 912 0 8112
X2 % 1 3T % 0 912
S2 2 0 -1 : -1 1 6
3 Solucion del PPL: Z*=81/2=40,5 X1=0 S1=0
‘ X2=9/2=45 $2=6
‘ X3=0

<47
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plo N°5.
Para la siguiente expresion llévela a la forma estandar y resuélvala mediante Simplex.
Minimizar z=80X;s +60X>
SA 0.20X1 +0.32X,<0.25
Xt +  Xo=1
Xiz0
Forma Esténdar
Minimizar z=80X +60X2 + 0S1 + MY
SA 0.20X1 + 0.32X2 + S4 =0.25
X1+ Xo+ Yi =1
Xi=0
Forma Tabular
Minimizar z-80X1 -60X2 - 0S1 - MY =0
S.A. 0.20X; +0.32X2 + Sy =0.25
X1+ Xo+ Yy =1
A0 Pivotear hasta ser
Tableau Inicial l un vector unitario
X1 X2 S1 Y1 RHS
Z 80 60 0 M 0
S1 0.20 0.32 i 0 0.25
Y1 1 1 0 1 1
Tableau Inicial (Adaptado)
X1 X2 S1 Y1 RHS
Z 80-M 60-M 0 0 -M
S1 0.20 0.32 1 0 0.25
Y1 1 1 0 1 1
Tableau Inicial Final (obtenido mediante el método de la Gran M o el de dos fases)
X1 X2 X3 RHS
Z 0 0 166.7 -71.67
X2 0 1 8.333 0.4167
X1 1 0 -8.333 0.5833
Como se trata de una minimizacion el valor de Z cambia de signo y es igual a Z'=71,67







