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CAPITULO 1

En este capitulo se estudia conceptos béasicos de la geometria plana, aplicaciones,
justificaciones de teoremas y corolarios, desarrollo de problemas y ejercicios resueltos, y
pruebas de afios anteriores. Se tratan temas que son el inicio para problemas que son
tratados y resueltos en los cursos posteriores de célculo , fisica, como el problema de la
tangente a una curva, calculo de &reas o en este mismo curso en los capitulos siguientes
como angulos entre rectas.

1.1 Conceptos elementales en Geometria
Son conceptos elementales (fundamentales) punto, recta, plano.

Punto

Es el primer objeto geométrico, y origen de todos los deméas. No tiene
dimensiones.

El Punto se representa por un pequeiio circulo.

Se nombran por una letra mayuscula.

Recta
Una recta no tiene ni origen ni fin. Su longitud es infinita. Carece de ancho.
Una recta se nombra por una letra minuscula, o por dos letras mayusculas que representan
dos puntos de ella.
I

Recta por AB
Postulado 1. Dos puntos determinan unay solo una linea recta
Plano

Un plano es una superficie uniforme distribuida con rectas que se cruzan sobre ella.
Un plano se nombra con letras mayusculas griegas.
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Axiomas y postulados

Actualmente son considerados sin6nimos, corresponde a
proposiciones aceptadas de comun acuerdo y que son el fundamento de todos los sigue en
estudio, en este caso la Geometria , llamada geometria euclidiana en honor a Euclides,
matematico griego del afio 300 A.C. que desarroll6 la geometria, que estudiaremos, en el
texto llamado “Los Elementos”

Postulados relativos a la geometria:
1. Dos puntos determinan una y solo una recta.
2. Todo segmento puede prolongarse indefinidamente,
estando sobre la misma recta.
3. Un circulo puede trazarse con cualquier centro y
radio dados.
Todos los angulos rectos son iguales.
5. Dados una recta k y un punto P fuera de ella, existe
unay sélo una recta m que pasa por P y es paralela
ak.

e

Axiomas, verdades generales, validos no sélo en la geometria

1. Todos los objetos iguales a un mismo objeto son
iguales entre si.

2. Si objetos iguales se afiaden a otros iguales, las
sumas son de iguales.

3. Si objetos iguales se restan a otros iguales, las
diferencias son de iguales.

4. Todas las figuras que pueden hacerse coincidir son
iguales.

5. El todo es mayor que cada una de sus partes.

Teoremas

Los teoremas son proposiciones verdaderas que pueden ser demostradas.
Todo teorema consta de dos partes: hipotesis y tesis.
La hipdtesis consiste en el conjunto de los datos o supuesto del teorema y la tesis consiste
en la proposicion que se pretende demostrar y es la consecuencia de hipotesis.
La demostracién de un teorema consiste en una cadena de razonamientos I6gicos que
permite poner en evidencia la verdad de la proposicion.

Definiciones
Las definiciones son proposiciones que permite describir el significado de
nuevos conceptos, utilizando términos primitivos que se dejan sin definir.

Ejemplos
1. Semi-recta o rayo. Es un subconjunto de la recta que tiene un origen, pero es
infinito en el otro sentido.
A Semirecta AB

v




Semi recta E&

< °
recta < A >
2. Segmento. Es un subconjunto de la recta limitado en ambos extremos. A

todo segmento se le asocia una medida numeérica, Ilamada longitud una vez
que se ha elegido la unidad de medida.

A® ®B
Se nombra el segmento de recta AB, simbolo  AB

3. Longitud del segmento es la distancia entre sus extremos Ay B

Resumen
Nombre Figura Simbolo
Recta AB o recta BA < Ag & > |10 AB o BA
Semi-recta AB A B AR
[ @ > AB
Semi-recta BA A B BA
< @ L J BA
Segmento AB 0 BA A B AB o BA
[ o
1.2 Angulos

Es la unién de dos semi-recta que tienen un punto extremo en comun. Las
semirrectas se llaman lados y el punto comun, vértice.

g : ~
B > g

Los angulos se denominan:

1) OAOB , NBOC o simplemente NO
2) Letras griegas minusculas

Sistema de medicion de angulos
La medida de un angulo esta relacionada con la abertura que tienen los lados del angulos.
Para esto se considera la medida del angulo en relacién al giro de un rayo en torno a un



punto, que es el veértice del &ngulo. Este giro se mide desde la posicién del rayo, cuando los
dos lados coinciden, hasta la posicion final, cuando ambos lados vuelven a coincidir.

El sistema de medicion para medir angulos es el sistema sexagesimal la unidad es el
grado (°).

El dngulo de posicion inicial mide 0°.

Un giro completo mide 360° (angulo completo) .

Grado sexagesimal es la medida de un angulo que equivale a la 360%"
completo.

parte de un giro

Los submultiplos del grado son el minuto (') y el segundo (™)
1°=60" 1'=60"

Clasificacion de los angulos

Segln su medida, un angulo puede ser.

a) Angulo agudo Su medida es menor que 90°
A

o NAOB <90° , Na < 90°
@)

B

b) Angulo recto su medida es 90°, es decir es la cuarta parte del angulo completo. Se
dice que sus lados son perpendiculares ( ).

B NBOC =90°

OB 1 OC

) C

¢) Angulo obtuso su medida es mayor que 90° y menor que 180°.

B 90° <NBOA < 180°

~a A




d) Angulo extendido su medida es 180°

/‘\
B 0] C

NBOC = 180°

Angulos coplanares
Dos 0 mas angulos se llaman coplanares, si estan contenidos en el
mismo plano.

a) Angulos adyacentes: Dos angulos son adyacentes si y sdlo si tienen en comun el
veértice y un lado. (Sus interiores no se intersectan).

N

A D

XBAC y xCAD son adyacentes

b) Angulos complementarios: Dos angulos son complementarios si la suma de sus

medidas es 90°.
W
3 =90°%¢,

oy B son angulos complementarios

¢) Angulos suplementarios: Dos angulos son suplementarios si la suma de sus medidas es

1800°.
|

oy B son angulos suplementarios




Bisectriz
Bisectriz de un angulo es el rayo que pasa por el vértice y divide al angulo, en dos
angulos de igual medida.

B C

v

El rayo BD es bisectriz del x ABC

Angulos opuestos por el vértice

Definicion
Dos angulos son opuestos por el vértices, si los lados de uno estan formados
por la prolongacion de los lados del otro.

& y B son angulos opuestos por el vértice
o Yy son angulos opuestos por el vértice

Teorema
Los angulos opuestos por el vértice son iguales.

O también
Si ayy, Byd sonangulos opuestos por el vértice, entonces a=y y =6



Justifique usted este teorema
Aplicaciones
1. Calcule el complemento de los angulos de 30°, 45°, 60° y 75°.
Sea o el complemento del &ngulo que mide 30°, entonces 30° + o = 90°
o =90° - 30° = 60°
El complemento de del &ngulo que mide 30° es un angulo que mide 60°,

2. Calcule el suplemento de los angulos de 120°, 135°, 150° y 165°.

Sea a el suplemento del &ngulo que mide 120°, entonces 120° + o = 180°
oo =180° - 120° = 60°

El suplemento de del &ngulo que mide 120° es un angulo que mide 60°.

Rectas paralelas
Definicion

Dosrectas I; y I, son paralelas si y solo si estdn en un mismo plano y su
interseccion es el conjunto vacio.

I, y |, son paralelas, se simboliza por: 1y // |,

Postulado fundamental de la geometria euclidiana (Quinto postulado de Euclides)

Por un punto exterior a una recta hay una y solo una paralela a la recta dada.




Angulos formados por una transversal a dos rectas dadas

1/ 2
3/ 4

Los angulos que forman se Ilaman:
a) angulos correspondientes: 1y5, 3y7, 2y6, 4y38

b) Angulos alternos internos: 3y6, 4y5
c) Angulos alternos externos: 1y 8, 2y7.

El caso importante es el aquel en que las rectas son paralelas, cortadas por una transversal.

Teorema
1) Los angulos correspondientes entre paralelas son de igual medida.

2) Los angulos alternos internos entre paralelas son de igual medida.
3) Los angulos alternos externos entre paralelas son de igual medida.

Ejercicios
1. m

recta paralelas cortadas por la transversal I, m y n son bisectrices. Calcular la medida del
angulo formado por my n.



1.3 Triangulos

Curvas y poligonos
Una curva simple es la que puede dibujarse sin levantar el lapiz del
papel y sin pasar dos veces por el mismo punto.

Curva simple no es curva simple

Curva cerrada es aquella que tiene sus punto inicial y final localizado en el mismo lugar

y también se dibuja sin levantar el lapiz del papel.

Curva cerrada curva abierta
La curva cerrada divide al plano en dos regiones: region interior limitada por la curva y la

region exterior ilimitada.

Exterior

Una figura se dice convexa si para cualquier par de puntos A y B del interior el segmento
AB esté contenido en el interior de la figura.

— [

Convexa no convexa.

Poligonos

Un poligono es una curva cerrada simple constituida por segmentos.
Los segmentos se Ilaman lados , y los puntos en los que se encuentran los extremos de los
segmentos son los vértices . Los poligonos se clasifican segun el nimero de lados.



Numero de lados | Nombre

3 Tridngulo

4 Cuadrilatero
5 Pentagono

6 Hexagono

7 Heptagono
8 Octagono

9 Eneagono
10 Decagono

Tridngulos
Un tridngulo es un poligono de tres lados.

Vértices: A, B, C
Lados: AB=c, BC=a , AC=b
Angulos interiores: NCAB=a, NABC=p, NBCA=y

Angulos exteriores: o, B>, v’

Propiedades fundamentales de los triangulos

Teorema
En todo triangulo, la suma de los angulos interiores es 180°

o+ B +y=180°

Postulado 5 de Euclides. Dados una recta k y un punto P fuera de ella, existe una y solo
una recta m que pasa por P y es paralela ak.



iError! P m

Teorema

En todo tridngulo, un angulo exterior es igual a la suma de los angulos interiores
no adyacentes.

Represente graficamente el teorema.

Corolario
La suma de los angulos exteriores de un triangulo, es 360°.

Escriba el enunciado en forma matematica.

Teorema
En todo triangulo, la suma de dos lados es mayor que el tercer lado.

Intente justificar este teorema.



Clasificacion de los triangulos
(Realice todos los graficos)

Segun sus angulos
1. Acuténgulo. 3 angulos agudos.
2. Rectangulo. 1 angulo recto. El lado mayor se llama hipotenusa, y
los otros catetos.

3. Obtusangulo. 1 &ngulo Obtuso.

Segun sus lados

1. Equilatero. Tres lados iguales. Angulos de 60°

2. Isosceles. 2 lados y dos angulos iguales. El lado desigual se Ilama base.

3. Escaleno tres lados distintos

Elementos secundarios del triangulo.

1. Rectas y segmentos:



Alturas, Bisectrices, transversales de gravedad, simetrales
(mediatrices), medianas.

2. Puntos:
Ortocentro, incentro, centro de gravedad (baricentro), circuncentro.

Altura: Es la recta que pasa por el vertice y es perpendicular al lado opuesto. Las tres
alturas de un triangulo se denota h,, hp, y he.

Propiedad
Las tres alturas se interceptan en un unico punto, llamado Ortocentro.

Bisectriz: Es la recta que pasa por un vértice y divide al angulo interior, en dos angulos
congruentes. Las tres bisectrices interiores de un triangulo se denotan b,, bs y b,

Propiedad
Las tres Bisectrices se interceptan en un mismo punto Ilamado incentro , que
equidista de los tres lados del triangulo.

Transversal de gravedad: Es el segmento cuyos extremos son el vértice y el
punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Las transversales de gravedad
de un triangulo se denotan t,, t, y t. subindice indica el lado al que llegan.

Propiedad



Las transversales de gravedad se interceptan en un mismo punto llamado
centro de gravedad o baricentro.

Simetrales (mediatrices): Es la recta perpendicular que pasa por el punto medio de cada
lado del triangulo. Las simetrales se designan por Sa, Sp ¥ Sc el subindice indica a que
lado son perpendicular.

Propiedad
1. Las tres simetrales se interceptan en un mismo punto llamado circuncentro
que equidista de los tres vértices del triangulo.

Mediana: es el segmento que une los puntos medios de dos lados de un triangulo. Las
medianas de un triangulo se denotan por m,, mp y M el subindice corresponde al vértice
opuesto.

Propiedades
1. Todo triangulo tiene tres medianas.
2. Cada mediana es paralela al tercer lado.
3. Cada mediana mide la mitad de la longitud del lado al cual es paralela..

Problemas
1. ¢ Puede existir un triangulo equilatero rectangulo?
¢ Y un triangulo rectangulo que sea isdsceles?
¢, Existira un tridngulo obtusangulo isosceles?
¢, Podré existir un tridngulo acutangulo que sea también equilatero?

2. Enun jardin tenemos tres arboles frutales, y queremos plantar otro que esté a
la misma distancia de los otros tres. Haga un dibujo que represente esta
situacion, y encuentra con regla y compas, el punto donde plantar el cuarto
arbol. ;Como se llama este punto?

3. Dos de los lados de un triangulo miden 5 cm cada uno, y forman un angulo de
90°. ¢ Cuanto miden los otros dos angulos?



Ejercicios resueltos # 1

1. Un angulo de x grado tiene la propiedad de que su complemento es igual a % desu

suplemento. ¢ Cuénto mide x?

Solucién
Si el angulo es X0
Su complemento es 90°-x°

Su suplemento es  180°-x°

Propiedad, complemento es igual a %de | suplemento:

90°-x° :% #30°—x° , se simplifican las unidades

6(90-x) = 180

540-6x = 180-x
540-180 = 6x-x
5x=360
360
X=—
5
X=72

El dngulo pedido mide 72°.

2. En la figura siguiente, OC es la bisectriz del &ngulo BOD, y se sabe que el angulo
AOB mide 60° y que el angulo DOE mide 80°. ;Cuél es la medida del
a) angulo BOD?
b) angulo BOC?
c) éangulo COE?
d) angulo DOA?

D B

E o A

Solucion
/DOC = ZBOC , porque OC bisectrizde ~DOB

a) ZEOD +2.DOC + ZBOA =180°, porque E, A, O son colineales
80° + 2/DOC + 60° =180°
2/DOC = 180°-140°



pero 2./DOC = ZBOD = 4(0°

b) ~BOC =20° consecuencia de parte a)

c) «COE = /EOD + ~DOC = 80° + 20°=100°
d) ZDOA = /BOD + ZBOA =40° + 60° = 100°

4. En el triangulo MPT, TS L MP.Si MT =TP. Determine la medida del angulo x.
T

ol X
3o
M S P

Solucion
TS 1L MP ., entonces /MST = /TSP = 3¢, = 90°,

entonces o = 30°
y /TMS=/TPS , porque MT=TP
luego ZTMS = 90°-o = 60°

finalmente x = ¢ =30°

5. Enlafigura MN//RQ , NO//PR , MO//PQ, encuentre la medida de x

AN

SN

M % 40 N

Solucioén
NO//PR , transversal MO |, entonces x = /ROQ angulos correspondientes.
MO //PQ , transversal ON, entonces X = /ROQ = ~PQN angulos
correspondientes.
MN //RQ, transversal PQ, entonces ZRQP = ~QPN =60 son angulos

alternos internos.
Dado que QPN +40 + ZPQN =180

60 + 40 + ZPQN =180
Entonces ZPQN =80

Por lo tanto a&ngulo X mide 80°



1.4 Cuadrilateros

Definicion
Un cuadrilétero es un poligono de cuatro lados.

Por lo tanto tiene cuatro &ngulos interiores.

Ao

—w[>

Notacion
Vértices: A,B,C y D

Lados: AB, BD, DC y CA
Diagonales: AD y BC
Angulos interiores: /CAB, ~ABD, /BDC y /DCA

Angulos exteriores: o, B,y Y 8.

Propiedades de los cuadrilateros

Teorema
En todo cuadrilatero la suma de los &ngulos interiores es 360°.

Represente graficamente el teorema v justifiquelo.

Teorema
En todo cuadrilatero la suma de los angulos exteriores es 360°.



Tarea

Clasificacion de los cuadrilateros
Segun el paralelismo existente entre sus lados opuestos,
se clasifican en:
a) Paralelogramos, b) trapecios y c) trapezoides.

a) Paralelogramos
Son cuadrilateros que tienen dos pares de lados opuestos paralelos.
Cuadrado, rectangulo, rombo y romboide.

Cuadrado
Paralelogramo de angulos interiores de 90° y cuatro lados congruentes.

Rectangulo
Paralelogramo de angulos interiores de 90° y sus lados adyacentes distintos.

Rombo
Paralelogramo de cuatro lados congruentes.

Romboide
Paralelogramo de lados adyacentes distintos.




b) Trapecios
Cuadrilateros de solo dos lados paralelos, llamados bases.

Trapecio escaleno
Sus lados no paralelos son distintos.

Trapecio isésceles
Sus lados no paralelos son con congruentes.

Trapecio rectangulo
Un lado no paralelo es perpendicular a las bases.

c) Trapezoide
Cuadrilateros que no tienen lados paralelos.

Trapezoide asimétrico

Trapezoide simétrico o deltoide.



Propiedades generales de los paralelogramos

En todos los paralelogramos

Los angulos opuestos tienen igual medida.
Los angulos consecutivos son suplementarios.
Los lados opuestos son de igual medida.

Las diagonales, se dimidian mutuamente.

PonhRE

En todos los cuadrados y rombos
1. Las diagonales son bisectrices de los angulos interiores.
2. Las diagonales son perpendiculares.

En todos los cuadrados y rectangulos
1. Las diagonales son de igual medida.

Propiedades de trapecios especiales

Trapecio isésceles
1. Un trapecio es isosceles si y solo si sus angulos basales son iguales.

2. Las diagonales son de igual medida.
Definicion
La mediana de un trapecio es el segmento que une los puntos medios de los
lados no paralelos.

La longitud de la mediana es igual a la semi suma de las longitudes de las bases.




Ejercicios resueltos # 2

3. Enlafigura, 1ABC equilatero y BDEC un paralelogramo de lados iguales,
determine el valor de: x +y
C E

x+40
A B D

Solucién
1ABC equilatero, entonces NABC=60°

Luego 60° +x +40°=180°, entonces x =80°
NBDC =NBCD, porque 3BDC isosceles y BD = BC
NDBC =80° + 40° = 120°, luego NBDC = NBCD = 30°
NBCD =y =30° , porque CD es bisectriz de NBCE

Por lo tanto x +y =30° + 80° = 110°
El valorde x +y es 110°

4. En lafigura siguiente, ABCD es un rombo, NBAD = 40°, encuentre la medida de x

C

0

A B
Solucién
Si NBAD = 40°, entonces NDAC = 20°, porque AC es bisectriz de NBAD
Y NACD =NDAC = 20°

Sea DE LBC en 3DEC, NECD mide 40°, por ser angulo opuesto a NBAD en un
paralelogramo.

NEDC = 180°-NECD -NDEC = 180°- 40°- 90° = 50°
Ahora x =180°-NACD-NEDC = 180°-20°-50° = 110°
El angulo x =110°



5. ¢Cuénto mide el angulo x?

0

909

aQe 150

Solucién
Se definen los puntos A, B, C, D, E F, G, segun el gréfico

B, F, D puntos colineales y D, G, C puntos colineales

NDCB = 30°, por ser el suplemento de NECB = 150°
NBDC = 90°
Dado que x es angulo exterior de 3BDC, entonces
X =90° +30° =120°
El &ngulo x mide 120°

4. En la figura ABCD es un trapezoide, determine la medida del angulo x.

(50

A B
La suma de los angulos exteriores de un paralelogramo es 360°

Solucion

El angulo exterior a NABC =50°, mide 130°, por lo tanto
30° +110° + 130° + x = 360°
270° + x = 360°

X =90°, el angulo x mide 90°



1.5 Circunferencia

Definicion

Dado un punto O y una distancia r, la circunferencia de centro O y radio r, es

el conjunto de puntos del plano y solo ellos, que estan a la distancia r del punto O.

La circunferencia de centro O y radio r se designa por C(O, r).

Elementos de la circunferencia

Ademas del centro y el radio, distinguen:

1.

2.
3.

Cuerda: segmento que une dos puntos cualquiera de la circunferencia. EF

Diametro (d) : es la cuerda que pasa por el centro. Mide dos radios. AB

Arco: es una porcion de circunferencia comprendida entre dos puntos. Arco EF se
designa EF
Secante: es la recta que intercepta ala circunferencia en dos puntos. L

Tangente: es la recta que intercepta a la circunferencia en un solo punto. Este punto
se llama punto de tangencia. L,

Lo
AB
F
E
1

Angulos en la circunferencia

1. Angulo del centro (central)
Es el angulo cuyo vértice es el centro de la circunferencia y sus lados son dos radios

@B



xAOB , angulo del centro
2. Angulo inscrito
Es el angulo cuyo vértice esta en la circunferencia y sus lados son
cuerdas (secantes) A

xABC , angulo inscrito C

1. Angulo interior
Es el &ngulo formado por dos cuerdas

R

2. Angulo exterior
Es el angulo formado por dos secantes, o por dos tangentes, o por
una secante y una tangente.

3. Angulo seminscrito
Es el angulo formado por una tangente y una cuerda.



Propiedades Angulares
Medida angular del arco

Definicion
La medida de un arco (de circunferencia) es la medida, expresada en grados

sexagesimales, del angulo del centro que subtiende dicho arco.
A

—~
Medida angular de AB = mNAOB

Medida del angulo del centro
El &ngulo del centro de una circunferencia tiene igual

medida, en grados sexagesimales, que el arco correspondiente y reciprocamente.

Medida del angulo inscrito

9

NBCA inscrito y subscribe el mismo arco que NBOA del centro, se observa que los
angulos no son de igual medida, ¢qué relacién existe entre estos angulos?

Se traza el diametro que pasa por los puntos O y C, se determina el punto D

:

4

C



Angulo del centro NAOB = NBOD + NDOA
Angulo inscrito NACB =1ACO + NBCO

Por otra parte, 1AOC y 1BOC son isésceles, OA=0OC = OB  ( son radios)
Entonces NCAO =NACO = y
NOCB=NOBC="°
NBOD es angulo exterior del 1BOC
por lo cual NBOD =2°

NDOA es angulo exterior de 1AOC
por lo cual NDOA =24

finalmente
NAOB = NBOD + NDOA =2° + 2{ =2 ({ + °) =2 (NACO + NOBC)= 2NACB
NAOB =2NACB
0 también
NACB=%NAOB

lo cual permite enunciar el siguiente

Teorema
El angulo inscrito en una circunferencia tiene por medida la mitad del angulo del
centro que subtiende el mismo arco.

Corolarios
En una misma circunferencia o en circunferencias congruentes:
1. Aangulos del centro de igual medida corresponden arcos de igual medida y
reciprocamente. A

C B

D
NAOB, NDOC &ngulos del centro,
NAOB = NDOC, opuestos por el vértice, por lo tanto Klé\: C/D\



2. A angulos inscritos de igual medida corresponden arcos de igual y reciprocamente.
3. Todos los angulos inscritos en un mismo arco, son de igual medida

4. Todo angulo inscrito en una semi circunferencia es recto.

B

xABO éngulo extendido que determina AB' y los 4ngulos xACB, xADB,
X AEB subtienden el mismo arco, por lo tanto miden 90°.

5. Los angulos opuesto de un cuadrilatero inscritos en una circunferencia son
suplementarios.

a+y=p+05=180°

Medida del angulo interior

L Cpp _ £COD+ ZA0B

X CAD =CD/2 , z(ACB:A,:\B/Z , xCPD exterior 1ACP por lo tanto

%CPD = (CD + AB)/2



Teorema
La medida de un angulo interior de una circunferencia es igual a la semi suma de
los arcos que intersecta en la circunferencia dicho angulo.

Medida del angulo exterior
La medida de un angulo exterior es igual a la semidiferencia
de las medidas de los angulos centrales comprendidos entre sus lados.

ZAOB-~ZEOD

ZACB =

2
Escriba el angulo exterior usando arcos.

Medida del angulo seminscrito

La medida del angulo seminscrito es igual a la mitad del arco
comprendido entre los lados del angulo.

Escriba la expresion matematica de este enunciado.

Propiedades de los elementos de la circunferencia

Teorema

Todo diametro perpendicular a una cuerda divide el angulo y el arco en dos partes
congruentes.

Todo diametro perpendicular a una cuerda es simetral a esta y bisectriz del angulo
del centro comprendido entre los extremos de la cuerda.



>

Teorema
La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio en el punto de contacto.

Teorema
Dos rectas paralelas intersectan en una circunferencia arcos congruentes.

D

A

C
AB//ICD = AC =BD

Teorema
En una circunferencia, cuerdas congruentes equidistan del Centro.

Teorema
Dos cuerdas congruentes, equidistan del centro.

Teorema
La simetral de toda cuerda pasa por el centro de la circunferencia.



Ejercicios resueltos # 3

1. Determine los valores de x e y segun el siguiente diagrama, sabiendo que BC es
bisectriz de NDBO y que NDBO = NOAD
D

A

B A

Solucién
NBDA y NBCA subtienden el mismo arco que el angulo central NBOA,

Por lo tanto NBDA =NBCA =56°
Anguloy = NCBO , BC bisectriz de NDBO
NOAD = x =2y
Consideremos los triangulos 1BOD , 1AOD los dos son isosceles de bases BD, AD
respectivamente, entonces
NDBO =NODB =2y y NOAD =NADO =x =2y,
pero NODB + NADO = NBDA =56° =2y + 2y
4y =56° = y =149
por lo tanto y =14°, x =28°.

2. Enlafigura PT es rectatangente calcule el valor de x +y—z




Solucién
NOQP = 35° por ser opuesto por el vértice

3QPO isosceles base PQ, entonces NOQP = 35° = NQPO

PT recta tangente, oP diametro, luego NOPT = 90°

Entonces y =90° + 35° = 125°
Angulo x es angulo exterior de 3QOP, entonces x= 70°

E I &ngulo z es &ngulo inscrito que subtiende el mismo arco que NQOP = 110°
Por lo cual z =55°
Entonces x+y—z=70°+ 125° - 55° = 140°

3. Enlafigura, 1ABC es equilatero, rectas DA y DC son tangentes, determine el

valor de x c
D A

AX B
Solucién
1ABC equilatero, cada lado determine un angulo del centro de 120°,

el arco AC mide 120°, los &ngulos semi inscritos NDCA y NDAC miden cada uno 60°,

por lo tanto 1ADC es equilatero y angulo x mide 60°.

4. En lafigura las Rectas PB y PD son secantes a la circunferencia de centreo O. Si
se trazan las cuerdas BC 'y AD, con los datos indicados ¢Cuanto mide NBCP?

Solucion
NABC subtiende el mismo arco que NADC , por lo tanto NABC =25°, entonces

NBCP = 180° - 25° - 40° = 115°.



La medida de es NBCP =115°
1.6 Perimetrosy areas

Perimetro: es la medida del contorno de una figura.
Superficie (plana): es el conjunto de puntos del plano encerrados por una figura geométrica

plana.

Area: es la medida de una superficie.

Represente los elementos de las figuras en los dibujos respectivos

Figura y sus elementos Representacion Perimetro Area
Cuadrado 4a a
Lado: a

Tridngulo atb+c ah,
Lados: a, b, ¢ 2
A|tU|'a ha, hb, hc

Rectangulo 2a+2b ab
Lados: a, b

Paralelogramo 2a+2b ah
Lados: a, b

Altura: h

Rombo 4a ef
Lado: a 9
Diagonales: e,

Trapecio a+b+c+d | @+ch
Bases: a, ¢ 2
Lados: b, d

Altura: h

Circulo 2mr nr

Radio: r




Tarea: Averiguar las formulas para un poligono regular de n lados.

Teorema de Pitagoras
Un triangulo es rectangulo si y solo si el cuadrado de la longitud de

la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.

P

3ABC rectangulo en C si y solo si ¢ = a? + b?
Problema

Con el cuadrado cuyos lado mide a + b, demuestre el Teorema de Pitagoras
a b

4617b+(a—b)2 =c?

2ab + a- 2ab + b? = ¢?

=’ +b’
Corolarios
1. Ladiagonal de un cuadrado de lado a, es av2.
a
av2




2 Laaltura de un triangulo equilatero de ladoaes h = #

Ejercicios
1. Calcular el area de un rectangulo 12 cm de largo y diagonal de 13 c.
2. Si el lado de un cuadrado aumenta al doble, ;qué pasa con su area?
3. Se aumenta la base de un triangulo al doble y al altura permanece constante,
¢qué sucede con el area?
4. Si el perimetro de un cuadrado se duplica, entonces su area:

Si el radio de una circunferencia se duplica, ¢qué pasa con su perimetro?

6. A lacircunferencia de la figura se le inscribid y circunscribié un cuadrado. Si
se sabe que el rea del cuadrado inscrito es 4 cm?, ;qué area tiene el cuadrado
mayor.

7. Una escalera de 6 pies de longitud se coloca contra una pared con la base a 2
pies de la pared ¢ A qué altura del suelo esta la parte mas alta de la escalera?

o

Ejercicios resueltos # 4

1. Sobre los lados del cuadrado ABCD de lado 4 cm de la fig, se han construido
cuatro semicircunferencias. ¢ Cual es el area sombreada?

D i
A E
Solucion
Cada semicircunferencia tiene didmetro 4, es decir radio 2 y por lo tanto tiene area
22
T~ 27 cm?
2

El area de las cuatro semicircunferencias es 8t cm?



A este valor hay que restar: el area comprendida entre la circunferencia de didmetro AC y
el cuadrado ABCD de lado 4

Area del cuadrado ABCD: 16 cm?
La circunferencia tiene didametro AC , que es hipotenusa de 3ABC, isdsceles, rectangulo

en B,

AB=BC =4,

seglin Teorema de Pitagoras AC =42 +4% =32cm? = AC = 442 cm
luego el radio de la circunferencia es yNEX

El area de la circunferencia es 22 fﬂ' =87 cm?

El 4rea comprendida entre la circunferencia de diametro AC y el cuadrado ABCD de lado

4 es:

87cm? —16 cm?
El 4rea pedida es 8m cm®— (87cm? —16cm?) = 16 cm?

2. Enlafigura. ABCD: cuadrado. AE =2EB ; BM =MC. Siel dreadel A EBM es
5cm?. (Cuél esel area de la zona NO sombreada del cuadrado?

D C
I
A E E

Solucién

Dado que BM = MC , sea N el punto media de AD, forma dos rectangulos
congruentes, ABMN y NMCD.

Se determina el punto Fen MN de modo que EF //BM ,

D C
=

N M

A E B

El rectangulo EBMF tiene el doble de &rea que 3EBM =5 cm?
Area de rectangulo EBMF es 10 cm?



El rectangulo AEFN tiene lados EF =BM, AE =2EB
Area de rectangulo AEFN es 20 cm?

El area del rectangulo NMCD es 30 cm?

El area del rectangulo ABCD es 60 cm?

El 4rea de la regién No achurada es 60 cm?-5cm? =55 cm?

3. Calcule el area de las figuras achuradas

a) 21m b)

:Yg -

" 20cm

AN I
41m 8cm
8cm
a) Solucién
_2lm
h 29 m
20m
Z1rm

La altura del trapecio es h, aplicando Teorema de Pitagoras,

h=129? —20? =/841-400 =441 =21
El &rea del trapecio es la semi suma de las base por la altura:

(41+21)21  62*21
2

( También puede ser el area del cuadrado mas el area del triangulo)

=31*21=651cm?

b) Solucion
La region pedida es simétrica respecto de la diagonal del cuadrado ABCD ,

D C

20cm

A E 12cm B



Sean E y F puntos talesque AE =8cm y AF =8cm
20*12

3EBC rectanguloen B de areaes =120 cm?

3FCD rectangulo en D de &rea 120 cm?
Area del cuadrado ABCD es 20*20 = 400 cm?
Area pedidaes 400 cm?— 240 cm® = 160 cm?

4. Un poste vertical de 6 metros de alto, proyecta una sombra de 4 metros. ¢, Cudl es la
altura de un arbol que a la misma hora, proyecta una sombra de 1,8 metros ?

Solucién ~— PN _—
— —
poste
6m arbol
Xxm
90° 0°
A sombradm B D sombra 1,8 mE

1ABC ~1DEF, porque
NCAB =NDFE =90°, NACD = NDFE, entonces

CA _AB
— =—=—reemplazando los valores
FD DE
*
6_x 618 o7
4 18 4

por lo tanto la altura del arbol es 2,7 m



5. ABCD rectangulo NBAC = 30°. Si AC “es una semicircunferencia de radio 3cm,
Calcule el area de la superficie achurada.

N

30°
A B

AC =6cm , sea M= AC ~BD
NDAM =60° es el complemento de NBAC = 30°
3AMD es equilatero de lado 3 cm

Luego area del 3AMD es ¥

o .. : 97
Area de la semicircunferencia es: >

p ) 1
Area del sector circular, de arco AD es 3 * o = 3z

2 2
Rectangulo de lados 3 y /36 —9 =+/27 =33

Area 3ACD es: %



1.7 Proporcionalidad y semejanza

Definicion
Se llama razén entre dos segmentos AB y CD a la razon (cuociente) entre
las medidas de dichos segmentos expresadas en las mismas unidades de longitud.

a) Si la razén entre los segmentos es un numero racional, los segmentos se dicen
conmensurables.

b) Si la razon entre los segmentos es un namero irracional, los segmentos se dicen
inconmensurables.

Ejemplos
a) Larazon entre el lado de un cuadrado y su perimetro.

. . . a 1
Consideremos un cuadrado de lado a, su perimetro es 4a, la razon es a2
a
b) La razon entre el perimetro de una circunferencia y su diametro.
Consideremos una circunferencia de radio r, su perimetro (longitud) es 2=r, la razon es
2rr
— =7.
2r

c) Larazon entre la altura de un triangulo equilatero y su lado.

a3
2 3

Consideremos un triangulo equilatero de lado a, su altura es a7, larazbn es —= = -
a

Proporciones
Definicion
Se llama proporcion a la igualdad de dos razones.
: a c : a c¢ - . :
Si las razones ™ y Pl son iguales, b-d es una proporcion, y se dice que las cantidades

a, b, c yd son proporcionales.

... a ¢ . .
La proporcion b = 4’ también se escribe a:b=c:d. En ambos casos se lee:” aesab
como ¢ es a d”. Las cantidades a 'y d, se llaman extremos y las cantidades b y ¢ son los
medios.

Teorema
En toda proporcion, el producto de los medios es igual al producto de los
extremos.



<bc=ad , con b0y d=0

oo
oo

Semejanza

Definicion
Dos poligono de igual nimero de lados son semejantes si y solo si sus &ngulos
correspondientes son de igual medida y sus lados correspondientes son proporcionales.

Ejemplos:
1. Todos los cuadrados son semejantes (dngulos iguales y lados proporcionales).
2. Todas las circunferencias son semejantes.

Definicion de escala: el concepto de escala es equivalente al de razén de semejanza, es la
razén métrica entre un plano o maqueta y aquello a lo que representa.

La notacién usual en los mapas es la siguiente 1:1000 que significa que 1cm en el mapa es
en realidad 1000cm = 10m. Es equivalente a una razén de semejanza k = 1000.

Semejanza de tridngulos

Definicion

Dos tridngulos son semejantes si y solo si existe una correspondencia biunivoca
entre sus vertices, de modo que:

a) sus angulos correspondientes, son de igual medida.

b) La razon entre las longitudes de los pares de lados correspondientes es

constante.
A D

AB BC CA
IABC~ IDEF < 0.=8,B=¢,v= "~ _==_>A
P=ev=0y DE EF FD




Criterios de semejanza de triangulos

Teorema (AA)
Si dos triangulos tienen un par de angulos iguales, entonces son semejantes.

D
C
A
E\e o) F

3ABC, 3EDF a=¢, =06 = 3ABC ~ 3EDF

Teorema (LAL)

Si dos triangulos tienen dos lados respectivamente proporcionales y los angulos
comprendidos entre estos, son de igual medida

C D
A&B
E F

3ABC, 3EDF, %z% y NCAB =NDEF = 3ABC ~ 3EDF

Teorema (LLL)

Si dos triangulos tienen sus lados respectivamente proporcionales, entonces son
semejantes.

AC _AB _BC

3ABC, 3EDF, —===—= = 3ABC ~ 3EDF
ED EF FE

Si dos tridngulos son semejantes, entonces sus perimetros y las medidas de sus elementos
secundarios son proporcionales.

Ejercicio. La razon entre sus areas es el cuadrado de la razén de semejanza.



Teorema de Thales
Si dos rectas se cortan por tres 0 mas rectas paralelas, los segmentos

determinados en una rectas son proporcionales a los segmentos correspondientes en la otra

recta.
cl—

B/
A/

r\\
D El — k1

e AB  BC
Dos rectas | y r cortadas por las rectas paralelas AD, BE,CF , entonces E:%

pemosticio NERAW
N\,
NI
| NS

Por D se traza una paralela a la recta r , determinandose los puntos B’, C’, entonces

DB'= AB, B'C'=BC, NEB’D=NEBA, NFC’B’ = NFCB

En 3FC’D y 3EB’D,
se tiene NDEB’ = NDFC’ y NEB’D = NFC’D por ser correspondiente entre paralelas

y Teorema AA 3FC’D ~ 3EB’D
)y DF ~DC' _AC DF AC
DE

por lo tanto

— = = ==
DB' AB DE AB



) DE_AB

EF BC
Teorema particular de Thales

Toda paralela a un lado de un triangulo y que intercepte a los otros dos,
determina en ellos segmentos proporcionales.

C

A B

En 3ABC, MN // AB , entonces

0 CA CB AB
CM CN MN
gy SA_CB
MA NB
5 M _CN
MA NB
D
A

B

AB//DE ,NBAC = NDEC, NABC = NEDC son alternos internos entre paralelas
NACB =NECD son opuestos por el vertice, por lo tanto 3ABC ~ 3EDC, entonces



Proporciones en el triangulo rectangulo

Teorema
En todo triangulo rectangulo, la altura correspondiente a la hipotenusa divide al
triangulo en otros dos triangulos que son semejantes entre si y también semejantes al

triangulo original. C
b he
A a B
< g CDL,

3ABC rectanguloen C,setieneque CD L AB=h., AD=q y DB = p, entonces

3ABC ~3ACD ~ 3CBD

Teorema de Euclides
En todo triangulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa es media

proporcional geométrica entre las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.
h. _ 9 2
—=—<oh!=
p h " i

Proporciones en la circunferencia

Teorema de las cuerdas
Si dos cuerdas se cortan en el interior de la circunferencia, el

producto de los segmentos determinados en cada una de ellas, por el punto de interseccion,
es constante.

C

AP.PB=CP-PD



Teorema de las secantes
Si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos
secantes a ella, el producto de cada secante entera, por su segmento exterior es constante.

D

PA-PB = PC.PD

Teorema de la tangente y de la secante

Si desde un punto exterior a una circunferencia se
trazan una tangente y una secante, la tangente es media proporcional geométrica entre la
secante entera y su segmento exterior.

T
P
A
B
_2 — —
PT =PA-PB
Ejercicios
1. ABCD es un paralelogramo. Encuentre las siguientes razones
E
3

D F A
SN/
C B
a) area(3DEF) : area(3CEB) ; b) éarea (3ABF) : area( 3DEF)
2. En el mismo instante en que una persona de 1,8 m proyecta una sombra de

2,4 m de largo, en una plataforma de lanzamiento cercana, un cohete proyecta una sombra
de 48 m de largo. Determine la altura del cohete,




3. Una persona camina 7 Km hacia al norte, después 3 Km hacia al este y, luego,
3 Km hacia al sur. ¢ A qué distancia esta del punto de partida?

4. La longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es 51 y la longitud de
un cateto es 24. Calcule el area del triangulo.

5. 3ABC rectanguloen C, b=12 cm, a=5cm, c¢=13 cm, calcule h.

6. Segun la figura, determine el valor de x

A X
D
15 0°
16
C B

7. Enlafiguraadjunta, AE y BD son cuerdas que se cortan en P tales que

AP =3cm, PE=4cm y DP:PB=3:1, calcule DB.

D

A P E

P

1.8

Universidad de Tarapaca

Ingenieria

Introduccion al Calculo Resolucion de Prueba # 1
29 de Abril de 2009

1. ¢Cual es la longitud de BC enla figura

A v’l-"‘ ~ / 5 [
Solucion

1ABC, 1DBC rectangulos en B, a ambos se aplica teorema de Pitagoras,
respectivamente.



AC’ =AB’ +BC = BC =AC - AB’

reemplazando los valores, BC = 302 — (9x)? = 900—81x>
—_—2 —_—2 —_—2 —_—2 -2 —_—2

DC =DB +BC = BC =CD -DB

reemplazando los valores, BC’ = 26% — (5x)2 = 676— 252

igualando los valores para BC’
900 - 81x% = 676 — 25x%> =>56X° =224 =>X> =4 => X =2

BC’ =676 — 25x% = 676 —100 =576

BC =+/576 =24
luego BC =24
2. De acuerdo a la figura adjunta, determine la longitud de DB
C
1
B D 9cm A
Solucion

Se calcula la longitud de CD enel 1DAC rectangulo en D, por teorema de

Pitagoras
CD=VAC —AD" =+/225-81=+144 =12

CD eslaaltura correspondiente a la hipotenusa en el 1BAC rectangulo en C, por

teorema de Euclides
CD’=BD*DA — 144 =BD*9 = BD =16
luego DB =16cm

3. Una torre de dos piso proyecta una sombra de 20 metros; si el primer piso tiene una
altura de 15 m y el segundo piso una altura de 10 m. ;Cuanto mide la sombra proyectada

por el segundo piso?



Solucién
Haciendo un diagrama del problema

15m
C

20m
Sean AC lasombra, AC=20m , CD =15m el primer piso, DE =10m el segundo
piso, AB=x sombra del segundo piso.
AE //BD son las lineas que producen las sombras, y se cumple el Teorema de Thales

AC CE 20 25 20*10
— =— reemplazando —=— = x= =
AB DE x 10 25

por lo tanto la sombra proyectada por el segundo piso es 8 m.

8

4. Calcule el area del tridngulo curvilineo comprendido entre tres circunferencias tangentes
y cuyo radio mide 5 cm.

I/' “\\J/r -\\I

[« )

A

III Il".‘.-'l II

III |

N4
Solucién

Sea A, B, y C los centros de las circunferencias, entonces

1ABC es equilatero de lado 10 cm y su altura es %\/5 =53

10*5./3

area de 1ABC es = 25+/3cm?

a este numero hay que restar, el triple del area del sector circular de radio 5 y angulo central
de 60°.

El 4rea de una de estas circunferencias es 257 cm? . El ngulo central del sector circular es

60°, es decir % = % entonces el area del sector circular es 2%7[ cm® El 4rea pedida es:

25./3 — 32%” — 25,3 - 25% - 25[\/5 - %j cm?= 4,05 cm?.



CAPITULO 2

TRIGONOMETRIA

Es el estudio de las relaciones entre los lados y los angulos de un triangulo. Esto se
realiza a través de las Ilamadas razones trigonométricas para los angulos.

Trigonometria es una palabra de origen griego, “trigono” que significa triangulo y
“metron”, medida, es decir, la trigonometria corresponde a "medida de triangulos".

2.1 Medicion de angulos
a) Sistema sexagesimal, ya conocido.

b) El radian

El radian
Se define radian, como el arco de circunferencia que mide lo mismo que el radio.

A

El angulo o es un radian, porque la longitud del AB = OA
Si un angulo central subtiende un arco de circunferencia que es la mitad de la longitud del

radio de la respectiva circunferencia, entonces el &ngulo mide 0,5 (radianes) o > 0 medio

radian. El radian es un namero real.

Debido a la proporcionalidad de la circunferencia y el radio, el &ngulo medido en radianes
es independiente de la circunferencia elegida, es decir, el radian esta bien definido.
Equivalencia entre las medidas sexagesimales y radianes

360° corresponde a 2x radianes, 0 bien: 180° corresponde a « radianes

360°  medidaengrados
27  medidaenradianes

o bien
180°  medidaengrados
T medidaenradianes




esta proporcion permite relacionar grados con radianes

Ejercicios
1. Exprese en radianes los angulos:
a) 45°, b) 30°, c)105° d)22°30, e)18°
2. Exprese en grados sexagesimales la medida de los siguientes angulos (en radianes)

a)3/4, b) 7145, ¢)5/27, d)5/24, €)0,3927, f) 1

3. En una circunferencia de 16 m de radio, un arco mide 2 m. Hallar su angulo central
correspondiente en grados sexagesimales y en radianes.

4. ¢Cuéntos radianes mide el angulo central de un decdgono regular? (Y de un
pentagono?

5. Exprese en radianes los siguientes angulos:
a) 30°, b)72°, ¢)90° d)127°, e)200°, f)300°
Exprese el resultado en funcién de ny luego en forma decimal.
6. Pase a grados los siguientes angulos:
a) 2rad, b) 0,83 rad, c) %rad, d) 5?ﬂrad, e)3,5rad, f) mrad

7. Complete la siguiente tabla de cada uno de los angulos.

Grados 0° | 30° 60° 90° 135° | 150° 210° | 225° 270°
Radianes T 27 T A7
4 3 3
Grados 330° | 360°
Radianes | 57 1z
3 4




2.2 Razones trigonometricas en el triangulo rectangulo

Consideremos el tridngulo ABC, rectangulo en C, de la figura y trabajemos con los angulos
ay P deél.

C

catetoopuesto  a
senode a« =Senog = ——m8M8M—— = —

hipotenusa ¢

catetoadyacente b
coseno de o = cosa = ==

hipotenusa c

catetoopuesto  a
tangente de o = tana = P =

catetoadyacente b

catetoadyacente b
cotangente de o = cota = y ==

catetoopuesto a

hipotenusa c
secante de o =seco = =2

catetoadyacente b

hipotenusa c
cosecantede ao=cscog = ———— "7~

catetoopuesto  a

Del mismo modo, para el angulo B se obtiene las razones trigonométricas siguientes:

seno de B =sen P b coseno de B =cosp -2 tangente de B =tanf = b
c c a

a c c
cotangente de B =cot = ™ secante de B =sec p= — cosecante de B =cscp= o
a

¢Dependen los valores de las razones trigonométricas definidas de las medidas del
triangulo? E




(0
A C D
Observando las definiciones se puede destacar que:

sena
1. a)tana =
COSa

1 1 1
, b) seca =——— |, ¢) csca =—— , e) cotane =———
cos«x sena tana

2. a)sen o.=cos f3 b) cos o = sen 3 c)tan o = cot

d)cota =tg B e) sec o = cosec f3 f) cosec o = sec 3
3. Y dadoque oo+ = 90°,1 ABC rectanguloen C,
Entonces B =90°-a , que al reemplazarlo en las igualdades anteriores se obtiene:

a) sen o= cos (900 - ) b) cos o = sen (90° - o)  c¢)tg o = cot (90° - )

d) cot o = tg (90° - o) e) sec oo = cosec (90° - o) f)cosec o = sec (90° - o)

4. Las razones trigopnométricas seno y coseno son numeros menores que 1y
mayores que cero, porque en un triangulo rectangulo los catetos son menores que

la hipotenusa. (Hasta el momento)

Si o es un angulo agudo, entonces 0<sena<l y 0<cosa<1

Ejemplo
Determinar todas las razones trigonomeétricas para el angulo o, en el siguiente
triangulo

5 cm.

El valor del cateto BC se calcula aplicando del teorema de Pitagoras

BC=+4/25-9=416 =4, BC =4cm



2.3 ldentidades trigonométricas basicas

Demuestre que: cos® Xx+sen’x =1, 1+tan’x=sec®x, cot®Xx+1=csc X

Ejercicios
1. Demuestre, utilizando para ello las definiciones de las razones

trigonométricas dadas, las siguientes relaciones:

a) senc =/1-cos’ e b) cota = cosx
V1-cos’ &

2. Si o es un angulo agudo de un triangulo rectangulo y sen a = 1/3, determine
tg o y sen(90 - a).

3. Sabiendo que sen 28° = 0,469; calcula:
a) cos 28° b) tg 28°, c) cosec 28°,

4. Si sen = p, determina cos 3

5. Si cos o = o, determina cot 0.

6. Calcular las siguientes expresiones:
a)5cosa-2sena+cota, sisen o= 0,6.
b) 2 sen o+ cos a -2 coseca, siseco=2.

2.4 Razones trigonométricas de angulos especiales
Se calculan las razones trigonométricas para angulos que midan 30°, 45°y 60°.

Razones trigonométricas para 30°y 60°

Utilizando un triangulo equilatero de lado a unidades.

Sus tres angulos miden 60°

Se traza la altura h,




a T hc a
60°
A a/l2D
El triangulo ADC, es rectangulo en D, x CAD =60°, , xACD =30° laaltura es
a3
he=——
2

Luego

a
1.sen300= 2 = 1_ cos 60°% porque sen a = cos(90 - a)
a

av3
20053O°-L:§:sen60°
a
3tg30°—L=i=ﬁ:cot60°
a3 J3 3
2
a3
4.cot30°:%:\/§—t960°
2
5sec3°:i:&:cosec600
a+/3 3
2
6. cosec 30° = 2:2 = sec 60°
2

Razones trigonomeétricas para 45°

Para determinar las razones trigonométricas de 45° se utiliza un triangulo rectangulo
isosceles de catetos a.

50




45°

Se obtiene primero la longitud de la hipotenusa, por Pitagoras,

c=+a2+a’ =av2

1.sen45°:i:i:£:cos45°
a2 J2 2
2.tg450= 2 =1 = cot 45°

a

3.sec45° = % = \/5 = cosec 45°

Razones trigonométricas para 0°y 90°

Para Q°

e |

Se puede observar que mientras mas pequefio es el angulo, su medida es cercana a a cero, la
hipotenusa tiende a ser igual en longitud al cateto adyacente y el cateto opuesto tiende a

tener longitud cero, por lo cual se acepta que

cos0°=1 y sen0°=0

Para 90°

Se puede observar que mientras mas cercano a noventa grados es el angulo, la hipotenusa
tiende a ser igual en longitud al cateto opuesto y el cateto adyacente tiende a tener longitud

cero, por lo cual se acepta que



sen90° =sen %z 1 y c0s90° = cos % =0

Tabla resumen de razones trigonométricas

grados | radianes | seno | coseno Tan = sen Cosec = 1 Sec = 1 Cotan = 1
c0S sen cO0S tan
0 0 0 1 0 0 1 0
30° z 11 V3 J3 2 243 J3
6 2 | 2 3 3
45° T J2 J2 1 J2 J2 1
4 | 2 | 2
60° z | 3] 1 J3 243 2 V3
3 | 2| 2 3 3
9Q° Ve 1 0 0 1 0 0
2
Ejercicios

1. Calcular las siguientes expresiones trigonométricas

2) sen45° + tan 45 (Respuesta: _3_ﬁ)
sen45° — tan 45°

b) (sec 30° + sen 60°)? ( Respuesta: 49/12)

€c0s60° + cot60°
sen60° — c0s30°

. 3 .
2. Sabiendo que senx = ' calcule sin hallar el valor de cosx, tan x, secx

3. Calcular las razones trigonomeétricas que faltan para 0°y 90°




2.5 Resolucion de tridngulos rectangulos

Se entiende por resolver un triangulo al célculo de las medidas de los lados y de los
angulos, a partir de datos dados. En este caso del triangulo se conoce la medida del angulo
mayor, 90° y los demas son agudos.

Ejemplo
1. Resolver el triangulo rectangulo si a=36°20°, a= 25,72

Consideremos un dibujo

B
25,72
C A
Sena = a = sen36°21’=@ =C= D2 __ D12 = 43,4117
c c sen36°21'  0,5924819

Por ser triangulo rectangulo en C, b =+/c? —a?

b =/434117% — 25,72% =34,9772236,
B =53°40°

Resolver los siguientes triangulos:
a) a=574,16, p=56°20’
b) c=625,3, a=58°%3
c) b=4218, ¢=6759

Problemas que se resuelven con ayuda de trigonometria

Ejemplo

Para calcular la distancia de una a otra orilla de un lago, un topografo elige dos
puntos P y Q, uno en cada orilla y opuestos entre si. En la orilla que contiene a P, se elige
otro punto R a 50 m de P, de modo que el segmento rectilineo PR es perpendicular con el
segmento rectilineo PQ. El angulo PRQ mide 78,24°, ;cual es la distancia entre ambas
orillas




Este es un tipico problema de trigonometria.

Desarrollo

Tan78,24° = % = % — PQ =50*4,80348 = 420,017 m

Definicion

Sea O un punto fijo de observacion a otro punto P, el segmento OP se llama
visual de P. EIl &ngulo que forma una linea horizontal y la visual se llama é&ngulo de
elevacion de P, si P esta sobre el horizonte.

Si P se encuentra bajo la horizontal, el angulo se llama angulo de depresién de
P.

Angulo de depresion
linea visual

angulo de elevacion linea visual

»

Linea del horizonte g p

Ejercicios
1. Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda de 24,6 m tiene
un arco correspondiente a 70°.

2. Pedroy Ana ven desde las puertas de sus casas una torre de television, bajo
angulos de 45° y 60°. La distancia entre sus casas es de 126 m y la antena esta situada entre
sus casas. Hallar la altura de la torre.

3. Setiene un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio
r . Demostrar que el perimetro y el area de este poligono son, respectivamente:
1l , 2x
2nrsen —, = nr-sen—
n 2 n

4. Un arbol quebrado por el viento, forma un triangulo rectangulo con el suelo.
¢Cual era la altura del arbol, si la parte que ha caido hacia el suelo forma un angulo de 50°
y la parte del tronco que ha quedado en pie tiene una altura de 20 m?



2.6 Razones trigonométricas de &ngulos negativos
] i
El &ngulo tiene medida negativa, en el sentido de las agujas del reloj, entonces
a) el cateto opuesto al angulo tiene asociado un signo negativo,
b) el cateto adyacente y la hipotenusa no han cambiado de orientacién, tiene asociado
un namero positivo.
Esto trae como consecuencia que:

sen(-a) = - seno., cos (-a) =coso, tan(-o) = -tano
Escriba las razones cosecante, secante y cotangente.

2.7 Razones trigonométricas para suma, resta de angulos

Teorema
a) sen & + B =senacos B+ senBcosa
b) cos & + ,B:: COS« COS 3 — senasenf
c) sen &—,B:: sena Cos 2 —senfcosa
d) cos&—-p :: COS«x COS B + senasens

Demostracién de a)

Dados 1ABC, 1ACD rectangulos en B y en C, respectivamente
CE prolongacién de BC
DF // BE

xCAB =0, xDAC=(




F

NDCE = a, porque NACE es exterior 3ABC y NACE =90° +a, N =90°
~ DF BC+EC BC AC EC DC

sen & + f = — —— — = senocosp + cosasenf3
AD AD  AC AD DC AD
- AF _ AB-DE
COS & + === — =-=CO0SaCcosp —senasen
= AD AD d d

sen & — 3 =sen & +(—f) = sena cos(—p) + cosasen(—7)

sen & — B = sena cos S —cosasenf

Ejemplos
1. sen75° =sen(30° + 45°) = sen30°c0s45° + sen45°c0s30° =
_142 23 V21446

22 2 2 4

2. €0s 15° = c0s(45°-30°) = cos45°cos30° + sen45°sen30°

\/_\/_\/_1\/51/5—\/?
22 22 4

cosl15° =

3. senl35° =sen(90° + 45°) = sen90°c0s45° + sen45°c0s90° = cos45° :g

4. ¢0s150° = cos(90°+ 60°) = c0s90°cos60°- sen90°cos60° = -c0s60° =— 1

5. Completar la siguiente tabla

grado | radian | sen oS tan cosec sec tan
0° 0
30° V

6
45° r

4
60° pa

3




90°

120°

135°

150°

180°

210°

o |37 |o|g]a Q]| R 13

225°

240°

270°

300°

315°

330°

360°

Formulas para angulos dobles , &ngulos medio.

1. De la formula para la suma de dos angulos se obtiene formulas para angulos dobles
y angulos medidos. Por ejemplo de

sen(a + ) =senar e coS 3 + COScx @ senf3
haciendo # =« setiene
sen(or + ) = senar @ COSr + COScx @ Senax

sen(2«a) = 2sena o COS
2) Demuestre: cos(2a) = cos® a —sen’a =1—2sen’c = 2c0s” o —1
2tga

t9(22) = 1-tg 2o




2. De cosfa =1-2sen’a
. t
Haciendo 2o =t=a = 2

cost=1— 25en2[%j

despejando sen 23en2[%j —1—cost = senz[%j _1- ;ost

. t /1—cost
finalmente sen(—j:
2 2
cambiando t por «
ocj [1—cosa
sen| = |=,——
(2 2

1+cosa
2

3. Demuestre que: cos(%)z

l-cosae  sena 1-cosa
l1+cosa l1l+cosa sena

t9(7) =

4. Formula general de reduccion:

Toda razén trigonométrica de (n-90° +« ), donde « es un angulo cualquiera, es
numéricamente igual a:

i) la misma razén de « sines par.

ii) la correspondiente corrazon de « si n es impar.

En cada caso, el signo algebraico es igual al signo que tiene la razén dada en el cuadrante al
que pertenece (n. 90° + « ) cuando « es un angulo agudo positivo.

2.8 Teorema del seno

¢ Qué pasa si el triangulo no es rectangulo?

Si el triangulo no es rectangulo, hay dos resultados basicos que permiten resolver
problemas trigonomeétrico.

Si consideramos un triangulo cualquiera ABC. La altura h, con respecto al lado AB,
determina el punto D, en la prolongacion de AB.

C




D A c

De la definicidn se tiene que

c

sena :% = bsena=h.,

h
sen,B:;C = asenf=nh

luego bsen o = aseng
sena  sen

entonces sena _ senfs
a b

Se traza la altura h,, ahora se tiene

seny = %"" = bseny =h,

senp = h. =csenf =h,
c

luego
bseny =cseng
entonces
seng  seny
b C
En resumen

sena _senf  seny
a b c

Este resultado se llama Teorema del seno.

Ejercicios
1) a=7;b=9; o =60°

2)c=12;a=17; y=120°
3) o =53° B=75 ¢=30,5cm.
4) o = 48° y=68° c=47,2mm



2.9 Teorema del coseno
C

he] b a

D X A o

En 1DBC rectangulo en D

a’? =h?+ €+x°= hZ+c® +2xc+x’
X
peroen IDAC, x*=b’-h? y cos80°—«) = , =X =-bcosa
reemplazando en a’
a’=h? +c? —2cbcosa +b* —h?

a’ =b? +c? —2bccosa
Llamado Teorema del coseno

De modo similar se pueden obtener férmulas para los otros dos lados

b? =a® +c? —2accos

2

c?=b%+a%-2abcosy

Las formulas también pueden escribirse como sigue

b?+c¢®-a?

a’=b%>+c®>—-2bccos¢ =coOSx=————
2bc

2 2 2

a+c-—b

cosf=———
2ac

a’+b?—c?

oSy = ————
2ab

Ejercicios

Calcule lo pedido en los siguientes triangulos
a) a=7;b=9;vy =60° ;c=? b)c=12;a=17;p8 =120°;b="
c)a=80;b=57;c=61; 3 =7



Resolucion de a)
Hacer un modelo grafico

B
7

C/60° A
9
por teorema del coseno ¢=49+81-2.7-9c0s60° = 130- 126 -0,5 = 130-63 = 67

c=+/63 =3J7 =793

Ejercicios Resueltos # 5

1. Resuelva los siguientes triangulos:
a)a=100m, B=47° y=63° b)b=17m, ¢ =70% = 35°
C
3
100m
4

A B
o=180°- 3 -y =180°-63°-47°=70°

aplicando teorema del seno

sena _ senf sena _ seny
a b a c
sen70° sen47° 100*sen47°
100 b sen70°
sen70°  sen63° 100*sen63°
= =>C=—
100 c sen7Q°

2. Calcular el area y las longitudes de los lados y de la otra diagonal:

B N——
g'l _,_.'\-'""Fr.:?
/ VB 1_"1_":'3""—’ i"ll
I E{.n :_.- _ll'
A n

En 1ABC, xC=20°, xB=110° AB=c, BC=a



sen110°  sen50° _ 18sen50° 18 *0,766

= a= = =14,68 m
18 a senl110° 0,939
sen110° sen20° 18sen20° 18*0,342
= = C= = =6,56 m
18 C senl1l10° 0,939

sen70°= E = h=csen70°=6,56*0,939=6,16 m
C

BD=+/c? +a’ —2accos70° = BD=/6,56 +14,68° — 2*6,56*14,68* c0s70° =

BD=,192,66 =1388 m

area = base-altura,
area = 14,68*13,88 = 203,76 m?

. 13 . )
3. Siseca = ra determine, sin usar calculadora:

sena +15cotgar
1-26cosax
Solucion 12 13
En el triangulo rectangulo:
o
5
13 5
SeCa =— =>CO0Sax = —
5 13
El otro cateto es 90~/169 — 25 = /144 =12
¥+ 5 ngé 48 + 325
sena +15cotgar 13 12 13 4 _ 52 . 313 _ 3713 _ 079700
1-26cosax 1—263 1-10 -9 52*9 468 '

13

b. 4tg(90°—«) +3sen(90° — @) =



Solucién
tg(90°- a) =ctgo. , sen(90°-a)=cosa

* *
4tg(90° —&r) + 35en(90° —ar) =4 > + 3> - 27 13+3%15 65445 110, 4o 00
12 713 3*13 39 39

3tg?30° +sen®60° — cosec?45°

4. Calcular el valor de:
(1+3sen30°)(4 +5c0s0°)
Solucién
2 2
3 \/5] + \/éj — ‘/52
3tg®30°+sen®60° —cosec’45° | 3 2 -
(1+3sen30°)(4 +5c0s0°) [1+31j e
5 _
3§+§—2 1—2+§ —1+§ 1
_ 4 4_ 4__ 1
e 45 45 4 0
2 2 2 2

5. En un instante dado, el altimetro de una avioneta registra 1.095 m de altitud. El
piloto ve la torre de control del aeropuerto con un angulo de depresion de 9°. ¢ A qué

distancia del aeropuerto vuela el aparato?

avion

90

1.095n

Torre de Control

1095 1095 _ 1095 oo oo
X

sen9° = =
sen9° 0,564



El aparato esta a 7001,28 m del aeropuerto.

tan & - S +tan g
1-tan & — /8 tan S

6. Demostrar que =tana

Solucién

N tana —tan g tan g tana—tan,B+tan,6!+tanatan,b’:

tan® - f +tanf  l+tanatan fp B l+tanatan B B

l-tane-pB tanf | na—tanp tan g ~ l+tanatan f— @na—tan B tan B
l+tanatan g l+tanatan g

tano —tan B+ tan B+tanatan® f _ tana +tanatan® B tana +tan’ 'B:—tana
1+tanatan B —tanetan G+ tan® g 1+tan® B 1+tan® g




CAPITULO 3

La recta en el plano

En este capitulo se sigue estudiando geometria, pero incorporando el algebra elemental, lo
cual enriquece las ideas geométricas anteriores con una vision distinta, una recta ya no sera
una linea que no tiene principio ni fin, ahora habra una ecuacion que la represente.

3.1 Sistema de coordenadas

Los nimeros reales se representan como puntos en una linea recta,
la recta numeérica. Para especificar un punto en un plano se usa un sistema de coordenadas
rectangulares que se forma al interceptar perpendicularmente dos rectas numéricas en el
origen. Una de las rectas se representa horizontalmente y es llamada el eje de abscisas o
eje X. La otra recta se representa verticalmente y se llama el eje de ordenadas o eje .

y

RN W A~ O

A un punto A en el plano, se le asigna un par ordenado de nameros reales (x, y), de los
cuales, el primero, x , es el punto en el eje x intersecado por una recta vertical que pasa por
el punto A; el segundo de los nimeros, vy, es el punto en el eje y, intersecado por una recta



horizontal que pasa por el punto A. El par ordenado (x , y) son las coordenadas de A 'y
cada uno de los nimeros en el par ordenado se llama componente o coordenada. Note que
el orden en que escribimos los componentes del par ordenado es muy importante.

Para cada par de numeros reales (x , y), existe solamente un punto en el plano que le
corresponde Yy, reciprocamente, para cada punto en el plano existe s6lo un par ordenado
(x,y) que le corresponde. Por eso se dice que existe una correspondencia “uno a uno”
entre los puntos del plano y los pares ordenados de numeros reales.

Definicion
Dos pares ordenados (a, b) y (c, d) son iguales si solo si sus respectivas
componentes son iguales.
(@ b)=(c,d<=a=cyb=d

3.2 Distancia entre dos puntos y el punto medio

El teorema de Pitdgoras establece que para un triangulo rectangulo, la suma de los
cuadrados de las longitudes de los catetos equivale al cuadrado de la hipotenusa.
Se aplica el teorema de Pitagoras para hallar la distancia entre los puntos A(xi, Yy

y B(xz,Y2).
La distancia entre dos puntos A, B del plano, es la longitud del segmento definido por ellos
y se denota d(A, B).

A

Y2 B(X2,Y2)

Y1 P(X2, Y1)

v

X1 X2

Se quiere calcular d(A, B), longitud de AB

1APB rectanguloen P, entonces AB = AP~ +PB"
AP=x,-%X, PB=y,—y,, reemplazando

A_Bz = ’(2_X1:2+ yz_ylf

entonces



A_B:\/’(Z_X1:Z+ yz_yllz

d(A’B):\/’(z_xllz"‘ yZ_yliz

Ejercicio
Calcule la distancia entre los siguientes pares de puntos:

a)(1,0)y(0,2);b)(-2,-3)y(4,5) ;c) 42,42 y(0,0)

3.3 Punto medio de un segmento

B
__________,.’
,//, Maa
__q/
A: M’ :P

v

Se desea determinar las coordenadas del punto medio M entre los puntos A(xy, y1) Y
B(X2 , yz) .

La condicion es AB=2AM

Sean (X, Y) las coordenadas de M

Por Teorema de Thales AM _AM'_PM"_1

MB AP PB

2

AMC_ 1 ap_2am:

AP 2
ﬁ:XZ_Xl ’ AM‘ZX_X1:>X2*X1=2X72X1:> X:Xl—;x2
por otra parte

— :% PB=2PM"



PB PM" +
PB=y, =y . PM"=y-¥ = y2-y1=2y-2y1 = y=‘y12y2

Se puede enunciar el siguiente

Teorema

Las coordenadas del punto medio M entre los puntos A(X1, Y1y Y B(X2, y2), son

X X, Y1+yzj
2 2

Ejercicio
1. Compruebe que el triangulo de vertices A(-1, 0), B(3, 2) y C(7, 4) es isosceles.
¢ Cuales son los lados iguales?

2. Compruebe, mediante el teorema de Pitdgoras, que el tridngulo de vértices
A(-2,-1), B(3, 1) y C(1, 6) es rectangulo. Halle su perimetro y su area.
3. Calcule las coordenadas de los puntos medios de los lados y de las diagonales

del cuadrilatero ABCD.
f
LJ—/—’_’/_JLJ

['.'

3.4 Pendiente por dos puntos

La pendiente m de un segmento que pasa por los puntos (X1, Y1) Y (X2, Y2) Se expresa con
la formula

m=Y2" Y1 X, £ X,
X2 =%

Es facil verificar que el valor de la pendiente calculado con esta férmula no cambia si
usamos cualesquiera otros dos puntos en la misma recta.



e
(X1, Y1) X2—X1

’

/, a\

z

(X2, ¥2)

Y2—V1

v

La pendiente m es la tangente del &ngulo de inclinacion o del segmento de extremos

(X1, Y1) Y (X2, Yy2) (respecto de la recta y = y;, recta paralela al eje X).

Ejemplos
1. Lapendiente del segmento de extremos puntos (1,-3) y (4, 0) es
0-(-3) 3
m=e—=—= 1
4-1 3

2. Compruebe, que los puntos dados estan alineados:
a) A(L,2), B(4,3), C(19,8)
Solucion

3-2
m—- =—=

1 1
4.1 3 *° 19-4 15 3

[

Ejercicios
1. Compruebe, que los puntos dados estan alineados:

P(-2,-3), Q(2,0), R(-26, -21)

2. Calcule m para que los puntos R(5, —2), S(-1, 1) y T(2, m) esten alineados.



Ejercicios resueltos # 6

1 De lafigura, ABCD paralelogramo. Resolver el triangulo ABC

Solucién
3ABC,NABC =129°, c=22, a=18

Aplicando teorema del coseno b? = a* + ¢ — 2accos129°
Cos 129° =-0,6293

b? = 227 + 18% — 2*22*18*(-0,6293)

b? = 484 + 324 + 498,4056 = 1306,4056

b=36,1442

sena  senl29°

Por teorema del seno

b
sena  0,7771
18 36,1442
*
seng - 18*0,7771 _ 13,9868 _ 0,38699
36,1442 36,1442
a=23,76°

B=180°-23,76° - 129° = 27,24°
Luego: a=18, b=36,1442, c=22, a=23,76°, B=27,24°, y=129°

2 Demostrar que los puntos A(2, -2) , B(-8, 4) y C(5,3) son los vertices de un
triangulo rectangulo, ademas:
Solucion
AB=d @-2,¢84 =,/ 2 (-8) 7+ «2-47 =100+ 36 =136




AB =234
AC=d@-2,83 =/2-52+ «2-3% =91 25=1/34

AC =/34
BC=d «84,863 =/ ¢8-52+ 432 =116911=+170
BC = /170

BC = AB’ +AC’ =136 +34 =170

El tridngulo es rectangulo de hipotenusa BC

a)  Encontrar la longitud de la transversal t..

Solucién
La transversal t. es la transversal de gravedad desde el vértice C al punto medio del

lado c = AB

Punto mediode c=AB es M = &,,.,y,, =

[Q’_ZMJZ 31
2 2 )

Longitud de t. =d(C, M) = d((5, 3), (-3,1)) =
:\/5—(—3)f 1+ 8-17 =/64+4 = /68 = /4*17 = 217

t,= 2417
b)  Comprobar que el producto de las pendientes de los catetos es -1
Solucién
Los catetosson AC y AB, A(2,-2),B(-8,4) yC(5,3)
_3-(2) _5
A 5.2 3

o 4-(2) 6 3
A _8-2 _~10 5

Luego m,gm,. ——g*g =-1

c) Eléareadel triangulo ABC.

Solucion

C*AB +/34*2*.34

, . A
El area es el semiproducto de los catetos > =

El area del triangulo es 34 (unidades de area)



3. Reducir a un angulo agudo y calcular su valor.
Sen (660°) +7tg (585°) =

Solucién
660° = 360° + 300° , 585°=360°+ 225°

Sen (660°) +7tg (585°) = sen (360° + 300° ) + 7tan(360° + 225°) =sen300° + 7tan225°

, 300° =180° + 120° , 225°=180° + 45°
sen300° + 7tan225° = sen(180° + 120°) + 7tan(180° + 45°) = sen120° + 7tan45°
120° = 180° - 60°
V3

senl120° - sen45° = sen (180° - 60°) + 7tan45° = -sen60° +7tan45° = — B3 +7

Sen (660°) +7tg (585°) = 7 — %



3.5 Ecuacion de la recta

Si A(X1, Y1) Y B(Xz, y2) son dos puntos distintos del plano, los
cuales determinan una Unica recta, se quiere encontrar la ecuacion de la recta que pasa por
los puntos A y B.

%

/B(XZ’ Y2)
A
»>X
/@ , Y1)
Se observa:

1. que la recta forma un angulo o con el eje X, llamado angulo de inclinacion
de la recta y se mide desde el eje X en sentido positivo (sentido contrario a las agujas del
reloj)

2. quesi X1 =Xz, entonces la recta es paralela al eje .
Si larecta es paralela al eje Y , todos los puntos de la recta tienen la misma abscisa X = X5 .

Larecta L eselconjunto L ={(x,y)/x=a} siendo aun nimero real. Lo cual se escribe

. , . . .y, T
simplemente x =a. En este caso el &ngulo de inclinacion de la recta es 90°, [Ej .

Y

1 X

3. En cambio si y; =y, la recta es paralela al eje X.

Si larecta es paralela al eje X , todos los puntos de la recta tienen la misma ordenada,
y=Yya.

LarectaL eselconjunto L={(x,y)/y=a} siendo aun nimero real. Lo cual se escribe
simplemente y =a. En este caso el angulo de inclinacion es 0°el (0)

Yk
b

»
»

X

En el caso que A(X1, Y1) Y B(X2, ¥2) son dos puntos de larectacon x; =X, € y1#Ys.



La recta tiene &ngulo de inclinacién agudo u obtuso.

Si P(x, y) es un punto del plano que pertenece a la recta que pasa por Ay B, entonces
debe cumplirse algunas de las condiciones siguientes:
1. P=A

2. P=B

3. P estaen el segmento de extremos Ay B.
4. B estaen el segmento de extremos Ay P.
5

. Aesté en el segmento de extremos P y B.

A 4

A(Xy, | A(X1, Vi

v
v

B(X2, ¥2)

P(x,y)

v

En tres casos se cumple que la pendiente del segmento de extremos A y B es igual a la
pendiente del segmento de extremos Ay P ( o también P y B) es constante:

Mg =My = 220 = I s (y, - y) (=) = (Y = Y) e =)
2 1 1

:>y_yl_y2_yl

M =M = = (Y- Y1) (X2 —X1) =(X = X1) (Y2 - Y1)
X=X X, —X
Mep=Mg = il _3(/ = iz _))(/l = (Y1 - Y)(X2 —X1) =(X1 —X) (Y2 — Y1)
1 2T M
Ejemplo

La ecuacion de la recta L que pasa por (1,2) y (-3,5)



(Y2 — Y1) (X — X1) = (Y — y1)(X2 — X1), reemplazando
(G-2)(x-1)=(y-2)(-3-1)

3X-3=-4y+8 ,
L:3x-4y—-11=0
Definicion
Se Ilama pendiente de la recta que pasa por A(x1, Y1) Y B(X2, y2) al cuociente
m = Yo=Y
Xy =%
Ejemplo

La pendiente de la recta por (1,2) y (-3,5) es 53_ 1"—2" 2

3.6 Distintas formas de la ecuacién de la recta

1. Recta que pasa por dos puntos distintos
Y-Y. YoV

X=X, X, —X
Que también se puede escribir

Yo = Y1

— :—’—X‘
Y—Y: X, — X, 1.
O
y:u X, +y,
X =X
Ejemplo
Recta por (5, -2) y (2, 4)
y+2 4+2 y+2 _ 6 y+2

= = = =
Xx-5 2-5 Xx-5 =3 X—-5

2. Recta punto — pendiente

Yo~ N (o si se conoce la pendiente m de la recta)

X2 1

Yy —Yy1=m(X—Xy)

En la formula anterior, sea m =




Ejemplo
Recta por (0,7) y tiene angulo de inclinacion de 120°

La pendiente de una recta es la tangente del angulo de inclinacion,
m = tan120° = -tan60° = — /3

y—7=—/34-0 =>y-7=-x3

3. Forma explicita y=mx +n
De la forma anterior y —y; = m(X — X)
Yy = mxX —mxy +y;

la cantidad -mx; +y; =n

y=mx+n

Ejemplo

1 y_+2:_2
X—-5

y+2=-2(x-5)
y =-2x +10-2
y=-2x+8, m=-2, n=8

2. y =5, tiene pendiente m = 0.

3. X =5, no tiene pendiente, la pendiente no es un numero real el angulo de
inclinacion es 90°.

4. Ecuacion general o forma implicita

De Y= V1_Y2"N1i  qequnone xo#x
X=X, X, —X

(Y = y1)(X2 = X2) = (X = X1)(Y2 — Y1)

Y(X2 — X1) — Y1(X2 — X1) - X(Y2 — Y1) + Xa(y2— Y1) =0

- X(Y2 = Y1) + Y(X2 — X1) + Xa(Y2 — Y1) — YalXa — %1) =0
Notacion

El coeficiente de x se denota A



El coeficiente de y se denota B

La expresion numeérica + X1(y2 — Y1) — Y1(X2 — X1) se denota por C

La ecuacion general de la recta es

Ax+By+C=0

Ejemplos
y+2 4+2
Xx-5 2-5
-3y — 6 =6x—30

-6x—-3y-6+30=0
-6x -3y +24=0 :/--3
2x+y-8=0, A=2,B=1 C=-8

2. y=3
y-3=0
A=0,B=1 C=-3
3. Xx=-5
X+5=0

A=1 B=0, C=5
4. Escribir todas las ecuacion de la recta que intersecta a los ejes X e Y en 3y
4 respectivamente.

La recta corta al eje X en x = 3, es decir pasa por el punto (3, 0).
La recta corta al eje Y en y =4, es decir pasa por el punto (0, 4).

Recta por dos puntosy—_0 _4-0
Xx-3 0-
Punto — pendiente :>—:—ﬂ :>y:—i «-3 m:_ﬂ
x-3 3 3 - 3
Forma explicita y:—4—3X+4, m:—ﬂ, n=4

Ecuacion general 3y =-4x +12 = 4x+3y-12=0, A=4, B=3, C=-12



Ejercicios resueltos # 7

1. Sean A[—g,oj, B4l, C[—%,—Zj y D&5-3 los vértices de un rombo,

determinar:

a) Las ecuaciones de las rectas que forman un angulo agudo del rombo.

Solucién

Los lados del romboson AB, BC, CD, y DA
Los angulos agudos son xADC y xABC

Las rectas que forman xABC son larecta por Ay B, ylarectaporByC

y_O _ 1-0 y _ 1 2y _g
Rectapor Ay B - 3 —3_ 3 :>2X+3_ﬁ:>2x+3_9
2 2 2 2
0.2y = 2(2x+3) = 18y = X +6 =y = - x+ =
18" 18
2 1
Larectapor Ay Bes y:§x+§
Rectapor ByC Y o= —21_"3.5 74 1764-3 =7y-7-6x-18
x—-3 _1_3 17 - -
2 2
7y = 6X-18+7
6 11

Larectapor ByCes —x——
p y 7 7



Respuesta Alternativa
El x ADC, formado por la recta que pasa por Ay D, ylarectaporDyC

RectaporDyC
y+3 -3+2 -1 2 2 17
ST 17 9 9 YTtg
X+5 g = _2
2 2
y-0 -3-0 -3 6 6.9
Rect AyD = = = — x4+
ecaporAy 3 3 -7 7 V773
X+— —=5+—- —
2
Las rectas que forman xADC son y:gx—E e y:§x+g
9 9 7 7
b) La medida del &ngulo agudo.
Solucién
tan,B — Mge —Mpg
1+ mgom,g
6 2
ch_7v mAB:§
6.2 54-14 40 40
np-1 9 _ 63 _ 63 _63_21"40_8 _8
1,62 .22 4 25 §3*25 3*5 15
79 73 21 21

tan g = %:0,5333... P =28,07°

Respuesta alternativa

Mep = Map.
1+m,yme.,

tanea =

6 2 40 40

7 9 _ 63 _§_40*21_8

1,82 [, 4 25 63*25 15
79 T 21 21

6 2
mAD:7 , My == = tana =
1+—

2. En el triangulo de vértices A €23, B81, C&-4 , hallar las ecuaciones de :



a) Laaltura que parte de B (hy).
Solucién

La altura h, pasa por B y es perpendiculara lado AC

-4-3 -7

La pendientepor A’y C es m,. = €2

La pendiente m de la perpendicular es %m =-1l=m :;

[HEN

Recta por B(5, 1) de pendiente g es Y-
X_

~N | o

7(y-1) =5(x-5) =7y-7=5x-25 = -5x+7y-7+25=0

La altura tiene ecuacién -5x +7y +18=0 , 5x-7y-18=0 ,0 y= 7x——

b) La transversal que parte de B (tp).

La transversal pasa por By por el punto medio de AC

Punto medio de AC es [_23+3,_4+3j z[l,_—lj

2 2 2
-1 1 -3
1-1) y-1_ o = 2
Recta por B(5,1 or | =,— |, = = -
p ()yp[zzj 5 1, -9
2 2
y—_1:133(y-1)=x7533y-3=x75
x-5 3
., . X 2
Laecuaciondet, es x—-3y+2=0 o0 bien yzg_5




c) Lasimetral del lado CA.

Recta por el punto medio de AC v es perpendicular con AC .

Recta por G%j y de pendiente m = ; es

(LT 2 7\ 2
2
1.5, .5 S, 2 1 _ ., 5 57, 5, 12
PR ARV A AV 7 14 77 14
: 5 6
La simetral es y:7x—7 0 5x-7y-6=0
3. Determine el valor de k para que las rectas XT—ZZLZ : XLGS:y_l
paralelas.
Solucién
X—-2 'y _ _ _
Tz—: 2(x-2)=3y=> -2x+4=3y=>2x+3y-4=0

X+5 y—l:>k(x+5):-e(y-l):>kx+5k:-6y+6:> kx + 6y 5k —6 =0

-6 k
12

La rectas son paralelas si y solo si g :g =3k=12 = k= 3 = k=4

Las rectas son paralelas si k =4

ALTERNATIVA
Dos rectas son paralelas, si tienen la misma pendiente.

X — y 2 4 2

—=—— DY=——X+—> M =—=

3 -2 3 3 3

Xx+5 y-1 k 5k

— == Yy=—X—+1>=>m,=—

_ k _ _
2 K

m=m, > ——=——=3k=12 = k=4

Las rectas son paralelas si k=4



Ejercicios propuestos

1. Escriba la ecuacion de las siguientes rectas:
a) Pasa por (-4, 2) y su pendiente es % :

b) Pasa por (1, 3) y su pendiente es —2.
c) Pasa por (5, —1) y su pendiente es 0.
Compruebe si los puntos A(18, 15) y B(—43, -5) pertenecen a la recta x — 3y + 27 = 0.
3. Dado el triangulo de vértices A(-5, 4), B(4, 1) y C(-1, -2), halle:
a) Las ecuaciones de los tres lados.
b) El punto medio del lado AC.
¢) Laecuacion de la mediana del vértice B.
4. Dadalarecta 3x—-57+9=0
a) escribala en la forma explicita.
b) indique la pendiente
c) indique los puntos de interseccion con los ejes.
d) construya el gréfico.

no

3.7 Posiciones de dos rectas en el plano

Dos rectas del plano pueden ser :
a. Concurrentes (en un unico punto)
b. paralelas
c. coincidentes (una sola recta)

a) Rectas concurrentes, es decir, se cortan en un punto formando cuatro angulos.
Angulos entre dos rectas

Sean L, L, rectas de pendientes m; y m, respectivamente.
a'y B angulos de inclinacion de las rectas, entonces, 4
tano =m; tanf =my

1. angulo entre las rectas

A

a es el angulo exterior al triangulo formado por las rectas y el eje X, y es igual a la suma
de los angulos interiores no adyacentes a €l

y=a+180°-f



tanag—tanf  m, —m,

tany = tan(180° + oo — B) =tan (a—P) = =
! ( D (=) l+tanatan g 1+mm,

El angulo y formado por las rectas y = mix + ny, Yy = myX + ny, esta dado por

m, —m,

tany = ———=
1+mm,

Esta formula nos permite analizar las posiciones de dos rectas en el plano.

a) Si dos rectas son paralelas, entonces tienen el mismo angulo de inclinacion y por lo
tanto tienen la misma pendiente, es decir m; = m, entonces tany = 0, el &ngulo que
forman las rectas es y = 0.

Proposicion
Dos rectas Ajx +B1y+C; =0, A, x+Byy+ C,=0, son paralelas si y solo si
A_B
A2 BZ

Esta igualdad se Ilama condicién de paralelismo

.. . . B C
b) Dos recta son coincidentes si y solo si A_BS
A2 BZ CZ

Esto es, dos rectas son coincidentes si sus respectivos coeficientes son proporcionales.

c) Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de las pendientes es —1.

Si son perpendiculares, entonces y = 90°

m, —m
Tan90° = oo = 11—2 entonces 1+ m;m, =0, entonces mym, = -1.
+m,m,

Ejercicios resueltos # 8



1 De lafigura, ABCD paralelogramo. Resolver el triangulo ABC

=22

Solucion
3ABC, NABC =129°, c=22, a=18

Aplicando teorema del coseno b? = a* + ¢ — 2acc0s129°
cos 129° =-0,6293

b? = 227 + 18% — 2*22*18*(-0,6293)

b® = 484 + 324 + 498,4056 = 1306,4056

b = 36,1442

sena  senl29°

Por teorema del seno

a b
sena  0,7771
18 36,1442
*
eng - 18*0,7771 _ 13,9868 _ 0,38699
36,1442 36,1442
a=23,76°

B=180°-23,76° - 129° = 27,24°
Luego: a=18, b=36,1442, c¢=22, a=23,76°, f=27,24°, y=129°

3 Demostrar que los puntos A(2, -2) , B(-8, 4) y C(5,3) son los vértices de un

triangulo rectangulo, ademas:

Solucién
AB=d @ -2,¢84 =./2 (8 2+ 247 =.100+36 =136
AB =2/34

AC=de@® 2,863 = /2 52+ ¢2-3%=9:25=4/34



AC =34
BC=d «84,863 =/ ¢8-52+ 32 =16911=+170
BC = /170

BC = AB’ + AC® =136 +34 =170

El triangulo es rectangulo de hipotenusa BC

d) Encontrar la longitud de la transversal t..

Solucién
La transversal t. es la transversal de gravedad desde el vértice C al punto medio del
lado ¢ = AB

Punto mediode c=AB es M = 4,,,y,, = [Q,_Z“lj: €31

2 2
Longitud de t; =d(C, M) = d((5, 3), (-3,1)) =

=6 (3) %+ 8-12 =64+4 =68 =J4*17 = 217
t.= 2417

e) Comprobar que el producto de las pendientes de los catetos es -1

Solucién
Los catetosson AC y AB, A(2, -2), B(-8,4) y C(5,3)
3.(2) 5
m = = —
52 3

4-(-2) 6 3

m.. = =
M _g-2 10 5

*

Luego m,gm,. =— =-1

ol w
wlo

f)  El areadel triangulo ABC.
Solucion

AC*AB A *2*H

El area es el semiproducto de los catetos 2

El area del triangulo es 34 (unidades de area)
3. Reducir a un angulo agudo y calcular su valor.

Sen (660°) +7tg (585°) =



Solucién
660° = 360° + 300° , 585°=360° + 225°

sen (660°) +7tg (585°) = sen (360° + 300° ) +7tan(360° + 225°) =
=sen300° + 7tan225°

300° =180° + 120° , 225°=180° + 45°
sen300° + 7tan225° = sen(180° + 120°) + 7tan(180° + 45°) = sen120° +7tan45°

120° = 180° - 60°

senl120° - sen45° = sen (180° - 60°) + 7tan45° = -sen60° +7tan45° = — ? +7

Sen (660°) +7tg (585°) = 7 — ?



CAPITULO 4

Desigualdades, inecuaciones y valor absoluto

En este capitulo, se estudia la relacion de desigualdad entre numeros y
expresiones algebraicas, una aplicacion de estas desigualdades son las
inecuaciones. Se resuelven inecuaciones de primer y segundo grado y se sigue

utilizando la operatoria algebraica vista anteriormente.

4.1 Desigualdades, definicién y propiedades

Una desigualdad es una relacion entre dos expresiones, que indica que tienen distinto valor.
Simbolos

aesmenorqueb: a<b
aesmayorqueb: a>b
aes menor o igual que b: a<b
aesmayorqueb: a=b

Principios béasicos
a) Todo nimero cumple una y solo una de las condiciones siguientes:
1) EIl ndmero es positivo.
2) El nimero es negativo
3) El nimero es cero
b) Todo ndmero positivo es mayor que cero: a es positivo < a>0
c) Todo nimero negativo es menor que cero: a es negativo <> a<0

Definicion
Si a'y b son nimeros reales entonces:

1) a<bs b-a>0
2) a<beo b-a>0

Observacion:
si a<b , entonces aestd alaizquierda de b en la recta numérica real.

Intervalos



Los intervalos son subconjuntos de los numeros reales que se pueden
representar graficamente en la recta numérica por un segmento o una semirrecta.

Para representarlos se utiliza paréntesis redondo en el extremo, si este no se
incluye, o paréntesis cuadrado si se incluye.

1. Intervalo abierto
4b = xelR/a<x<b
Todos los numeros reales entre a 'y b, sin incluirlos.

Intervalo abierto de extremos a y b. Se representa graficamente.

A )

N4

a b

a es el extremo inferior, b el superior.

2. Intervalo cerrado .
ab=xelR/a<x<b

Todos los nimeros reales entre a y b, incluyendo a y b.

Representacion grafica del intervalo cerrado de extremos a y b.

e

a

3. Intervalo semiabierto (semicerrado)

4b = xelR/a<x<bh ab = xelR/a<x<b
& ¢ o &
a b a b

4. Intervalos al infinito

A
(=
v

¢x,a = xelR/x<a

A

O

v

¢x,a = xeR/x<a



v

a,0 = xeIR/a<x

v

v

€0 = xcIR/a<x

o Oq® 1]
v

A
v

«o,0 = IR
Propiedades de las desigualdades
1. Una desigualdad no varia si se suma o resta la misma cantidad a ambos

lados:

Ejemplo
2+x > 16 /-2

X > 14

2. Una desigualdad no varia su sentido si se multiplica o divide por un

numero positivo:

a<b /*c,(c>0)
a*c<b-c
a>b /.c(c>0)

a.c>b:c



Ejemplo
3<5e+x /:5

: 3
< X esto es, todos los reales mayores o iguales que c

glw

3. Una desigualdad varia su sentido si se multiplica o divide por un niUmero negativo:

a<b /*c(c<0)
asc>bec

a>b /:c(c<0)
a:c<b:c

Ejemplo
Despejar x en la siguiente desigualdad aplicando las propiedades anteriores
15—-3+x >39 /-15 (se resta 15, a ambos lados)
-3¢x >239-15 (reduciendo términos semejantes)

-3ex =24 /:-3 (dividiendo por —3)
X < 24: (-3) ('se invierte el signo de la desigualdad)
X < -8.

Esto es, todos los reales menores o iguales que -8.

4. Sia, b, cydsonnumeros reales talesque 0 <a<b y 0<c<d,entonces

i) a<b

+ c<d

a+c<b+d

Dos desigualdades del mismo sentido, se pueden sumar miembro a

miembro sin que se altere el sentido de esta.

i) O<a<b
e 0<c<d
ac < bd



Dos desigualdades de términos positivos y del mismo sentido, se pueden

multiplicar miembro a miembro sin que se altere el sentido de ésta.

4.2 Inecuaciones de primer grado

Una inecuacién de primer grado es una desigualdad en la que interviene una incognita,
cuyo valor debe determinarse. Cualquier valor de la incognita que satisfaga la desigualdad
es solucion de la inecuacion. Resolver la inecuacién significa encontrar todas la
soluciones, y estas forman un subconjunto de IR, llamado conjunto solucién.

Una inecuacion de primer grado puede ser de la forma general siguiente, x representa la
incognita.

ax+b=>0

ax+b<0
Forma general ,a=0
ax+b>0

ax+b<0

Las inecuaciones de primer grado con una incognita se resuelven despejando la incognita.
Y para ello se aplican inversos aditivos (opuestos) o inversos multiplicativos (reciprocos) y
propiedades de las desigualdades.

A continuacion veremos cémo se aplican las propiedades anteriores en la resolucion de
inecuaciones lineales de primer grado con una incognita.

Ejemplo:
Resolver la inecuacion: x-2<3x-6
Solucién
X—2<3x—6 +/-3x (Se agrupa la incognita a un lado de la desigualdad)
X—3X—2<-6 +/2 (Se suma 2 a ambos lados)
X—3Xx<2-6 ('se reducen términos semejantes)

-2x<-4 */—% ('se multiplica por —%)
La desigualdad cambia de sentido, porque se multiplica por un nimero negativo.
_1*_2)( >_1*_4
2 2
X>2
condicion : x > 2

La solucion es un intervalo real. (2,+w)



v

Gréfico de la solucion N

10123 45

Otra forma de resolver:
X—2<3x—6
Conviene dejar la incognita positiva, por tanto restaremos x a ambos lados de la
desigualdad
2<3X-X-06
Se suma 6 en ambos lados
2+6< 2x-6+6
4< 2X
Dividimos por 2 (positivo, por lo que no cambia el signo)
2< X

¢Observa Ud. Que es preferible el coeficiente de la incognita sea positivo?

Mediante ambos métodos, la respuesta en forma de intervalo es: (2, +«) ; es decir, todos los

reales mayores que 2, satisfacen la inecuacion.

Resolver
g X*S_X-4_,
3 2
3. % >0, Xx=3, porque el denominador debe ser distinto de cero
X_
4, X=2 >0,

2

4.3 Inecuaciones de segundo grado

Son inecuaciones que se reducen a una de las formas siguientes
ax®+bx+c<0, a®+bx+c<0, ax®+bx+c>0, a’+bx+c>0, a=0

Para resolver estas inecuaciones se debe tener presente las propiedades de los signos de los
ndmeros

v



Sean a, b son numeros reales

1. Siab>0 = (@a>0Ab>0) v(a<0 Ab<0)
2. Siab<0 = (@a>0Ab<0) v(a<0 Ab>0)

Método de resolucion inecuacion de 2° grado.

Escribir la inecuacion de la forma ya indicada.
Considere el polinomio ax’* +bx+c¢, a0

Calcular el discriminante A = b® — 4ac, hay dos casos

Caso 1) A >0, el polinomio tiene raices reales

Calcular la raices y factorizar el polinomio segun éstas. Sean éstas X;, X..

Ahora el polinomio es

ax®+bx+c=(X—x)(X—X2) , raices distintas
0

ax? +bx + ¢ = (x—xo)® , raices iguales

Se aplica propiedad de los signos de un producto de dos nimeros.

Y se analiza y elige el o los intervalos de solucion.

Ejemplo
X2 —-x-6>0

El discriminante del polinomioes A =1+ 24 =25 > 0, tiene dos raices reales

distintas

; 1+5 |3
Buscamos la raices, x=——=
2 -2
La factorizaciones (x —3)(x + 2)
La inecuacion dadaes x*—x—6>0
Ahora es x=-3)(x+2)>0
Entonces (x—-3>0 A x+2>0) v (x-3<0 A x+2<0)

(X>3 A Xx>-2) v (X<3 A X<-2)

[(3= + OO) M (_ 2’ +OO)] U [(_00’3) M (-OO, - 2)]



(3, + ) (-0, -2)
(_oov -2 ) W (3’ + OO)

X<-2 v x>3
Solucién gréfica

v

|

Otro método
Las raices —2 y 3, se llaman valores criticos de la inecuacion, se ordenan —2 < 3.

Estos numeros determinan en la recta numérica tres intervalos abiertos

(-0,-2), (-2,3), (3, +x)

Se debe estudiar cuales de ellos es solucion. Para esto se hace una tabla como la siguiente:

Factores X< -2 < X< 3<X
X+ 2 - + +
X-3 - - +
(x+2)(x=3) | + : +
respuesta Si no Si

Solucién x<-2 o x>3

Conjunto solucién (-0, -2 ) W (3, + )

Caso 2

Si A<0 , el polinomio no tiene raices reales y es irreducible en IR, y ocurre uno y
solo uno de los dos caso: i) la inecuacion tiene solucion el conjunto IR, o bien, ii) la
solucion es el conjunto vacio, es decir no hay numeros reales que satisfacen la
desigualdad..

Ejemplos
1. X*=5x+7>0
A=25-28=-3<0

Se evalua el polinomio en cualquier nimero real, el signo de esta evaluacion da la

respuesta.



Para x =0, el polinomio vale 7, y se pide que el polinomio sea positivo,
entonces la solucion de

x2—5x+7>0 esIR, cualquier nimero real.

2. 2x*-6x+5<0

A=36-40=-4

Para x = 0, el polinomio vale 5 que es positivo y la inecuacion es menor que cero,
por lo tanto la solucion es el conjunto vacio, es decir ningtn namero real satisface

la inecuacion.

Inecuaciones fraccionarias
Una inecuacién fraccionaria contiene nimeros racionales y
expresiones algebraicas fraccionarias Yy tal vez la incognita esta en el denominador, por

. 3-X
ejemplo ——<0.
X+5

Propiedades de signos de los numeros

Sean a y b numeros reales

3, bio,%>0:>a>0Ab>03/a<OAb<O:

4, bio,%<0:>a>0Ab<03/a<0Ab>0:

Ejemplos

Método 1
Por ser una fraccion negativa o cero, se aplica la propiedad 4., considerando que
el numerador también puede ser cero, pero el denominador no puede ser cero.

37X 0= 8-Xx<0AX+550y 8—x>0AX+5<0
X+5 - -
se obtienen cuatro inecuaciones de primer grado
§<XAX>-5Vv 8>2xAx<-5

Se resuelve cada paréntesis



X>3AX>-5

v v

porlotanto x>3

X<3AX<-5

O
®

A A

v

por lotanto x <-5

Lasolucibnes x<-5 o x>3

O
w@

Esto significa que la solucion es la union de dos intervalos

Método 2

< oo,—5:u 3,4+ :

Usando la tabla de valores criticos

3—-X

—— <0, el numerador se anula para x = 3, el denominador para x = -5.

X+5

Los valores criticos son -5y 3, determinan tres intervalos:

€¢x,-5, €53, @+ yseelaboralatabla

Factores X <5 <x < 3 <x
3-x + + -
X+5 - + +
3-X - + -
X+5
respuesta Si no Si

La solucién es €o0,~5 U 3+

Resolver

2 p—
5 2X o1 3 - 2 " x2 420
X+3 X-3 X+2 X +4

v



Ejercicios resueltos # 11

Resolver las siguientes inecuaciones
. 2)(;5 <0
2X° +5x -3
Solucién

X-5
2 bx_3 0
2X° +5x-3

Factorizando el denominador: 2x? + 5x — 3

) .. —5x25+24 -5x49 -5:7 4
Sus raices son: X = = = =
4 1 4 ]2t
4 2
5 2X55 3= X3 <0 X% -3Ax%E
XX l+3]§x—j
2
- 1
Los valores criticos son 5, - 3, 3
-3 1 5
2
X—5 - - ¥
X+3 - + |+ +
1 - - |+ +
X__
2
X—5 - + |- +
x+3ﬁx—lj
2
Signo Si no | si no
Solucién 400,_3: [ .

Solucién € w,~3 U [% ,5}

Condicion x < —3\/% <x<5




1 1

2._ -
X+5 x-4

Solucion

1 1 1
< -/

X+5 x-4 X—4
S <0
X+5 x-4

X—4-— x+5~<0

«+5 x4
-9 - -
———<0=> «+5 «-4 >0
K+5 x—-4 - -
Valores criticos: -5, 4
-5 4
+5 - + +
X—4 - - +
(x+5)(x4) [+ L
respuesta Si no Si
solucién €05 40
Solucién: €w,~5 U 4400
X<-50x>4
2 p—
3. #20
X*—x°—20x
Solucion
Factorizando numerador y denominador
xX*-25 _ %-5%+5__
xP—x?-20x x4 -x-20
10 5
2 . . 1+4/1+80 149 2
X~ —X—20, tiene raices X = = =
2 2 l_g 4
2
2 —_ —_ iy - —_
- _ % 5/’+5~20 simplificando por €-5 =0

x°—x2—20Xx XxA-5 A+4



X+5

->0, valores criticos -5,-4,0,5

Xt+4
-5 -4 0

X+5 - |+ + |+

X+4 - - + [+

X - |- - |+

X+5 - + - +

XA+4

Respuesta |[no |si _|no Si ‘

solucion -5-4 0,+0
Pero x#5
Solucion —5-4 U @5 U 8,400 —5<x<—4v0<x<5v5<X
4. Determine los valores de m para que la ecuacion #1+5 x> +3mx -4 -5 =0

tenga raices complejas.
Solucién

La ecuacion tiene raices complejas si el discriminante A =b? —4ac es negativo.
Enestecaso a=m+5, b=3m, c=-4(m-5)

M’ +16 M +5 -5 <0 =9m’+16(m*—25) <0 =9m* +16m°—400 <0

25m*—400<0 :/25
m?-16<0 =(m-4)(m+4)<0

-4 4
m+4 - + +
m - 4 - - +
Mm-)(m+4) [+ [ - [+
Respuesta no Si no
Solucion 44

Laecuacion #+5x*+3mx -4 -5 =0 tiene raices complejasi me €4,4






4.4 VValor Absoluto

Expresaremos la relacion que existe entre un ndmero real al cual le
corresponde un punto de la recta con la distancia de este punto al punto designado con el
namero cero (origen).

'IA\ orligen IB

y 0 X

v

Si xelR, se llama valor absoluto de x, y se denota |x| a lo siguiente

|X|_{x si x>0
—X six<0
Ejemplos

1. 3]=3

2. |-2|=-(-2)=2

3. 10|=0

4 13-x|= 3-xsi 3-x>0
' —8-x_si 3-x<0

pero 3-x>0 < 3>x<xe (-», 3]
3-X si xe ¢x3

luego |3—x|= . .
X—-3 Sl Xe 8+

—x* si 4-x*20
5 |4—x2|: 4 x25|. x2
- 4-x° si 4-x"<0

pero 4—x*>0<(2-x)2+x)=0

-2 2
2—-X + +
2+X - + +
2-x)2+x)| - + -
respuesta | No Si No
solucion [-2,2]

4-x* i 2,2~
Luego |4-x*=1 , xS XEJ" -
X°—4 si Xe €02 U &40



Universidad de Tarapaca

Ingenieria

Introduccion al Célculo Resolucion de Taller grupal # 11
1 de Julio de 2009

Resolver las siguientes inecuaciones
X—=5
L ———— <
2X° +5x-3

Solucion
X-5
— <
2x2 +5x -3

Factorizando el denominador: 2x? + 5x — 3

12
o -5+25+24 -5+.49 -5+7 | 43
Sus raices son: X = = = =
4 ‘ ¢ ) 2.1
4 2
2x—5 _ XS 0 xz-3axzs
2x% +5x -3 ]é 1} 2
+3 | x——
2
. 1
Los valores criticos son 5, - 3, >
P
2
X—-5 - - +
X+3 - + |+ +
1 - - |+ +
X__
2
X—5 - + |- +
x+3ﬁx—1]
2
Signo Si no | si no
Solucién €¢x,-3 [1 5}
2!

Solucién € w,~3 U G ,5}



Condicién x < —3\/% <x<5

1 1
2. —— < ——
X+5 x-4

Solucion

X+5 x-4 X—4
1 1

X+5 x-4

<0

X—4- x+5~<0

«+5 K4
-9 . -
————<0=> «+5 «-4 >0
K+5 K—4 - -
Valores criticos -5, 4
-5 4
+5 - + +
X—4 - - +
(x+5)(x=4) |+ - +
respuesta Si no Si
solucion €05 ¢+
Solucion: €w,~5 U €40
X<-50x>4
2 p—
3. X2 g
X7 —x°—20x
Solucién
Factorizando numerador y denominador
x? —25 -5 &+5
= = =>0
xP—x?-20x x%*—-x-20_
10 5
2 . . 1+v1+80 1+9 2
X~ —X—20, tiene raices X = = =
2 2 |_8__,4



x? —25 -5 4+5

— = = =>0 simplificando por #—-5 #0
X*—X"—-20x X®q-5 &+4 -
X+5 -
-> 0, valores criticos -5,-4,0,5
Xt+4
-5 -4 0
X+5 - + + |+
X+4 - - + |+
X - - -+
X+5 - + - |t
XA+4
Respuesta [no |si _|no Si ‘
solucion ~5-4 0,40

Pero x#5
Solucion  -5-4 U @5 U &+
—5<Xx<4v0<x<5vhb«x

5. Determine los valores de m para que la ecuacion 1 +5 x*> +3mx —4 -5 =0 tenga
raices complejas.

Solucién
La ecuacion tiene raices complejas si el discriminante A =b? —4ac es negativo.

Enestecaso a=m+5, b=3m, c=-4(m-5)

am’+16Mm+5 M-5 <0
9m? + 16(m? — 25) < 0
9m? +16m” — 400 < 0
25m°—400<0 :/25
m*-16<0
(m-4)(m+4)<0

-4 4
m+4 - + +
m-4 - - +
m-Ym+4) [+ [ - [~
Respuesta no Si no
Solucién 44

La ecuacion #+5 x* +3mx -4 -5 =0 tiene raices complejasi me €4,4
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Introduccion al Célculo Taller individual # 12
8 de Julio de 2009

I. Resuelva para X, lo siguiente:

1 ‘1—5:8
2 X
Solucién
1 3 ;—E Si %—EZO
‘5‘ =1 /13 L y x#0
X [———j si ——=2<0
2 X 2
13,0 5X5.9
2 X X
valores criticos0 y 6
0 6
X-6 - - +
2X - + +
X—6 + - +
2X
|x—6| Xx-6 | x-6] x-6
| 2x | | 2x 2x | 2x
1 .
e sSi Xx>6vx<0
‘l 3‘ 2 X
Luego, |[-——|= 1 3
2 X —[E——j Si 0<x<B6AXx%0
X

Se resuelven dos ecuaciones

(1) Si x=6vx<0,laecuacion es 1f§:8 =>—--8=—= =

1 g 3_-15_3
X 2 X 2 X

2 .,
X = _E <0, essolucion

(2) Si x <6, laecuacion es E—l:8:> =8+-—=

§ 1§17 6 6
X 2 X 2 X

2 17 7 17

= :)XZ—y—<6



, 2 6
Lasolucionesson X=-—Yy X=—
5 17

2. |4x—8-3x+3 <63
Solucion
[4x—8—3x+3 <6 K—3_

Los puntos criticos son -3y 2

-3 2
X+3 - + +
|x+3| -(x+3) [x+3 X+3
4x-8 - - +
|4x —8| -(4x-8) | -(4x-8) | 4x-8

Se consideran tres casos
(1) Si x<-3, lainecuacion [4x—8-3x+3 <—6%-3 , es

(4 — 8)- 3[- (x + 3)] <-6(x - 3)

44X +8+3Xx+9<-6x+18 =5x<-17+18 = 5x< 1 = x<%
1 . -
X<§ y Xx<-3, solucion x<-3 0 €wx,-3_

(2) Si -3<x<2, lainecuacion [4x—8-3x+3 <-H6x-3 ,es
-(4x—8)—3(x+3)<-6x+18 => -4x+8-3x-9<-6x +18
-1-18<7x—-6x = x>-19 y -3<x<?2

Solucion -3<x<2 o (-3,2)

(3) Si x>2, lainecuacion [4x—8-3x+3 <-6&-3 , es
4 —8-3(Xx+3)<-6x+18 = 4x-8-3x—-9<-6x +18
7X <17+18 = 7x<35 = x<5,y x>2

Solucion 2<x<5 o (2,5)

Parax=-3,[4*-3-8-3-3+3=|-20-3*0=20<—6«3-3 =36



Se cumple parax =-3

Parax=2, |4*2-8-32+3=0-15<-62-3 =6

Se cumple para x = 2

Enresumen Xx<-3 0 -3<X<2 0 2<Xx<5

O también € 0,-3 (- 3, 2)uU (2, 5){-3}{2}=

Solucién de la inecuacion propuesta X <5 0 (-, 5)

100,5:

3_ X_—l_lzl
X-5 4
Solucion
x+1| 1 X+1 1 x+1 1
X #5, > — < v—<=
-5 4 X—-5 4 X- 4
X+1 x+1 1 A4+1 +x-5 5x —1
a) Si ——<—= —4+=<0 — =" <0 = <
_ 4 X — 4 44-5 44-5
s 1
Valores criticos R 5
1 5
5
5x-1 - + +
X-5 - - +
5x -1 + |- +
X—-5
respuesta | no | si no
solucion [1 j
=5
5
b) Si x+1£1:> x+1_1S 4x+4—x+5< 3x+9\£0
Xx-5 4 x-5 4 4(x—5) 44-5
Valores criticos -3, 5
-3 5
3x+9 - + +
4(x —5) - - +
3Xx+9 + |- +
4(x—-5)
Respuesta| no | Si | no
solucion -35




Solucién de la inecuacion [-3, 5) uE,S] :E,Sj

. . Bx—1|x+8§
Il Si 8x+15=-1, determine el valor de |x+2/— ]
— —A4x
2
Solucion
8x+15=-1
8x =-16
X=-2
* — — — — —
|_2+2|_|3 (12> Y-2+8_, | f 11|6|:_71*76:_%

El valor de la expresion dada es — i—g




4.7
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Introduccion al Calculo Resolucion de Prueba # 3
14 de Julio de 2009

1. Encuentre las soluciones del sistema

y=vx+2
Xx—-2y=1
Solucion
y=-/x+2
x—-2y=1

De la segunda ecuacién se despeja X,

X-2y=1=>x=1+2y

Reemplazando x en la primera ecuacion, y = Jx+2
y=\ir2y+2 =

y=y3+2y «*

y?=3+2y = y?-2y-3=0, factorizando

¢-3 ¢+1 =0, entonces y;=-1, y,= 3

Alternativa, aplicando formula

6
2444112 2416 _2+4 | 579
—c_
2

Reemplazando en x =1 +2y

Para y=-1, x=1+2*-1)=-1

Para y =3, X=1+2*3=7

Comprobacion para la primera ecuacion y = Jx+2
J-1+2=41=1%-1, luegox=-1 e y=-1 noessolucion
J7+2=49=3= y, luego (7, 3) es solucion del sistema

Las soluciones del sistema son «1,-1) , (7,3:



2. Los lados de un triangulo son 10 m., 17 m. y 18 m respectivamente. Si se resta una
misma cantidad a cada uno de los lados del triangulo, se obtiene un triangulo rectangulo.
Encuentre el valor de dicha cantidad.

Solucion
Sea x la cantidad que se resta a los lados entonces

Los ladosson: #—-xm, # -x my #8B-x_

Se obtiene un triangulo rectangulo, por lo tanto cumple el Teorema de Pitagoras, por lo
tanto

8- x'-W-x"+0-x"
324 36X + x* = 289 —34x + x* +100— 20x + x*
324—36x + X* =389 —54x + 2x°
0 =389—54x + 2x* + 36X — 324 — x*

x> —18x+65=0
26 4
. _ 18/324 260 _18++44 1848 |5 T
2 2 2 10_¢
2

Si x = 13, el triangulo tendria un cateto negativo

El valor pedido es 5 m.

. ., 2x% —50
3. Resuelva la inecuacion ——— —<0
X® —6X° +5x

Solucion
2x% —50 . .
———— - <0, factorizando numerador y denominador
X” —6X° +5X

2x2 —50 24°-25  2%-5 K+5

oo S — =~ "<, simplificando por €-5 #0
X*—6X"+5X X%"—-6x+5 X«-1 K-35 -

24-5 «+5 2x+5:<0
X«-1 -5  x«-1_




Valores criticos -5,0y 1

5 0 1
X+5 - + |+ +
X - - + +
X -1 - - |- +
X+5 - + - +
X k-1
Respuesta | Si No | Si No
Solucion | €w,—5 el

Solucion de la inecuacion € o,-5 U @1

4. Encuentre el conjunto solucion de |x+2+|x—3 =5
Desarrollo

x+2/+[x—3 =5
Los valores criticos son -2,y 3

X+2 | - + +

|x+2| -(x+2) | x+2 X+2

X—-3

|x—3| -(x=3)|-(x-3) | x-3
(1) Si x<-2, laecuacion [x+2/+|x—3 =5 es
-x+2)+-(x-3)=5
-X—-2-X+3=5
-2x+1=5
-2X =4
X=-2
(2) si -2 <x <3, laecuacion es
X+2-(x-3)=5
X+2-Xx+3=5
5=5

Si x €[- 2, 3) es solucion de la inecuacién

(3) si x >3, inecuacion es

X+2+x-3=5



2x-1=5
2X=6
X=3

Luego la solucion es [- 2, 3]

4.8
Universidad de Tarapaca
Ingenieria
Introduccion al Calculo Resolucion de Prueba Optativa
21 de Julio de 2009

5. Encuentre las soluciones para x e y del sistema

_yrta a
3 2
y_Xtb b
3 2
Desarrollo
X:y+a_§ X:y+a__ /6
3 2 N 3 2
y_x+b_9 y_x+b b *[6
3 2 3 2
6Xx =2y +2a—3a
y , ordenando
6y =2x+2b-3b
6x-2y=-a
—2X+6y=-b| \*/3
6Xx—-2y=-a
, sumando
—-6x+18y =-3b
a+3b
ley=-a-3b=>y=—
y y 16

Reemplazando el valor de y en la 1° ecuacion



6x—2*(—a+3bj:—a
16
a+3b a+3b -8a-a-3b -9a-3b
= bX+ ——a=>6Xx=—-a- = =
8 8 8
_ —9%-3b_3a+b
 8*6 24
La solucion del sistema es 3a+b — a +3bj
24 16
) 8
2. Encuentre la soluciéon de +/x +5 —+/5x—15 =
JX+5
Desarrollo
Jx+5-+6x-15 = 8 *[JX+5

AJX+5
VX +5+/x+5—-/5x-15/x+5=8

X+5—+/5x2 —15x+25x—75 =8
X +5—8=+/5x% —15x 4+ 25X — 75

x—3=1/5x> —15x+25x—75  d
€-37=5x*+10x-75
X% —6x+9=5x>+10x—75
4x* +16x—84=0 :/4
X2 +4x—-21=0
X+7)(Xx-3)=0 = x1=-7, X2=3
Comprobacién
Parax=-7
J-7+5-+/5*-7-15 ¢ IR, x = -7 no es solucién de la ecuacion

Para x=3

J3+5-/5%3-15 = /8 = 24/2; =5 2

Por lo tanto la solucion de la ecuacion es x = 3

8 8 4 4\/§:2ﬁ

3. La hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 17 cm, y la diferencia de sus catetos es 7
cm. Calcular area y perimetro de dicho triangulo.

Desarrollo
Sean x e y los catetos del triangulo rectangulo, entonces x —y =7



y. X +y =17

i X—-y="7
El sistemaes ,
X +y® =289

Despejando x en la primera ecuacion x =7 +y

Reemplazando en la segunda ecuacion (y + 7)* +y* = 289
y2+ 14y + 49 + y* = 289
2y° +14y—240=0 :/2

V2 +7y-120=0
30 15
-7+449+480 -7+4529 -7+23 | o =
-~ -8
2
Los catetos del triangulo miden8 my 8+ 7 =15m

15*8

Por lo tanto, el area es —60m?

El perimetroes 8+ 7 +17=32m

4. Resuelva lo siguiente:

3 2
2) %"_9‘3"20 b) [x—5+32x+6/>2x+3

5. Dos torres gemelas distan entre si 1 Km. Desde la parte superior de una de ellas se ve la
base de la otra bajo un angulo de depresion de 5°. ;Qué altura en metros tienen las
torres?

6. Dados los puntos A(-3,5) y B(1,7), determine
a) Distanciaentre Ay B
b) La ecuacion de la simetral de AB.
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