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Introduccién

Considerando la necesidad de contar con un dossier como guia de Célculo I 6 Célculo Dife-

rencial, principalmente para los alumnos de las carreras de Ingenieria y para todas aquellas

carreras, que en su plan de estudio tengan considerada la asignatura de Célculo diferencial,

es que este documento presentara los conceptos de Calculo Diferencial en forma clara y sen-

cilla, complementados con ejemplos resueltos, ejemplos propuestos y pruebas desarrolladas

de anos anteriores. Ademds incluye un mapa conceptual por cada capitulo, que constituye

una sintesis organizada de los conceptos para un mejor aprendizaje.

El orden de presentacién de los temas esta basado en el programa de la asignatura para

las carreras de Ingenieria de la Universidad de Tarapaca. Y es el siguiente:

1.

Capitulo I: Geometra Analitica.

Desarrolla los conceptos basicos para la comprension del Calculo Diferencial, de manera

que el alumno reconozca claramente la circunferencia y las conicas.

. Capitulo II: Funciones.

Trata el concepto de funcién real de una variable real y sus graficas, destacando algu-
nas propiedades como monotonia, acotamiento, paridad, ademas de la operatoria con
funciones.

Se consideraran los tipos principales de funciones que se presentan en el Calculo.

Capitulo III: Limite.

Considerando que el concepto de limite sustenta las diversas ramas del Calculo, es
necesario empezar este estudio investigando los limite y sus propiedades.

Céapitulo IV: Continuidad.

Trata la continuidad de funciones en un punto, en un intervalo abierto y en un in-
tervalo cerrado. Ademads se analizan los puntos de discontinuidad de una funcién y la

clasificacién de las mismas.

. Capitulo V: La Derivada y sus aplicaciones.

Trata el concepto y el calculo de derivadas, aplicaciones a problemas y al calculo de
limites que presentan formas indeterminadas. Ademads con las herramientas proporcio-

nadas por el Calculo, se presentara la forma de graficar funciones.
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OBJETIVOS GENERALES

Al término del curso el alumno o alumna sera capaz de:

e Resolver problemas que involucre conicas.

e Aplicar herramientas del calculo diferencial en la resoluciéon de problemas de
ingenieria.

e Utilizar adecuadamente software como apoyo del aprendizaje en el calculo.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Al término del curso, el alumno o alumna sera capaz de:

e Identificar, graficar y determinar los elementos principales de la circunferencia,
parabola, elipse e hipérbola.

Identificar una funcion.

Determinar dominio y recorrido de una funcion.

Graficar funciones.

Reconocer funciones especiales.

Calcular el limite de una funcion dada.

Calcular limite cuando la variable independiente tiende al infinito.
Calcular limites laterales de una funcion.

Obtener las asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
Determinar la continuidad de una funcién dada.

Determinar las ecuaciones de las tangentes a una curva dada en puntos dados.
e Dada una funcidn, hallar su derivada en un punto de ella.
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Dada una funcion, hallar su derivada en un punto de ella.

Dadas las reglas de derivacion, hallar la derivada de una funcion.

Derivar implicitamente una funcion.

Calcular derivadas de orden superior.

Aplicar el Teorema de Rolle y del Valor Medio.

Aplicar L Hopital al calculo de limite de funciones.

Determinar maximos y minimos de una funcion.

Resolver problemas relacionados con maximos y minimos.

Dada una ecuacion, trazar la curva, determinando monotonia, extremos, concavidad y
puntos de inflexion.

CONTENIDOS PROGRAMATICOS

3.-

Conicas: (6 sesiones)

1.1.- La circunferencia, definicion. Ecuaciones de la circunferencia.
1.2.- Parabola

1.3.- Elipse

1.4.- Hipérbola

Funciones reales de variable real : (8 sesiones)

2.1.- Funcidn: definicion, grafica, dominio y recorrido.

2.2.- Funciones reales: funcién constante, lineal, cuadratica, polinomica, racional,
Logaritmica, exponencial, valor absoluto, parte entera.

2.3.- Operaciones con funciones, composicion de funciones.

2.4 .- Funciones mondtonas, funciones pares, funciones impares, acotadas.

2.5.- Funciones periodicas, funciones trigonométricas, graficos.

2.6.- Transformaciones en el grafico de funciones, traslaciones, reflexiones,
Homotecias.

Limite de funciones. ( 6 sesiones)

3.1.- Idea intuitiva de limite.

3.2.- Definicién de limite. Ejemplos algebra de limites.
3.3.- Calculo de algunos limites algebraicos.

3.4.- Limites laterales

3.5.- Limites al infinito y limites infinitos.

3.6.- El nimero e. Limites “especiales”.

3.7.- Asintotas horizontales, verticales y oblicuas.

Continuidad de una funcién. (2 sesiones)

4.1.- Continuidad en un punto. Discontinuidad.
4.2.- Tipos de discontinuidades. Ejemplos.
4.3.- Algebra de funciones continfias.

4.4.- Continuidad en un intervalo




5.- La derivada de una funcion. ( 10 sesiones)

5.1.- Problema de la trayectoria de un moévil en linea recta, velocidad. Tangente a una
conica, tangente como el limite de la secante a una curva. Definicion de
derivada de una funcion. La derivada como funcion.

5.2.- Derivada de funciones basicas.

5.3.- Algebra de derivadas

5.4.- Derivada en un intervalo. Derivabilidad y continuidad.

5.5.- Derivada de funciones compuestas.

5.6.- Derivadas de orden superior, logaritmica e implicita.

5.7.- Derivada de funciones trigonométricas inversas.

5.8.- Derivacion usando logaritmo. Recta tangente, recta normal a una curva.

5.9.- Teorema de I.’Hopital y del valor medio.

5.10.- Monotonia de una funcién.

5.11.- Extremos de una funcion: criterio de la primera y segunda derivada.

5.12.- Concavidad. Puntos de inflexion.

5.13.- Grafico de funciones y problemas de planteo.
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Competencias a lograr

Al término del presente capitulo, el alumno serd capaz de:

» Determinar si la ecuacién de una curva en al plano, representa una circunferencia,

parabola, elipse o hipérbola.
= Conocer los principales elementos de estas curvas.
= Esbozar las curvas en el plano.

= Capacidad para identificar problemas geométricos, planificar estrategias y enfrentarlos.

1.1. La Circunferencia

Definicién 1. Circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equi-

distan de un punto llamado centro.
Elementos de una Circunferencia

= Radio: Segmento que une el centro de la circunferencia con un punto cualquiera de
ella.

= Cuerda: Segmento que une dos puntos distintos, de una misma circunferencia.
= Didametro: Es una cuerda que contiene al centro de la circunferencia.
= Secante: Recta que intersecta a la circunferencia en dos puntos distintos.

= Tangente: Recta en el mismo plano de la circunferencia, que la intersecta en un tnico

punto.

= Arco: Es una porcion de circunferencia limitada por dos puntos de ella.

B Centro 20
A
Cuerda :BC
r _

Radio 0A=r
Diametro :DE
Tangente :T
Secante )
Arco : AB




Algunas Propiedades

1.

En una misma circunferencia, a arcos de igual medida, corresponden cuerdas de igual

medida (Graficar).

Un diametro perpendicular a una cuerda, divide a la cuerda en dos partes de igual
longitud (Graficar).

Un didmetro perpendicular a una cuerda, divide al arco que subtiende la cuerda en dos

partes de igual longitud (Graficar).

En toda circunferencia, las cuerdas de igual longitud equidistan del centro de la cir-

cunferencia. (Graficar).

Los arcos de una circunferencia comprendidos entre dos cuerdas paralelas son de igual
longitud. (Graficar).

Todo radio es perpendicular a la tangente en el punto de tangencia. (Graficar).

Las tangentes trazadas desde un punto exterior de una circunferencia tienen igual
longitud. (Graficar).

Ecuacién de la circunferencia de centro C'(0,0) y radio r

Se determinaré la ecuacién de una circunferencia con centro en el origen del sistema de

coordenadas y radio r.

Si O es el origen del sistema y P(z,y) un punto cualquiera de la circunferencia, entonces

la distancia de O a P se llama radio:

L JOPl =7

Aplicando la férmula de distancia entre dos puntos se tiene \/x? + y2 = r

Elevando al cuadrado ambos miembros, se tiene

2?2 +y? =12

Esta es la ecuacion de una circunferencia con centro en el origen del sistema y radio 7.



Ecuacién de la cirfunferencia de centro C(h, k) y radio r

Si C'(h, k) es el centro de la circunferencia y P(x,y) un punto cualquiera de ella, entonces

aplicando la definicion de circunferencia se tiene:

|CP|=r

Aplicando la férmula de distancia se tiene \/(z — h)2+ (y — k)2 =r

Elevando al cuadrado ambos miembros, se tiene

(o= B+ (y— b =17

Esta es la ecuacién de una circunferencia con centro en (h, k) y radio r.

Ejercicios

1. Determinar la ecuaciéon de una circunferencia con centro en el origen del sistema y
radio 3.

Respuesta: 22 + 3% =9

2. Dada la siguiente ecuacién de una circunferencia z? + y? = 5. Determinar su centro y

radio.
Respuesta: C(0,0), r = /5

3. Determinar la ecuacién de la circunferencia de centro (—5,1) y radio 2.
Respuesta: (z +5)*+ (y — 1) =4

4. Determinar si la ecuacién z? + y? + 6x + 4y + 12 = 0 representa una circunferencia. En
caso afirmativo, determinar su centro y radio. (Sugerencia: Tratar de dar a la ecuacién

presentada, la forma de la ecuacién de una circunferencia con centro en (h, k))

Forma General de la Ecuacion de la Circunferencia
Desarrollando la ecuacién (z — h)? + (y — k)? = r? y ordenando se obtiene:

2?4+ y* — 2he — 2ky + (h* + k* — %) = 0



Si 29h=D, 2%k=E K +k—r>=F

Entonces la ecuaciéon queda de la siguiente forma:

?+y*+Dx+FEy+F=0

Ahora, partiendo de la ecuacion 22 +y? + Dz + Ey + F = 0 se verd si ella representa una

circunferencia.

Asociando, se tiene:
(* + D) + (> + Ey) = —F

D\* [(E\?
Sumando <5) + <5) a ambos lados de la igualdad, para formar cuadrados perfectos,

D\ 2
:172+D:E+<§)

Lo anterior es igual a :

B o] e (B2

Hay tres casos a considerar

se tiene:

+

. D\* [(E\’ y . .
1. Si —F + 5 + 5 > 0, entonces la ecuacién anterior representa una circunfe-

D E D 2 E 2
rencia de centro (—— ——) y radio r = \/_F+ (_) + <_) )

27 2 2 2
D\* [(E\’ D E
2. 51 —F + (5> + (§> = 0, entonces la ecuacion representa el punto (—5, —5)

D\* [E\?
3. 51 —F+ (5) + (§> < 0, entonces la ecuaciéon no representa un lugar geométrico

real.

La ecuacién x2 +y2 + Dx + Ey + F = 0 se llama forma general de la ecuacién de la

circunferencia.



Ejemplos

1. Reducir las siguientes ecuaciones a la forma ordinaria de la ecuacién de la circunferen-

cia. Si la ecuacion representa una circunferencia, hallar las coordenadas del centro y

su radio.

a)

> +y*—3x+5y—14=0
Solucién. Agrupando términos.
(2 = 3x) + (y* + by) = 14

Sumando términos adecuados para completar cuadrados perfectos.

9 25 9 25
2 - 2 el I P i
(a: 3x+4>+<y +5:1:+4) +1+3

N _§2+ +§2_@
Ty YyT5) 77

3v10
Luego el centro es el punto (5, 7) y el radio r = —5

BN | FIN

3622 + 36y2 + 487 — 108y + 97 = 0

Solucion. Dividiendo la ecuacion por 36 se tiene

4 —-97
2 2

Zr—3%y=—
r°+y +3$ Y 36

Agrupando términos y sumando términos adecuados para completar cuadrados
perfectos se tiene

Prte s N (g ) 20
37Ty Yooy ) =36 "9 g

2\ ? 3\ 2
- . =0
= (++3) +(-3)

o . L. 3
Por tanto, el lugar geométrico de la ecuacion es el tinico punto | —=, = |.
BN | e e e e FIN
2?2 +y? — 8z + 6y +29=0

Solucién. Agrupando términos y sumando términos adecuados para completar

cuadrados perfectos se tiene
(2% — 8z +16) + (y* + 6y +9) = —29 + 16 + 9

7



= (z -4+ (y+3)*=—4

Por tanto, la ecuacién no representa ningtun lugar geométrico real.
BN | o e FIN

2. Hallar el valor de k para que la ecuacién 22 + y?> — 8z + 10 + k = 0 represente una

circunferencia de radio 7.

Solucién. La ecuacién tiene la forma 2? + y?> + Dz + Ey + F = 0, donde r =

Jre (2 ()

Entonces

Elevando al cuadrado y resolviendo se tiene

= -8

Solucion. Supongamos que la ecuacién buscada, es de la forma general

C:2°4+y*+Dx+Ey+F=0

La idea es encontrar la tres constantes (D, E y F). Para aquello sabemos que la circun-
ferencia pasa por los tres puntos dados, se pueden hallar los coeficientes sustituyendo
las coordenadas x e y en cada ecuacién.

Como (5,3) e C = 254+9+5D+3E+ F =0
Como (6,2) e C =36+4+6D+2E+F =0
Como (3,-1) e C =9+14++3D—-E+F=0

Luego debemos resolver el sistema de ecuaciones lineales

SD+3E+F = —-36
6D +2E+F = —40
3D-E+F = -10

8



Resolviendo el sistema se obtiene, D = —8, ' = —2 y F = 12. Sustituyendo estos
valores de D, 'y F, resulta la ecuacion de la circunferencia x4+ y? — 8z — 2y + 12 = 0.
FIN | oottt e FIN

Ejercicios Propuestos

1.

Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en la interseccidén de las rectas:

Li:2x4+y—1=0y Ly : 2 —3y+3 =0y que pase por el punto (1, —1).

Respuesta: 22 + (y —1)2=5

. Determinar la ecuacién de la circunferencia con centro en (2, —3) y tangente a la recta

de ecuacion 3r — 2y + 1 = 0.
Respuesta: (v —2)* + (y + 3)2 =13

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia de ecuacién z? + y? —
2z + 10y + 17 = 0, en el punto (1, —2).

Respuesta: y =2

Determinar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos, no colineales

A(1,2), B(—2,0), C(—1,-5). (Sugerencia: Cada punto debe ser solucién para la
ecuaciéon 22 + y? + Dz + Ey + F = 0. En este caso, las incégnitas son D,E y F).

Respuesta: 1722 + 17y? — 49z + 65y — 166 = 0

Determinar la ecuacion de la circunferencia inscrita en el tridngulo cuyos lados tienen

por ecuacién: z =0,y =0y 3z +4y — 1 =0.

R ¢ LY n L)' 1
espuesta: Xr — — —_ — = —
P 12 Y712 144

Determinar la ecuacion de la circunferencia que es tangente a los ejes coordenados y
que pase por el punto (1,7).

Determinar la ecuacién de la circunferencia que sea tangente al Eje Y, que pase por el
punto (—1,—1) y cuyo centro se encuentre en la recta de ecuacion: 2x +y +4 = 0.

. Demostrar que los puntos (—1, —1),(2,8),(5,7) y (7,3) pertenecen a la misma circun-

ferencia

La circunferencia de ecuacién z? + y? = 5 intercepta a z +y — 3 = 0



a) Encontrar los puntos de interseccion.
b) Hallar la longitud de la cuerda.

c) Hallar la distancia de la recta al centro de la circunferencia.

10. Hallar la ecuacion de la circunferencia

a) La circunferencia que pasa por los puntos A(3,1) y B(—1,3) y su centro esta si-

tuado sobre 3z —y — 2 = 0.
b) De radio v/5 y que es tangente a la recta  — 2y — 1 = 0 en el punto (3, 1).
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1.2. Conicas

Se estudiaran ciertas curvas muy importantes como la Parabola, Elipse y la Hipérbola,
llamadas cénicas.

1.2.1. La Parabola

Definicién 2. FEs el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal manera
que su distancia a una recta fija es siempre igual a su distancia a un punto fijo que no

pertenece a la recta.

El punto fijo se llama Foco vy la recta fija Directriz.

Elementos de una Parabola.

. P
c
B [ directriz
F: Fowo
- 1 [ Ee Focal_ B
A v P V. Vertice, AV=VF
BB (uerda
J CC" : Cuerda Focal
’ LR : LadoRecto
L : PF + Radio focal o Radio vector

11



Ecuacién de la Parabola de vértice en el origen y Eje Focal un Eje

Coordenado

Sea el eje X el eje de la parabola. Por definicién de la parabola, el punto P debe satisfacer

la condicién geométrica

Y
A
@‘1@
A
&
Al
1 L] 5
0 F(p,0) X
(p,—2p)
x=-p
|FP| = |PA|

= (v —p)?+y*= v+

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, se tiene
2?2 —2ap+pP+ oy =22+ 2ap+p?

Finalmente, se obtiene

y2 = 4dpx

Forma Ordinaria ecuacién de la Pardbola.

12



Analisis De La Ecuacion

1. Interseccion: El origen es la tnica interseccién con los ejes.

M,

2. Simetria: Al reemplazar ”y” por 7 — y” la ecuacién no varfa. Luego hay simetria con
respecto al eje X.

3. Extension: y = £2,/px, y es real si p y  son del mismo signo. Luego hay dos
casos:p >0, p < 0.

Sip> 0= 2 > 0 entonces el Lugar Geométrico (L.G) se encuentra a la derecha de eje
Y vy la curva se extiende indefinidamente en esa direccion. En este caso se dice que la
parabola se abre hacia la derecha. Ahora si p < 0 = x < 0 entonces el L.G se encuentra
a la izquierda del eje Y y la curva se extiende indefinidamente en esa direccién. Se dice

que la parabola se abre hacia la izquierda. La ecuacion de la directriz es x = —p.
4. No tiene asintotas verticales ni horizontales.

5. Si y? = 4px, hacemos * = p = y = +2p = L.L.R= |4p| (Longitud Del Lado Recto).

En forma anéloga se demuestra que la ecuacién de la pardbola con V' (0,0) y eje focal el
eje Y, es 2% = 4py, siendo F(0,p) el foco.

[gualmente si p > 0, la parabola se abre hacia arriba y si p < 0 la parabola se abre hacia

abajo. La ecuacion de la directriz es y = —p
ﬂ.) n b) M
> X > X
yi=4prp>0 yi=4pr,p<0

13



C) N d) N
> X
(0,0
> X
v(0,0)
¥ =4py,p>0 12 =4dpy,p<0
Ejemplos

1. Una pardbola cuyo vértice esté en el origen y cuyo eje coincide con el eje X, pasa por el
punto (—2,4). Hallar la ecuacién de la pardbola, las coordenadas del foco, la ecuacion
de la directriz y la longitud de su lado recto.

Solucion. De acuerdo a los datos dados en el enunciado del problema, la ecuacién de
la parabola es
y* =dpz,p <0

(—2,4) € Pardbola = 16 = —8p = p = —2
Como F(p,0) = F(—2,0) coordenadas del foco.
Como r = —p = x = 2 ecuacion de la directriz.

LLR = |4p| =8

14



Y
I

-
F(—2,0)

2. Una cuerda de la pardbola y? — 42 = 0 es un segmento de la recta z — 2y + 3 = 0.
Hallar la longitud del segmento.

Soluciéon. Hacer un gréafico que represente el enunciado. Para determinar los puntos
de interseccion se resuelve el siguiente sistema.

y? —4x =0
rT=2y—3

— -8y +12=0= (y—6)(y—2)=0

Comoy=6=—=2x=9

Comoy=2=—2z=1
Luego d = /64 + 1 = /80 = 45
BN | o e e e e e e e FIN
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Ecuacién de la Parabola V(h, k) y Eje Paralelo a un Eje Coordenado

V(hk

(0,0)

A4
e

\

Las ecuaciones de una pardbola con vértice V' (h, k) son:

1.

(y — k)* =4p(z — h)

paralelo al eje X.

(. —h)*> =4dp(y — k)

paralelo al eje Y.

Forma ordinaria de ecuacién de la pardbola con V' (h, k) y eje

Forma ordinaria de ecuacién de la pardbola con V' (h,k) y eje

En ambas ecuaciones |p| es la longitud entre el vértice y el foco.

En ellas hay tres constantes arbitrarias e independientes h, k y p. Luego deben tenerse

tres condiciones independientes para determinar su ecuacién.

Desarrollando (y — k)? = 4p(x — h), se obtiene:

y* — 2uk + k? = dpx — dph = y* — dpx — 2yk + k> + 4ph =0

que es de la forma:

siendo:

y? + a1+ agy + a3 =0 (1.1)
a = —4p
ag = —2k

as = k?+4ph

16



Completando cuadrados en la ecuacién (1.1) se vera que representa una parabola cuyo eje

es paralelo al eje X.

Al discutir la ecuacién (1.1) se supone que a; # 0. Si a; = 0, la ecuacién toma la forma:

y* + agy +az =0 (1.2)

Veamos que sucede con las raices de (1.2)

1. Si la raices de (1.2) son reales y desiguales, 1 y 79, entonces (1.2) tiene la forma
(y —71)(y —r2) = 0y el L.G corresponde a dos rectas, y = ry, y = 79, paralelas al eje
X.

2. Si las raices de (1.2) son reales e iguales, el L.G corresponde a dos rectas coincidentes
paralelas al eje X.

3. Si las raices de (1.2) son complejas, no existe L.G real.

Una discusién analoga se realiza para la ecuacion:
(= h)* = 4p(y — k)
Ejemplos

1. Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (—4,3) y (—1,3),
respectivamente. Hallar las ecuaciones de su directriz y eje focal.

V(—4,3)\F(—1=,s)
0 X

w 7

x=-7

17



Solucién. Determinando el foco, se tiene p = —1+4 =3
.. Ecuacién Pardbola: (y — 3)? = 12(z + 4)
Ecuacién directriz: x = —7

Ecuacion eje focal: y = 3
FIN | o FIN

. Reducir a la forma ordinaria; encontrar las coordenadas del vértice y foco, las ecuacio-
nes de la directriz, eje focal y la L.L.R de 4y? — 482 — 20y = 71

Solucién.
4g? — 481 — 20y = T1/(: 4)
71
2127 — by = —
y T—0y =7
71
(y2 — 5y) =12 + Z

Formando cuadrado perfecto, se tiene

25 71 25
(y2—5y—l——) =120+ — + —

4 4 4
5\ 5\
(y—é) =12+ 24 = (y—§> =12(z +2)
Donde 4p =12 =p =3
5
V-2,
(-23)
F(13)
2
Ecuacién directriz: z = —5, Ecuacién eje focal: y = 27 L.L.LR =12
BN | oo e e e FIN

. Hallar la ecuacién de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa por los puntos
Solucién. La ecuacién de la parabola es de la forma: y?> + Dx + Ey + F =0

Como (0,0) € pardbola = F =0

Como (8, —4) € pardbola = 16 +8D —4FE + F =0

18



Como (3,1) € pardbola = 1+3D+E+ F =0

Resolviendo el sistema se obtiene: D = —1, E = 2, F' = 0. Luego la ecuacién pedida

es: y? —x+2y=0

BN | o

Ejercicios Propuestos

1.

Determinar la ecuacion de la parabola, cuya directriz tiene por ecuacién: y = 1 y foco

F(3,-2).
Respuesta: (z — 3)? = —12(y — 1)
a) Determinar la ecuacién de la parabola con vértice V' (2,3) y foco F(0,3)
b) Determinar la longitud del lado recto.
Respuesta: L.L.R. =8
Dada: 222 =3z +8y+1=0

a) Reducirla a la forma canénica.

R t AN L
espuesta: — = = — - —
P T3 Y7 64

b) Determinar las coordenadas del foco.

d

¢) Determinar las coordenadas del vértice.
) Determinar la ecuacién de la directriz.

e) Trazar la grafica.

. Deducir la ecuacién de la parabola con V' (0,0) usando la definicién, cuando:

a) La ecuacién de la directriz es y = 2.

b) La ecuacion de la directriz es x = —1.

. Determinar la ecuacién de la parabola cuyo vértice es el punto medio de la cuerda
comin a C) 122+ 92 +40 -8y +7=0y Cy: 22 +y?> — 102 — 8y + 7 = 0 y cuyo foco

es el centro de (.
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6. Achurar claramente la region limitada por y =4, $+4 = 1,0 = /2y, 2 = —2+/4 — 5.
Determinar las coordenadas de los puntos de interseccion correspondiente a la region.

7. Tres cuidades A(—6,0), B(—3,2) y C(3,—6) estdn unidas por una carretera de trayec-

toria parabdlica con eje focal vertical. Determinar la posicion de una ciudad D ubicada

1

en la misma carretera, entre B y C, y sobre z = 3.

1.2.2. La Elipse

Definicién 3. Es el L.G. de un punto que se mueve en un plano de tal manera que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, mayor
que la distancia entre los dos puntos.

Los dos puntos fijos se llaman focos. La definicion excluye el caso en que el punto movil
esté sobre el segmento que une los focos.

Elementos de la Elipse.

A
E A p
D
L L
B
' v > |

F’ C F
I
E . B

I

L n
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C . Centro
F y F': Focos
V oy V' . Vértices
Recta 1 : Eje Focal

Recta ' : Eje Normal
Vv’ . Eje Mayor
AA . Eje Menor
BB’ . Cuerda
EF' . Cuerda Focal
Ll . Lados Rectos
DD’ . Diametro

F'P y PF : Radios vectores de P

Ecuacién Elipse de centro en el Origen y Ejes de la Elipse, los Ejes

Coordenados.

Sea la elipse con centro en el origen y eje focal coincidente con el eje X. O es el punto
medio entre F'y F'. Sea F(c,0) y F'(—¢,0) sus coordenadas y P(z,y) un punto cualquiera
de la elipse.

A'(0,—b)

Por definicién |F'P|+ |[FP| = k = 2a, siendo 2a > 2¢c = a > ¢ = a* > ¢ =

a®> — ¢ > 0. Se define
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@)+ P+ (-2 +y? = 2a
(z +c)2 + 32 2a —/(r—c)2+y2  /()?
2?2 4 2xc + A2 + o> 4a® — dar/(x — ¢)? + y? + 22 — 2z + A + o>

re—a = —a/T-PTP )
v2c? — 2d%cx +a* = a’zx?® — 2xca® + a’c® + a®y?
220 — &)+ 2P = a¥(a?— A)
S 02? + ey = dP?

Finalmente dividiendo la ecuacién por a?b?, se obtiene

1.2 y2
2wt

La ecuacién anterior representa la Forma Ordinaria de la ecuacion de la Elipse.

ANALISIS
1. Intersecciones con los Ejes Coordenados.

a) Intersecciones eje X: Siy =0= = = +ta = V'(—q,0) y V(a,0)
.. La longitud del eje mayor = 2a
b) Intersecciones eje YV: Siz =0= y = +b = A(0,b) y A’(0,-0b)
.. La longitud del eje menor = 2b
2. La elipse es simétrica con respecto a ambos ejes coordenados y al origen.
3. Extension:
T = i%\/bQ — 2=z e R,Vy € [-bb
b
y==x-va® -2 = yec R Vee[—a,a]
a

Luego la elipse es una curva cerrada que no tiene asintotas horizontales ni verticales.

b2 2
4. Como la abscisa de F' es c = y = +— = L.L.R. = —. Andlogamente para F".
a a

5. La excentricidad de una elipse se define como

N

c
a a

e =
Cona>ce<l
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6. Si la elipse tiene su centro en el origen y el Eje Focal coincide con el eje Y, haciendo

un desarrollo andlogo al anterior,se obtiene que su ecuacién es

2 2
x Y
e !

> <

V(0,a)

F(0,¢)

» X
A'(=b,0) A(b,0)

Observacion 4. Siempre el denominador mayor esta asociado a la variable correspondiente

al eje coordenado con el cual coincide el eje mayor de la elipse.

Ejemplos

1. Hallar las coordenadas de los vértices y focos, longitudes eje mayor y menor, excentri-
cidad y la L.L.R. de 1622 + 25y2 = 400.

Solucion.

2 2
a) Coordenadas de los vértices: 16x2 + 253/ : 400 = SR A

25 16
a?=2=a=5 y VP=106=0b=4

S VI(=5,0) vy V(5,0)

b) Coordenadas de los Focos: > — 2 =0 = 25— *=16= =9 = c=3
S F'(=3,0) vy F(3,0)

c¢) Longitudes eje mayor y menor:

longitud eje mayor=2a =10 y longitud eje menor= 2b = 8§

23



d) excentricidad: e = € g y LLR="—=—
a

e) Graficamente

(0,4)

V(—5,0) ¥ (5,0)

(0, —4)

. . 7 : .
2. Hallar la ecuaciéon de la elipse que pasa por BB 3> , tiene su centro en el origen, su

eje menor coincide con el eje X, y la longitud de su eje mayor es el doble de la de su
eje menor.

Solucion. La ecuacién es de la forma

22y
ﬁ+§:1<:>a2x2+62y2:a2b

2

7 7
Como (%’ 3) € elipse = Za2 + 9% = a%b? como a = 2b = Tb* + 9b* = 4b*

— 160> —4b* =0 = 4’4 - b ) =0=0*"=0V4 -V’ =0 = b =4 = 0a’> = 16

.. La ecuacién pedida es
2y
4

Graficamente :
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v(0,4)

(-2,0) (2,0)

V'(0,—4)

Ecuacién de la Elipse Centro (h, k) y Ejes Paralelos a los Ejes Coor-

denados.

0'(h.k)
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Las ecuaciones de una elipse C'(h, k) son:

(w—h)?  (y—k)
L |ty =1

Forma Ordinaria Ecuacién Elipse C(h, k), eje focal paralelo al Eje X.
(x=h)?  (y—Fk)?

2. 72 + s =1

Forma Ordinaria Ecuacién Elipse C(h, k), eje focal paralelo al Eje Y.

Considerando la ecuacién 1), desarrollandola y ordenandola, se obtiene:
b’2? 4 a®y? — 20°hx — 2a’ky + b*h* + a*k* — a*b* =0

que es de la forma:
A? +Cy* + Dz +Ey+F =0

Siendo:

b2

—2b%h

= —2a%k

b2h? + a’k? — a®b?

TH T Q-
Il

Evidentemente los coeficientes de A y C son del mismo signo.

. Toda ecuacién de la forma (1.3) representard siempre una elipse?

Para responder la ecuacion (1.3) se llevara a la forma ordinaria.

D D? E  E? D*  E?
2 - - 2 - — - - _
A(x +Ax+4A2>+C(y +Cy—|—402> T F

afss P 2+0 B *  CD?+ AE? - 4ACF
724 YTac) T 1AC

Dividiendo ambos lados de la igualdad por AC, se obtiene

D\’ E\?
<x+ﬁ) . (“%)  CD?+ AE? — 4ACF
C A 44202

26
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CD? + AE* — 4ACF

Sea AWEleE = M. Si M # 0 la ecuaciéon queda:
D\’ E\’
(ra) (o) |
MC MA

que es la forma ordinaria de la ecuaciéon de la elipse.

Como A y C' son positivos, para representar una elipse, M debe ser positivo. Su deno-
minador 44%2C? es positivo, luego el signo de M dependerd de su numerador. En resumen

si:
1. CD?*+ AE* — 4ACF > 0, (1, 3) representa una elipse.

-D —-F
—, — |, 1 li .
54 20 ) , llamado elipse punto

3. OD? + AE? —4ACF < 0, (1,3) no representa un L.G. real.

2. CD*+AE?—4ACF =0, (1, 3) representa el punto (

Ejemplos

1
1. Los vértices de una elipse son los puntos (1,1) y (7,1) y su excentricidad es —. Hallar
la ecuacién de la elipse, las coordenadas de sus focos y las longitudes de sus ejes mayor

y menor y de cada lado recto.

Solucion.

a) Ecuacién de la elipse:
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. C(4,1) punto medio del eje mayor.

20=6=—=a=3
c 1
Comoe=—-—=-—=c¢=1
a 3

Luego a? —b? =9 —bp? =1 = 1*> =38

w42 1P

=1
9 8
b) Coordenadas de los focos:
F(h+¢,1)=F((5,1) y F(h—c1)=F'(31)
c¢) Longitud eje mayor y eje menor:
longitud eje mayor = 2a = 6.
longitud eje menor = 2b = 41/2.
20° 16
d) LLLR. =—=—
) a 3
BN | oo e e e FIN

2. Reducir a la forma ordinaria, y determinar las coordenadas del centro, vértices y focos,
las longitudes de los ejes mayor y menor, la de cada lado recto y la excentricidad, si

922 + 4% — 8y — 32 = 0.

Solucién.
a) Forma Ordinaria.

922 + 4y? — 8y — 32 = 0 llevdndola a la forma ordinaria, se tiene:

92° +4(y* —2y+1) = 32+4
922 +4(y—1)> = 36  /:36

a2 (y—1)
T

b) Coordenadas del centro: C'(0,1)

¢) Coordenadas de los vértices: Se tiene que a> =9 = a =3, 0> =4 = b =2

S V(0,4) vy V(0,-2)
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d) Coordenadas de los focos: =R =9-4=2=3*=5=c=+5

S F0,14++5) vy F'(0,1—+/5)
e) Longitud eje mayor y eje menor:
longitud eje mayor = 2a = 6.
longitud eje menor = 2b = 4.
20> 8

C
LLR =2"=2 — =
f) —=3 ¥ e=-

F."

V'(0,-2)
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Ejercicios Propuestos

1. Si (2,—1) Centro de una elipse, longitud del eje mayor mide 10, eje paralelo al eje X
y la longitud del eje menor mide 8.

Determinar:

a) Ecuacién de la elipse.

(-2 (y+1)°
: =1
Respuesta 5% + G

b) Excentricidad.
¢) Coordenadas de los focos.

d) Coordenadas de los vértices.
2. Dada la elipse de ecuacién: 222% + y? = 4. Determinar todos sus elementos y graficarla.

3. Dada la siguiente ecuacién: 22 +4y?+4x = 0, reducirla a la forma ordinaria, determinar
todos sus elementos y graficarla.

V3

Respuesta: e = >

4. Los focos de una elipse son los puntos (—4, —2) y (=4, —6), y la longitud de cada lado
recto es 6. Hallar la ecuacién de la elipse y su excentricidad.

4)? 4)? 1
(w4 w+4"_ 1
12 16 2

5. El centro de una elipse es el punto (2, —4) y el vértice y el foco de un mismo lado del

Respuesta:

centro son los puntos (=2, —4) y (—1, —4), respectivamente. Determinar la ecuacién

de la elipse, su excentricidad, la longitud de eje menor y la de cada lado recto.

6. Achurar claramente la region limitada por y =4, $+4 = 1,2 = /2y,y = 2v—2% — 4z,

indicando las coordenadas de los puntos de interseccion correspondiente a la region.

7. Determinar la ecuacion de la elipse cuyos focos estdn en y = —5, su centro sobre

x = —3, su eje menor es igual a 16 y su e = %
(z + 3)? N (y +5)?

100 64

=1

Respuesta:
8. Determinar cuales de los puntos A(—2,3), B(2, —2),C(2,—4), D(—4,-3), E(3,—1), F(3, —2),

G(2,1),H(0,15),1(0,16) estan en la elipse 822 + 5y? = 77.; Cuales estdn dentro de la
elipse?; Cuales estan afuera?.
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1.2.3. La Hipérbola

Definicién 5. Es el L.G. de un punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor
absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano, es siempre iqual a
una constante, positiva y menor que la distancia entre ellos. Los puntos fijos se llaman focos.

Esta definicién excluye el caso en que el punto movil se mueva sobre la recta que pasa
por los focos a exepcion del segmento comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio

de este segmento no pertenecen al L.G.
La hipérbola consta de dos ramas diferentes, cada una de longitud infinita.

Elementos de una Hipérbola.

F 3
E | L
B
P + 4 H
- - » |
F v c v F
H B’
1A
EJ
LJ
LJ
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C : Centro

F y F' . Focos

V oy V' . Vértices

Recta 1 : Eje Focal

Recta 1" : Eje Normal
AL . Eje Conjugado
BB’ . Cuerda
EE' . Cuerda Focal
LL' . Lados Rectos
HH' . Didmetro
I . Eje Transverso

F'P y FP : Radios vectores de P

Ecuacién Hipérbola C(0,0) y Eje Focal uno de los Ejes Coordenados.

Dada una hipérbola con C(0,0) y eje focal eje X. Sean F(c,0) y F'(—c,0) los focos y

P(z,y) un punto cualquiera de ella.

v
B

Aplicando la definiciéon de hipérbola se tiene que:

ldi —dy] =k=2a, 20<2c=a<c=ad'<d=c"—-a’>0
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Se define

AEr 2+ 2 —/E -+ = 2a

(x+c)2+y?2 = 2a++/(r—c)2+y? /()?

22+ 2rc+ A4y = 4a®+4day/(x—c)? +y2 + 2% — 2wc+ A+ 9P
4rc—4a®> = 4dar/ (v — c)? + y? /4
rc—a® = a\/(x—c)2+y2  /()?

22c? — 2a%cx +a* = a®x? — 2wca® + a’c® + a*y?
22 —a?) —a?y? = a¥(P— a?)

Pero ¢ —a?> = b?

B2 — %R = a?b?

Finalmente dividiendo la ecuacién por a?b?, se obtiene

N
a2 b2

La ecuacién anterior representa la forma ordinaria de la ecuacién de la hipérbola con
C(0,0) y eje focal, eje X.

ANALISIS

1. Intersecciones con los Ejes Coordenados.

a) Intersecciones eje X: Siy=0=—= z = +a = V'(—a,0) y V(a,0)
.. La longitud del eje transverso = 2a

b) Intersecciones eje Y: Si x = 0 = y ¢ R. Sin embargo se consideran los puntos
A(0,b) y A'(0,—b) como extremos del eje conjugado.

.. La longitud del eje conjugado = 2b
2. Simetria: hay con respecto a los ejes y al origen.
3. Extension:
a) y= igm =y € R,Vx € (—o0, —a] U [a, +00).
b) x::t%\/mﬁxeR,VyeR.

Luego la hipérbola no es una curva cerrada.
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4. Asintotas: No tiene asintotas horizontales ni verticales, pero si tiene dos asintotas
oblicuas que se estudiaran mas adelante.

b2 2
5. Como la abscisa de F es c = y = +— = L.L.R. = —. Andlogamente para F".
a a

6. La excentricidad de una hipérbola se define como

C
e = — =
a a

Cona<c,e>1.
Si la hipérbola tiene su centro en el origen C'(0,0) y el Eje Focal coincide con el eje Y,
haciendo un desarrollo andlogo al anterior, obtenemos que su ecuacién es

Observacion 6. La variable de coeficiente positivo corresponde al eje coordenado que con-
tiene al eje transverso.

Asintotas de la Hipérbola.

Hipérbola Equilatera o Rectangular.

Tenemos: b%x? — a?y? = a®b?

b b a?
Ly=+-vVal—a =+-x\/1- -
a a X

2
. o a b
En esta ecuacion si x aumenta sin limite 1 — — 1y por lo tanto y = +—x, que representa
T a

b b
dos rectas y = —x, y = ——x que son las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola.
a a
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Observacién 7. Si b%x? — a*y? = a®b? es la ecuacion de una hipérbola, facilmente se deter-
minan sus asintotas haciendo b*z* —a*y* = 0 = (bx —ay)(bx +ay) = 0 y luego bx —ay = 0,

bxr + ay = 0 son las ecuaciones de ellas.

Hipérbola Equilatera o Rectangular.

Sea la hipérbola para la cual a = b, luego la ecuacién de ella es 22 — y? = a? llamada
hipérbola equilatera por tener los ejes transverso y conjugado iguales, siendo z — y = 0,
x + 1y = 0 sus asintotas. Estas rectas son perpendiculares entre si, por esta razén se le llama
también hipérbola rectangular. Una ecuacién util de la hipérbola equilatera es zy = k, k

constante distinta de cero. Es una hipérbola que tiene de asintotas a los ejes coordenados.
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Ejemplos

1.

Hallar las coordenadas de los vértices y los focos, las longitudes de los ejes transverso
y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto para 9y* — 4z? = 36.

Solucion.
RN A
Qy“ — = —_— =
gy 49

A?=4=a=2

P=9=—0b=3

c=Va2+b =13

S V(0,2) vy V(0,-2), F(0,V/13) y F'(0,—/13)

longitud del eje transverso= 2a = 4, longitud del eje conjugado= 2b =6

c 13 20

e=—-=—— LLR=—=9
a 2 a
Graficamente
Y
$7(0,V13)
v(0,2)
> X
Q
BN | e e e e e e e e e e e e FIN
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2. El centro de una hipérbola estd en el origen, y su eje transverso esta sobre el eje Y.
Si un foco es el punto (0,5) y la excentricidad es igual a 3. Hallar la ecuacién de la
hipérbola y la longitud de cada lado recto.

Solucioén.
Y
4 Fo5
» X
0
5 25
e:E:3 y c=b=a=-=a’="—
a 3 9
25 200
Ademach—aQ:b2:>25—§:b2:>b2:7.
2 2
Luego debemos formar la ecuacion = — — = 1.
a b?
2 2
- 2 _ 9,2 _
-9 T 90 =1= T2y* — 92° = 200
9 9
20? 2
LL,R‘:iZQ.@.éz@
a 9 5 3
BN | oo e e e e FIN
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3. Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto (3, —1), su centro esté en el
origen, su eje transverso sobre el eje X, y una de sus asintotas es la recta 2z+3v/2y = 0.

Solucion.

2x+ 342y =0 v

G-

(235 + 3\/§y) (235 — 3\/§y) =k
4o? — 182 =k

como (3, —1) € hipérbola =36 — 18 =k =k =18
At - 18y =18 /:2

222 — 9y =9
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Ecuacién Hipérbola Centro (h, k) y Ejes Paralelos a los Ejes Coor-

denados.

Consideremos una hipérbola con centro O’'(h, k) y eje focal paralelo al eje X.

Y Y’

&~ -~

» X'
0'(h, k)

La ecuaciénes de una hipérbola C'(h, k) son:

(e (y—k?_

a? b2

1| Forma ordinaria ecuacién hipérbola C'(h, k) y eje focal paralelo

eje X.

(y—k2? (z—h)

— = 1| Forma ordinaria ecuacién hipérbola C(h, k) y eje focal paralelo

eje Y.
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Ejemplos

1. Reducir la ecuacién 4z% — 9y? + 322 + 36y + 64 = 0 a la forma ordinaria y determinar
coordenadas del centro, vértices y focos, longitud ejes transverso y conjugado, longitud

lado recto, excentricidad y ecuacion de las asintotas.

Solucioén.
a) Forma ordinaria: 4(z? 4+ 8z + 16) — 9(y* — 4y +4) = —64 + 64 — 36
Iy —2)2—4(x+4)?*=36 /:36

N
’ 4 9

b) Coordenadas del centro: C'(—4,2)

c¢) Coordenadas de los vértices y focos:

d=4d=a=2 WV¥=9=0b=3, F=13=c=+13

V(=400 y V(=4,4),  F(-42-V13) y F'(-4,2+V13)
d) longitud eje transverso=2a =4 y longitud eje conjugado= 2b = 6

) c V13 20°

~S=Y2 v LLR==—"=0.
f) Asintotas:

™

a 2 a

3y—2)—2(x+4)=0=2r—-3y+14=0
3y—2)+2x+4)=0=22+3y+2=0
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g) Graficamente:

>

2x+3y+2=0

v
=)

2. Hallar el 4ngulo de interseccién de las asintotas de la hipérbola 922 —y*— 362 —2y+44 =
0.

Solucién.

9(x? —dr+4)— (Y¥*+2y+1)=—44+36 — 1

(y+1)2=9(x—22=9

— Asintotas: 3r —y—-7T=0=m1 =3 y 3r+y—5=0=my= -3

3-3 -6 3 .
cotg(a) = =9 —_—8—1—0,75:>a—36,87

3. Hallar la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (4, 6), tiene el eje focal paralelo
al eje X, y sus asintotas son las rectas 2z +y—3 =0y 2xr —y —1=0.

Solucion.
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2e4+y—3)2x—y—1)=k

como (4,6) € hipérbola = 11-1=k =k =11

coAr? —2ay+ 22y —yP—y—6x+3y+3—22 = 11
40 — 8 —y* +2y = 8
4z -2z +1)— (P —2y+1) = 8+4—1
4(x —1)* — (y — 1) 11
@-1F w-1?
11 11
4
BN | o e e e e FIN

4. Demostrar que la elipse 22 + 3y? = 6 y la hipérbola 2% — 3y? = 3 tienen los mismos

v
=g

focos.
Solucioén.
Y
F F
a) Andlisis para la ecuacién de la elipse.
22y
—+ =1
6 2

a?=6=—a=+6
P=2=—=0b=+2
F=4=c=2

SF(=2,0) vy F(2,0)
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b) Anadlisis para la ecuacién de la hipérbola.

?=3=a=+3
P=1=b=1
A=4=c=2
SF'(=2,0) vy F(2,0) (xx)

Luego de (%) y (*x) los focos son los mismos.

Observacién 8. Si los coeficientes A y C difieren del signo, la ecuacion Ax* + Cy* + Dx +
Ey+ F = 0 representa una hipérbola de ejes paralelos a los coordenados o un par de rectas
que se cortan.

Ejemplo 9. Determinar que curva representa la ecuacion x> — 4y> —2x +1 = 0.

Solucién.
2?2 — 4y - 20+ 1
22 —2x+ 1 — 4y
(z—1)° — 4y
(x —1—=2y)(x — 1+ 2y)

r—1-2y=0=2—-2y—1=0

o O O O

r—14+2y=0=—=2+4+2y—1=0

.. representa dos rectas que se cortan.
2 01 FIN
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Ejercicios Propuestos

1. a) Escribir la ecuacién de la hipérbola con centro en (—2,1), con eje transverso de
longitud 6, paralelo al eje X y con un eje conjugado de longitud 8.

b) Determinar: excentricidad, coordenadas de los focos y de los vértices.

¢) Determinar: las ecuaciones de las asintotas.

d) Graficar la hipérbola.
2. Gréficar la hipérbola de ecuacién: 4x% — y? + 36 = 0.

3. Dada la siguiente ecuacién: 22 — y? — 22 — y + 1 = 0. reducir a la forma ordinaria y

graficarla.
( )
Y+ _> 2
2 -1
Respuesta: - (v ) =1
1 1
4 2 42
2 -1
Respuesta: (z+2) — y ) =1
9 16

4. Determine el area de la region limitada por 2z — 3y — 5 = 0,y = 5 y las asintotas de
42* — 9y* + 160 + 54y — 70 =0
63

Respuesta: 1

5. Hallar la ecuacién de la elipse que tiene los mismos focos que 7z% — 9y?> = 63 y su
excentricidad es igual a la mitad de la excentricidad de la hipérbola.

2 2

z Y
R ta: — + 2 —1
espuesta 36+20

6. Achurar y calcular el area de la region encerrada por la tangente trazada por el extremo
superior del eje menor de x = 1 — 21/—3 — y? — 4y y las asitotas de 22 — 4y? — 2z —
24y — 35 = 0.

Respuesta: 8

2
7. La longitud del lado recto de una hipérbola es ﬁ Si ella tiene su centro en el origen

y uno de sus lados rectos estd sobre la misma recta que uno de los lados rectos de

2 2

% + % = 1, determinar la ecuacion de la hipérbola y la de sus asintotas.
22

Respuesta: g—Tzl; t—V3y=02+V3y=0

8. Sean: x =4, y=—1v32— 4224+ 82,3z —y+6=0,y=6—2\x
a) Identificarlas.
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10.

11.

12.

13.

b) En un mismo sistema de ejes coordenados graficarlas y achurar el drea de la regién

que ellas encierran.

¢) Determinar las coordenadas de los puntos donde las curvas dadas se intersectan.
Respuesta: ¢) (—2,0),(4,0), (4,2),(0,6)

Determinar la ecuacién de la circunferencia cuyo didmetro es el segmento determinado
por las intersecciones de 18y — 22 — 6x + 27 = 0 con la parte negativa del eje X y del
eje Y.

Respuesta: 31:~|—g 2+ +§ 2—@
P ' 2 Y74 T 16

Sea C': 2% +24y? — 144y + 212 = 0. Determinar el drea de la figura geométrica formada
por el diametro de C' ubicado sobre la recta L cuyo angulo de inclinacién es de 135°,
el eje X y las rectas perpendiculares al eje X que pasan por los extremos de dicho
didametro.

Respuesta: gu.a.

Sean las curvas 22 + y*> = 8 y 22 + 9> — 4y = 0. Determinar las ecuaciones de las
parabolas que pasan por los extremos de la cuerda comtn de las curvas dadas, y cuyos
focos son el punto medio de dicha cuerda.

Respuesta: 2% = 4(y — 1); 22 = —4(y — 3)

Determinar el area del triangulo ABC', sabiendo que:

AB: segmento que pasa por los centro de Cy : 22 +y?> =4y Cy : 2?2+ 1> — 122 +27 = 0,
siendo B el centro de Cs.

AC': segmento tangente a Cy en (—1,+/3). BC: segmento perpendicular a AC.
Respuesta: %u.a.

Sea C': (x — 3)% + y* = 25.

a) Determinar la ecuacién de la tangente a ella en (6,4).

b) Segin lo obtenido en a), determinar la ecuacién de la pardbola cuyo foco es la
interseccion de la tangente con el eje X y cuyo vértice es el punto de tangencia

de la parabola con C.
Respuesta:
a) 3x+4y —34 =0,
40

) = (e -9
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Sean (0,2) y (—6,2) los focos de una elipse. El drea del rectdngulo que la circunscribe
es de 80, siendo los lados de éste paralelos a los ejes mayor y menor de la elipse.

Determinar la ecuacion de la elipse.
2 _ 9)2
@437, =2 _ |
25 16

Calcular el area de la figura geémetrica formada por la tangente trazada por el extremo

Respuesta:

superior del eje menor de 22 — 2z + 13 = —4y? — 16y v 2% — 4y? — 22 — 24y — 35 = 0.
Respuesta: 8u.a

Una circunferencia es tangente a 3z — 4y —4 = 0 en (—4, —4) y su centro se encuentra
sobre 4+ y + 7 = 0. Determinar la ecuacién de la circunferencia.
Respuesta: (z + 7)% + y? = 25.

La entrada de un tunel tiene la forma de un arco semi-eliptico, con eje mayor horizontal.
La base del arco tiene 30m de longitud y su parte méas alta, con respecto al suelo, mide
10m. Determinar la longitud de una cuerda horizontal que esta a 5m del suelo.
Respuesta: 15v/3u.1.

Sea C' : 22 — 62 + 28y + 65 = 0. Determinar la ecuacién de una elipse, sabiendo que su
eje focal coincide con la directriz de C'y que el eje normal de la elipse coincide con el

eje focal de C'. La abscisa de uno de los focos de la elipse es 5 y su excentricidad es de
1

5.
_9)2 )2
Respuesta: (x—3) + v =5) =

16 12

1

Determine, completando cuadrados si la ecuacién, 322 — 3y?> + 2 + 5y +1 = 0 re-
presenta un lugar gedmetrico real. En caso afirmativo encuentre sus elementos y su

representacion gréfica.

Calcule el area del tridngulo formado por: el centro de la circunferencia y los puntos
de intersecciones de la recta x = 3 con la circunferencia z? + y* — 42 — 6y + 8 = 0.

Respuesta: 2u.a.

Determine la ecuacién de la hipérbola cuyas asintotas son las rectas: 2y — 5xr — 9 = 0,

2y + 5z + 1 =0y que pasa por el punto (1,2).
(e+1? -27*_|
4 25

16 — 22
Dadas las curvas y = 1 yr==2y,y=4,12=0

a) Identifique las curvas dadas.

Respuesta:
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23.

24.

25.

26.

b) Grafiquelas en un mismo sistema de coordenadas.

c¢) Achure la regién limitada por ellas.

Determinar la ecuacién de la elipse de e = ¥ cwo eje mayor es el segmento

comprendido entre el punto de interseccién de las asintotas de 422 — 3y? + 322 — 18y +
38 = 0 y el eje de las ordenadas.
(z+2)°  4ly+3)° _

1
4 13

Respuesta:

Sea C' : 422 —9y? —16x+54y —29 = 0. Determinar la suma de las dreas de los tridngulos
que forman las asintotas de C' con el eje X y con el eje Y.

97
Respuesta: Eu.a.

1
Seanx:—4,y:4+§\/4—x2,y:4—\/—8x+16,y:O.

a) Indentificar claramente cada curva.

b) En un mismo sistema de coordenadas graficar las curvas y achurar la regiéon que

ellas encierran.

c¢) Determinar los puntos de interseccién de las curvas correspondientes a la region.
Respuesta: ¢)(—2,0),(—2,4),(2,4),(0,0)

Sean y? = 18z y (z+6)% +y* = 100. Determinar la ecuacién y la longitud de la cuerda
comun a las curvas dadas.
Respuesta: x =2 y 12u.l.
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Capitulo 2

Funciones de una Variable Real
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Competencias a lograr
Al término del presente capitulo, el alumno serd capaz de:

Identificar una funcion.

Determinar dominio y recorrido de una funcién.

Operar con funciones determinando el dominio correspondiente.
= Reconocer las carateristicas graficas de una funcion.

Se estudiara un tipo especial de relaciones entre elementos de un conjunto A y de un

conjunto B, denominada funciones de A en B.

La palabra funcién se usa con frecuencia para indicar una relaciéon o dependencia de una

cantidad respecto a otra.
Ejemplo 10.

1) El drea de un circulo es funcion de su radio.

11) El asignar a cada pais del mundo su capital, es una funcion.

Una funcién f es una regla o una correspondencia que relaciona dos conjuntos, de tal
manera que a cada elemento del primer conjunto, denominado dominio de f, simbolizado
domf, le corresponde uno y sélo un elemento del segundo conjunto, denominado conjunto
de llegada.

Ejemplo 11. Sea A = {a,b,c} y B ={z,y}
Por lo tanto, A x B = {(a,2), (a,), (b,2), (b,3), (¢, ), (¢, )}

Sean M = {(a,x), (a,y), (b,x), (¢,y)}; N = {(a,x),(b,y)} y R = {(a,2),(b,y), (¢, 9)},
subconjuntos de A X B.

Entonces M no es funcion, ya que a estd relacionado con x e y.
N no es funcion, ya que ¢ € A y ¢ no estd relacionado con ningin elemento de B.

R es funcion. ; Porqué ¢

Definicién 12. Se denomina funcion de A en B a toda relacion f C A x B que satisface

las siguientes propiedades:
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1) domf = A (Propiedad de Existencia).

1) (z,y) € fA(z,2) € f =y =z (Propiedad de Unicidad).

2.1.

Dominio y Recorrido de una funcién

La definicion de funcion establece esencialmente lo siguiente:

“Dados dos conjuntos A y B, una funcién es una ley de correspondencia que asigna a
cada elemento de A uno y sélo un elemento de B”.

. Si (z,y) € f se denota y = f(x), que significa que y es la imagen de z segin f.

Notacién: Una funcién f se denota como: f: A — B tal que f(z) =y que se lee:

“f es una funcion de A en B tal que la imagen de x € A, bajo [, esy = f(x) € B”.

Asi se tiene que: El dominio de f, es el conjunto constituido por todos los elementos que

poseen imagen bajo f, y el recorrido de f, simbolizado por recf, es el conjunto formado

por todas las imégenes bajo f.

Por lo tanto, recf C B.

Observaciones

1. No es necesario que todo elemento y € B sea imagen de algin x € A.

2. El conjunto {y € B/dr € A tal que y = f(z)} se llama rango, recorrido o contra
dominio de fy {x € A/3f(x)} se llama dominio de f.

3. En lo sucesivo se supondra que A y B son conjuntos de nimeros reales, es decir f es
funcion real de variable real.

4. Como el valor de y depende del valor de z, se dice que [y| es la variable dependiente y
es la variable independiente.

5. Una funcién f se considera bien definida, si se conoce de ella su expresion analitica

(y = f(x)) y su dominio. De este modo si se conoce su expresiéon analitica y no
esta explicitado su dominio, éste se debe establecer.
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Grafica de Funciones

Las funciones reales se pueden representar geométricamente por una grafica en el plano
cartesiano XY'.

Definicién 13. Se define grafica de una funcion f como:
Gr={(z,y) e RxR/x € A= (domf) ANy = f(x)}

Para que una grdfica corresponda a una funcion, toda recta paralela al eje Y debe interceptar

a la grdfica en un solo punto, Vx € domf.

Definicién 14. Se define ceros de una funcion f, a la abscisa del punto de interseccion de

la grafica de f con eje X.

Ejemplos

1. Sea f:R— R / y= f(x)=2% Hallar domf, recf y gréafica de f.

Solucion.

Como x puede tomar cualquier valor real, entonces domf = R.
Como y = 2? > 0,Vxr € R = recf = R* U {0}

Gréfica
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2. Sea g(x) = /1 — x. Determinar dom g y rec g.
Solucién.
Esta funcién estd bien definidasil —2 > 0=z <1
c.dom g = (—o0,1].

rec g = RTU{0}, en efecto: comoz <1=1-2>0=+/1—-2>0=y > 0.
BN | o e e e e e e e e FIN
3. Una funcién también puede definirse por tramos.
x? siz<0 ;f
142 si0<az<1 ;fy

Sea f(z) = {
Determinar domf, recf y grafica de f.
Solucién.

A partir de f(x) se tiene que:

a) domf = domf, Udomfs, luego domf = (—o0,0)U[0,1] = (—o0, 1].
b) Para recf = recf; Urecfs

1) recfi: como y = x2, pero x < 0 Sy >0=recfi = R"
1) recfo: 0 < <1 /+l=1<zx+1<2 Sy €12

= recfy = [1,2]

c.recf =recfi Urecfo = RTU[1,2] = RT
c) Gréfica.
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0 siz<0 ;f
r siz>0 ;fy

4. Sea f(z) = {

Determinar domf, recf y grafica de f.

Solucion.

a) domf = (—00,0] U (0, +00) = R.
b) Para recf:

1) fi(z) =0,V < 0= recf; = {0}
1) fo(z) =2,V > 0= recfy = R

c.recf =recf; Urecfa = RT U {0}
c¢) Gréfica:
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5. Definida una funcién en el intervalo —2 < z < 8 por f(z) = z?, determinar f(4);
f(=3); f(t —3), si es que existen.

Solucién.
F(4) =42 = 16
f(=3) no estd definida ya que —3 ¢ [—2,8].

f(t—3)=(t—3)% existe si t — 3 € domf, es decir, =2 <t —-3<8=1<t<1l.
BN | o FIN

6. Sea f(x) = x3. Determinar domf, recf y grafica de f.

Solucién.
domf =R
recf =R, ya que y = 2* = x = ¥y siendo /y € R,Vy € R.

Gréfica:

95



—>

v
B

[
o

2 sirel-1,2] ;f
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7. sea f(r) = {

Determinar domf, recf y grafica de f.

Solucién.
a) domf = domf, Udomf, =[—1,2] U (2,4] = [-1,4].
b) Para recf:

1) recfircomo —1 <r<2=—= —-1<r<0VvV0<r<2=—0<r<1v0o<
r? <4
— 0<r?<4
s.recf; =0, 4]

) recfocomo2<r<4 /[/-3—=6<3r<12 /41=7<3r4+1<13
c.recfy = (7,13]

Luego de i) y ii) recf = [0,4] U (7,13].
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c) Gréfica:

8. Sea f(x) =7+ +/3x — 6, funcién de variable real. Determinar domf y recf.

Solucion.
) fe)eR<—=V3z—6ER—=—=3r-6>0= 2 >2

sodomf = [2,400)

11) Para determinar el recorrido se puede proceder de dos formas:

a) V3r—6>0 /+7T=T74+3x—-6>7T=y>T7= recf =[7,+00).

b) Comoy=7T+V3z—-6=—=y—-T=V3r—-6—=y—-T7>0—=y>7

corecf = [7,400)



1+
NG

9. Sea f(x) =

Solucion.

. Determinar domf y recf.

1) vz € R= 2z > 0. Como /x esté en el denominador, z > 0

1) Como z > 0=z +

c.domf =R"

1+z

VT

[P ="+ 2-y)r+1=0

1>1ycomo+r>0= >0=y>0.

1
Ademas y = \—/i_;

2ty /)24
N )2@/ y
Como y > 0,

— 1y’ —4> 0=y € (—00, 2] U[2, +00)

corecf = [2,400)

10. Hallar el dominio y recorrido de:

h(z) x?—4 s%x<3
2r— 5 six >3
Solucion.

iy
; o

a) dom h = (—00,3)U[3,+00) =R

b) rec h:

1) rec hy:
Si <3 =
=
_
_

11) rec hy: Six >3

0<xr<3 V x<0
0<2z2<9 Vv 22>0
—4<22—4<5 V 22—4>—-4
x?—4> -4

c.rec hy = [—4, +00)
—2r>6=2r—52>1

c.rec hy = [1,400)

c.rec h = [—4,4+00) U[l, +00) = [—4, +00)
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c) Gréfica:

11. Hallar el recorrido de:

1+ va2—2x+14 si —5<x<2 ;fi
f(x) =

-3 si—2<x<4 :f

Solucion.

1) recfi:

fle)=1+VaZ—2z+1d=1+/(z—1)2+13
—H<r<24= 6<r—-1<1<6<=|z—-1/<6
—0<(z-1)2<36=13<(r—1)*+13 <49
VIB< /(2 124+ 13<7T=1+VI3<1+/(z—1)2+13<8
corecf; = [14 V13, 8]

) recfy: fo(x) = =3
c.recfo = {3}
Luego de i) y ii) recf =recfi Urecfs = [14+ /13,8 U {-3}
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Igualdad de Funciones

Sean f y ¢ funciones reales de variable real. Se dice que f = g, si y sélo si;
1) dom f=dom g

1) f(z) =g(z),Yx € dom f =dom g

Ejemplos

1. Sean f(x) =22 x € [0,400) y g(x) = 2%, € (—00,0]. (Es f = g7

Solucién. Como dom f = [0, 4+00) # (—00,0] = dom g

S f#Eyg

2. flo)=V2r—1Vz+2 y gl@)=+y/QRx—1)(z+2). Esf=g7?

Solucion.
1) domf

={reR/ 2¢—1>0 A z+2>0}
:{xG]R/ x>

L)

1) dom g

A xZ—Q}

N | —

={reR/ (2z—-1)(x+2)>0}
= (—o0, —2] U B,—i—oo).
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Como domf # dom g

2.2. Algebra de Funciones

Definicién 15. Sean f y g funciones cuyos dominios respectivos son domf y dom g. Su
suma (f +g), su diferencia (f —g), su producto (f-g) y su cuociente (z) son las funciones
g

definidas como:
1) (f+9)(x) = flz) +g(z)
1) (f —g)(@) = f(z) — g()

1) (f-g)(z) = f(z) - g(x)
V) (g) (z) = g(—g, g(z) #0

v) (Af)(x) = A(f(z)), AeR

Donde el dominio correspondiente es:
dom(f £¢g) =dom(f-g)=domfNdomg vy

dom (g) — domfNdom g—{z €R/ g(x) =0}

Ejemplos

1
1. Dadas las funciones f(z) = 22, g(z) = o h(z) = sen(x).

Encontrar

N (f +9)(=2)

w (£-h)(3)
(56
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1v) Determinar (f + g)(z) v (ﬁ) () con su dominio.
Solucién.

) (F+9)(-2) = f(-2) +9(-2) = (-2 + 5 =47 = L.
0150 (5) = (5) 1 (5) = (5) o (5) =55 =Yg
o (2)6)- "2

1v) a) dom(f + g)
domf =R; dom g=R—{0}, dom(f+g) =R-—{0}.
La expresion analitica de (f + g) es:
3+ 1
T

(f+9)(r) =2+~ =

b) dom (ﬁ) — dom g Ndom(f - h) — {z € R/(f - h)(z) = 0}
=dom gNdomfNdom h—{xeR/(f-h)(z)=0}
Como domf =R A dom h=R = dom(f-h)=R.
Luego dom (%) =R—-{0}NR —-{z e R/(f-h)(x) =0}

Pero (f - h)(z) = 2 -sen(z) =0 =12 =0 V sen(z) =0= z = kr,
keZ.

o x? - sen(x) # 0 para x # km, k € Z

'omiz — —{x=knm =R —-{z=kn .
-d (f_h) R—{0} —{z=Fkr, keZ)=R—{o=kr, keZ}

La expresion analitica de

€s:

g
f-h




. Sea f(z) = %_3 y g(x) = \/x. Determinar (f + ¢)(z) y su dominio.

Solucién.
domf=R—-{3} A domg=Rg
Sodom(f+g) = Rar —{3}

La expresion analitica de (f + g) es:

1
. Sea f(x) = 357 g(z) = —223. Determinar (f - g)(x) y su dominio.

Solucién.
domf=R—-{-5} A domg=R

sodom(f-g) =R —{-5}

La expresion analitica de (f - g) es:

2
. Sea f(z) =+va+6yg(x)=— ’ 1 Determinar (i) (x) y su dominio.
e = 9
Solucioén.

domf={z € R/Vr+6€R} ={z€R/x+6>0€R} = domf = [-6,+00).
dom g=R —-{-2,2}; g(z)=0=

. dom i = |— 00 —{— — = |- o00) — 11—
cod (g) [—6,4+00) N (R — {-2,2}) — {0} = [-6,4+00) — {—2,0,2}

=0= 2 =0.

2 —4

La expresiéon analitica de = es:

(£) ) - Y28 s

2x o 21




5. Sean f y g funciones definidas por:

22 =5, stz < -2 ;f 20 —4, six > -2 ;g
f(-’B)Z{ Ly 9(9«")2{ '

2—=3x, siz>-2 ;fy 22+ 3z, stz < -2 ;g

Determinar (f + ¢g)(x) y su dominio.

Solucion.

dom(f + g) = dom(f1 + g1) Udom(f1 + g2) U dom(fz + g1) U dom(fa + go)

Entonces:
1) dom(fi + g1) = domfi Ndom g, = (—o0, —2) N (=2, +00) =0
o (fi+g1)(z) no existe
1) dom(fy + g2) = domfi Ndom gy = (—00, =2) N (=00, =2] = (—00, —2)
(4 g2)(@) = fi(2) + ga(x) = 2% — 5 + 22 + 32 = 222 — 2a.
111) dom(fy + g1) = domfs Ndom g1 = [—2,4+00) N (=2, +00) = (=2, +00)
(ot g)@) =folr)+p(z)=2—30+20 —4=—z—2.
V) dom(fa+ g2) = domfa Ndom g = [—2,400) N (—o0, —2] = {—2}
(ot ) (@) = foln) + gola) =2 — 32+ 2* + 32 = 2 + 2.
Finalmente se tiene dom(f + g) = 0 U (—o0, —=2) U (=2, +00) U{-2} =R
20% — 2w, six < —2

S(frg)=q —x—2, siz>-2
2242, sixz=-2

64



2.3. Caracteristicas Graficas de una Funciéon

Funciones Pares e Impares

Definicién 16. Se dice que f es una funcion par si f(—z) = f(x), Yo € domf, lo que
significa que la grafica de [ es simétrica respecto al eje de las ordenadas.

Ejemplo 17.
f(x) =32%; f(x) = |z|; f(x) =k, k € R son funciones pares.

f(z) = 42* — 2x no es par.

Definicién 18. Se dice que f es una funcion impar si f(—z) = —f(x), Vo € domf — {0},
lo que significa que la grdfica de f es simétrica respecto al origen.

2 x> 0
Ejemplo 19. f(x) = sen(z); f(z) = z°; flz) = { e son funciones impares.

-2, stx <0
Ejemplos
1. Sea f(z) = ] fxz. Verificar que f es impar.
Solucién.
—x T :
f(=x) = 1+ (—2)? = - <1 +x2) =—f(x) .. fesimpar
BN | oo e e e e e FIN

2. Sea f(z) = x? + 4. Verificar que f es par.

Solucion.

1, sixze[-2-1)
3. Verificar que f(x) =0, sixzé€[—1,1] es par.
1, size(l,2]

Solucién.
PD. f(z) = f(~a)
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)Si 2<z<-1=1<-2<2= f(—x)

1m Si—-1<z<l=-1<-12<1= f(—x)

1
0
1

m) Sil<z<2= -2<-z<—-1= f(—x)

1, size[-2-1)
S f(=x) =40, sizel[-1,1]
1, size(l,2]

Luego f(—z) = f(x), f es par.

Gréfica:
Y
r—o  md Ol
i“ ' ? 1 X
FIN | oottt e
1, size[-1,0] . : :
4. Sea f(x) = ' " verificar si f es impar.
/(@) {—1, siz € (0,1] f es imp
Solucién.

P.D. f(—z) = —f(x), Vo € domf — {0}

) Si-1<2<0=0<-2<1= f(-2)=-1
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1 Si0<z<l=-1<-2<0= f(—2)=1

) Siz=0—= —r=0= f(—z)=1

fea) = {—1, siz € [~1,0)

1, sizel0,1]

Luego f(—z) = —f(z), f es impar.
Gréfica de f(z)

Funciones Acotadas

Definicién 20. Sea f: A C R — R, se dice que la funcion f es acotada superiormente si:
M eR/f(z) < M,Yx e A

El significado geométrico de esta definicion indica que f es acotada superiormente, si su
grdfica queda debajo de la recta y = M.
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y=M

/

W
]

y =)

Definicién 21. Sea f: A C R — R, se dice que la funcion [ es acotada inferiormente si:
dmeR/f(x) >m,Vx e A

El significado geométrico de esta definicion indica que f es acotada inferiormente, si su
grdfica queda sobre la recta y = m.

y=£)

Definicién 22. Se dice que la funcion f es acotada, si lo es superior e inferiormente.

St es acotada, su grdafica quedard contenida en una franja horizontal. Luego debe existir

keRY/|f(z) <k
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/N7

Ejemplos

1. f(x) = sen(x) es acotada ya que |sen(z)| < 1.

2. f(z) = cos(x) es acotada ya que |cos(x)| < 1.

3. f(x):%2 esacotadayaque0<x2+1§1.
4. f(x) ’ tad ue
. = es acotada ya que:
22+ 1 —2x
2 2 2
Como (1+2)*>0=2a"+1>-22 /:x +1:>I2+121L‘2—|—1
—2x -1 x
C 2+1>0=1> = — <
omo z°+ 1> Z 2L 7 S 211
z?+1 2z 2z
1—2)?2>0=22+1>2 e > = 1>
(1-2)"20 vhlzle [rats 2?2+1 7 2?2+1 T 41
1 x
- >
2 T 241
1< x <1 x <1
2 7 x?2+1 72 x2+1| 7 2

1
5. f(z) =  noes acotada, ya que recf = R — {0}.
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Funciones Monotonas

Definicién 23. Sea f: A CR — R, se dice que:

1. f es creciente si: ¥ x1,x9 € A, 11 < x93 = f(x1) < f(22).

Fxy)

2. f es decreciente si: ¥ x1,19 € A, 1 < 19 = f(x1) > f(x2).

flxz)

3. [ es estrictamente creciente si: ¥ x1,x9 € A, 11 < 9 = f(x1) < f(x2).
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hr---Z flxp)

v
e

4. [ es estrictamente decreciente si: ¥V x1,x2 € A, 11 < x93 => f(x1) > f(22).

fx2)

W
b

X1 xz\

Una funcién f definida en un conjunto A es mondétona, si es uno de los cuatro casos
definidos anteriormente.

Sea el siguiente gréfico:
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A
S

ez X5 Xg

Se observa que la funcién correspondiente no es monénotona en su dominio (21, z6). Sin
embargo ella es creciente en los intervalos: (x1,23); (23,%4); (x5,26) y decreciente en los

intervalos: (xq,x3); (x4, T5).
Ejemplos
1. Sea f(x) = 3x + 2. Determinar su monotonia.
Solucioén.
T <Xy = 311 <329 — 311 +2 < 329 + 2 — f([L‘l) < f(fg)

.. [ es estrictamente creciente.

BN | o FIN
2. f(z) = —2x — 1. Determinar su monotonia.
Solucioén.

T < Tg = =211 > —209 —> 221 — 1> 21— 1 = f(xl) > f(l‘g)

.. f es estrictamente decreciente.
BN | oo e e e e FIN
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3. Sea f(x) =9 — x2. Determinar su monotonia.

Solucién.
Como es una funcién par y considerando que el domf = [—3, 3], se tiene:
x1, To € [—3,0]

n<n=—n<-n (P=B<d [ (-)= > 9=

9—22>9—2? = \/9—2}> /99— 1} = f(22) > f(z1)

.. [ es creciente en (—3,0) y como f es par, entonces en (0, 3) es decreciente.
BN | o

1
4. Demostrar que f(z) =z + — es mondtona creciente en (1, +00).
T

Solucion.

Sea 1 <z <z P.D. f(x1) < f(22).

1 1 To — I 1 1
—— — = <To—T,yaquerg —11 > 00— — — — <19 — 11
T Z2 122 T X2

1 1
= — 4+ 11 < — + 29 —> f(l’l) < f((lfg)
Iy T2
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Funciones Periodicas

Definicién 24. Una funcion f se denomina Funcion Periodica si existe un nimeroT > 0

tal que:
1. x edomf = (x+kT) € domf, k € Z

2. fx+kT) = f(x), Yz € domf.

El nimero T" se denomina Periodo de f
Ejemplo 25. El periodo de las funciones seno y coseno es 2m;

sen(x + 2m) = sen(x), Vx € R, cos(x + 27) = cos(z), Vx € R.

También son periodos de estas funciones 2w, 4w,... en general 2nmw, n € 7, siendo 27

el menor periodo positivo.

Definicién 26. Se llama periodo fundamental de f al menor de los periodos positivos.

Ejemplos

1. Determinar una expresién analitica para la funcién de la figura dada y calcular f(1000,4).

Solucion.

ALLLL
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1) f(z) =2, 0 <z <1. Ademsés se observa que

flx+1) = f(x), flx +2) = f(x), f(x +3) = f(x),... etc. Como periodo
fundamental se tiene 7" = 1.

Luego la expresién analitica es: f(x) =z, x € (0, 1] y periédica de periodo T' = 1.

1) f(1000,4) = £(1000 + 0,4) = f(0,4) = 0,4

2. Se define la funcién f(z) = {x} como la distancia de z al entero mas préximo, es decir

{%}:%;{Z}:i; (n}=0,nez

a) Graficar {z}

b) Probar que {x} es periédica y determinar su periodo.

Solucion.

a) Grafica

[SCI =
N4
St

b) Segun gréfico T' = 1. Se probara que f(z) = f(z +1).

1) SiOSxﬁ%:f(x):{x}:a: AN flz+1)={r+1} ==z, ya que

75



que

F 3

o f(z) = f(x + 1) es periddica con T = 1.
BN | e e FIN

3. Sea f(z) = sen(4x), g(z) = cos(x), F(x) = cos(4z), G(x) = sen(x).

Probar que 4(f-g+ F-G)+6(F-g— f-G) es periddica y hallar el periodo fundamental.
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Solucion.

Af-g+F-G) = 4(sen(4x) - cos(x) + cos(4x) - sen(x))
Af-9g+F-G) = 4dsen(4x + x)
Af-9g+F-G) = 4dsen(bx)

Por otro lado se tiene

6(F-g—f-G) = 6(cos(4x) - cos(x) — sen(4x) - sen(z))
6(F-g—f-G) = 6cos(4dxr + x)
6(F-g—f-G) = 6cos(br)

Luego, sea h(x) = 4sen(bx) + 6cos(bx)

hx +T) = 4dsen(5(x+T))+ 6cos(5(x +T))
= dsen(bx + 5T") 4 6cos(bx + 5T)

2
Como sen(x) y cos(x) son periddicas de periodo 2mr = 5T =27 . T = %

2
h (:1: + %) = 4sen(5x + 27) + 6cos(bx + 2)
2 2
Soh(z)=h <x + §>’ siendo T = %

BN | o

2.4. Funciones Especiales

Funcion Constante

Es de la forma f(z) = k, k € R. Luego domf = R y rec f = {k}.
= La funcioén es par.

= Su grafica es una recta paralela o coincidente con el eje X.
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Funcion Idéntica

Es de la forma f(x) = = é también se simboliza por I(x) =z, domf =R y rec f = R.
= La funcion es impar y mondtona creciente.

» Su grafica es una recta que biseca al I y I11 cuadrante.

A 4
S
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Funcion Lineal

Es de la forma f(z) =ax +b,a#0 a,b € R. Luego domf =R y rec f = R.
s Sia <0, f es estrictamente decreciente y si a > 0, f es estrictamente creciente.

= Su grafica es una recta.

ax>=0
a<0

/
AN

N/

Funcion Cuadratica

Es de la forma f(z) = az®> +bx +c¢,a #0 a,b,c € R. domf = R. El recorrido se

determinara en cada caso particular.

Su grafica corresponde a una parabola que se abre hacia arriba si a > 0, y si abre hacia
abajo si a < 0.

Los ceros de f se obtienen resolviendo la ecuacién az? + bx +c¢ =0 :

. —b+Vb? — 4dac

2a

a) Si b? — dac > 0, la parabola intercepta en 2 puntos al eje X.
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a <0

domf = R; recf = (—o0, k.

a>0

\

domf = R; recf = [k, 400).

b) Si b? — 4ac = 0, la pardbola intercepta en un punto al eje X
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ﬂk
a=0
» X
b
" 2a
domf =R; recf = [0, +00).
Y
1i a<0
> X
b
- 2a

domf = R; recf = (—o0,0].

c) Si b* — 4ac < 0, la pardbola no intercepta al eje X.
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a>0

v
>

domf = R; recf = [k, +00).

domf = R; recf = (—oo, k.

Funcion Polindmica

Sea f(x) = apz" + ap_ 12"+ ...+ axz® + ayx + ag de grado n, con a, = 0.

a, se llama coeficiente principal, n € Zg, domf = R y rec f se determinard en cada

caso.

Ejemplo 27. f(z) = 42* — 227 + z — 1.
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Funcion Racional

Funcién Valor Absoluto

. x, sizx>0
x, six>0

Es de la forma f(z) = { 0, siz=0

—x, stz <0 .
—x, six <0

siendo domf = R, rec f = R¢

y = |x|

A/
S

Funcion Parte Entera

Es de la forma f(z) = [z].

Se define [z] como el mayor de todos los niimeros enteros menores o iguales a z; es decir

[z]=n<=n<z<n+1, VneZ.
Ejemplos
L f(3,2)=[3,2] =3
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2. f(4,9)=[4,9] =4

3. f(=2,1)=[-2,1] = -3

m
1 7(5)=1
/ 2
( .
-3, sixz€[-3,-2)
Ast [1] = —2, Sl.Ji €[-2,-1)
-1, size[-1,0)
0, sizel0,1)

\

domf =R, recf =7

Y
r'y
4
—3 o O
2 [
l | | l g N | | — > X
—4 -3 =2 -1 1 2 3 4
— O -1
[ L2
O — -3
— O )
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Funciones Circulares

a) f(x) = sen(z), r medido en radianes.

domf =Ry recf =[—1,1], de periodo T' = 2.

-

B
>

b) f(z) = cos(z), x medido en radianes.

domf =Ry recf =[—1,1], de periodo T' = 2.

oy 14—
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¢) f(z) =tg x, x medido en radianes.
domf=R—{z|z=2u+1)r/2,u € Z} y recf =R, de periodo T' =

A;Y

J

Il
I a2
\
|
\
|
|
\
|
|
|
|
|
|
[
\

‘V")<

3
S o P oty oy S S Sy i Dt
t

4
hl

=
xR
8

=

[

-i?: 2
[
[
[
\
|
[
[
[
[
|
[
|
|

O P SRR |3 S

Funcion Exponencial

Sea a > 0, a # 1, la funcién f(z) = a® se denomina funcién exponencial en base a, con

domf =R, recf = R*.

Observaciones

1. f(z) =a" Vx € R.

» Si0<a<1, f(x) =a” es una funcién decreciente.
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» Sia>1, f(r) = a® es una funcién creciente.

/n

= Sia=ex2,71828... ce>1
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2. Esta funcion transforma las sumas en productos.

Vg, g € R, f(z1 4+ x2) = a®™2 = a®™ - a™ = f(x1) - f(22).

Vl’l, x2 € R, f(xl - x?) = Z_: = ;Ei1§7 f('rQ) # 0.

Funcion Logaritmica

Sea a > 0, a # 1, la funcién f(x) = log, x se denomina funcién logaritmica en base a,
con domf =R* y recf = R.

Observaciones

a) Sia>1, f(x) =log, x es una funcién creciente.

b) Si0<a<1, f(x) =log, = es una funcién decreciente.
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c) Sia=e, f(z) = log, x se llama funcién logaritmo natural, y se simboliza como f(z) = Inx
d) z =1 es el tnico cero de la funcién.
e) log,z =y<=a’=x

Propiedades de los logaritmos

1. log,1 =0

2. log,a=1

3. log, % = log, m —log, n

4. log,m-n =log, m + log,n

5. log, m? = plog, m

log, n

(=}

. log,n =
log, a
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Ejercicios
1. Hallar el dominio, recorrido y la gréfica de f(z) = [\/z].

Solucion.

Sea f(z) =[yz]=n.Comox >0=neZf =n<Jz<n+1=
n? <x<(n+1)?

Por ejemplo:
Si<zr<1l=0<r<l= f(z)=[/x] =0.
Sil<z<d=1<r<2= f(z)=[z] =1

Sid<zr<9=2<r<3= f(zx) =[] =2

0, sizel0,1)
1, sizell,4)
flx)=[Va] =¢2, size[4,9)
3, siz€[9,16)
sodomf = [0,+00); recf = Zg
Y
3 [ O
¢ 0
n o ——0




2. Determinar el dominio, recorrido y grafico de f(z) = [2x].

Solucion.

1
[2$]:n<:>n§2x<n+1:>g§x<n;_ :

1
Si—1§x<—§:>—2§2x<—1:>f(x):[2x]=—2.
o1
81—5§x<0:>—1§2x<O:>f(x):[2x]:—1
) 1
810§I<§:>O§2:v<1:>f(x):[2x}:0

Si-<zr<l=1<2r<2= f(x)=[2z] =1, etc.

DN | —

1
-2 1 — 1< < —=
, Sl ST 5

1
-1 1 —=—<xz<0
s S1 2_ZE

1

Sof(x)=1[22] = ¢ 0, si0<z< 5
1, si§§x<;

2 11<z< =

, silsz <y

sodomf =R, recf =7
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——0
154
1 &—O
05
2 15 1 0.8 lj.c. o 1 15 2 X

-0.51

*——0

15
e—O 2

BN | e e FIN

3. Hallar el dominio y gréfica de f(z) = |z| — [z].
Solucién.
domf =R

a) Siz>0= |z|=2r= f(z)=x—[r]=2z—n,donden <z <n+1,n€eZ;.

b) Siz <0 = |z| = -2 = f(z) = —a2—[z] = —2—n,donde n < z < n+1,
ne .

Si—3<zr<-2= f(z)=—x+3
Si—2<z<-1= f(zx)=—2+2
Si—-1<z<0= f(z)=—2+1

Sio<z<1l= f(

x
Sil<zr<2= f(x

)==x
y=z—1
Si2<zr<3= f(z)=a—2
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p
—xr+3, si —3< < -2

—r+2 si —2<zr< -1
—x+1, si —1<zx<0

x)=|z|—[z] =
fx) = |z| =[] .. G0<w<l
x—1, sil<z<?2
x — 2, si2<x <3
|
Y
L@
< 3 1 : [} 3 4 X
FIN | oottt e e
4. Determinar dominio y recorrido de f(z) = /[z] — .
Solucién.

[z] —x € R = [x] —x > 0 (%). Pero esta relacion es falsa porque z > [z], Vz € R.

— (2] —x <0 (xx). De (%) y (x%) 2] —x=0= 2z =[z] = z € Z.

codomf =7y recf =0.

FIN



5. Determinar dominio y recorrido de f(z) = [z] + /z — [z].

Solucioén.

r—[z] >0,VoreR= domf=R.
Si[z]=n=n<z<n+l,neZ= flz)=n++Vr—n
Si—2<x< -1, fla) = -2+ Vo +2.

Si-1<2<0, flx)=—-1+vz +1.
Sio<z<1, f(z) = .
1<x<2, f(z) =1+ Vo —1, etc.

;

24+Vr+2, si —2<z< -1

—14++vVz+1, si—1<z<0
Vi, si0<z<1

1+ Vo —1, sil<z<?2

S f(@) = [l + V= o] =

\

Para determinar rec f:
Si—2<r<-1=0<2+2<1=0<V2+2<1=-2< -2+ +2<-1
soree fi =[-2,-1).
Si—-1<2<0=0<z+1<1=0<Vr+1<l=-1<-14/2+1<0
c.rec fo =[—1,0).

Continuando con este desarrollo ; Cual es rec f 7.
FIN | oottt e FIN
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2.5. Composicién de Funciones

Sea g una funcion de A en B y f una funcién de B en C, es decir, g : A — By
f:B—Cyseaa€ A/ g(a) € B, siendo B = domf, entonces se puede encontrar una
imagen de g(a) a través de la funcién f, es decir, f(g(a)).

O sea a cada elemento de A se le hace corresponder un f(g(a)) € C. Es decir, se tiene

una funcién de A en C, lo que se denotard por (f o g).

g f

feog
Definicién 28. Sea g : A — B, f: B — C funciones, entonces fog: A — C, es

una funcion definida por (f o g)(x) = f(g(x)) siendo dom(f o g) el conjunto de todos los
nimeros x € dom g, tal que g(x) se encuentra en el dominio de f.

dom(fog)={x €domg/ g(x)€domf}={xecdomg N g¢g(x)ecdomf}

Para que exista la composicién (f o g) debe ocurrir que: rec g N dom f # .

Ejemplos

1. Sean g(z) =z y f(z) =2z — 3.

a) Determinar el dominio y la expresién analitica de f o g.
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2. Si

Solucién. domf =R, domg=Rs y recg=R:.

Como rec g N domf = Ry # 0, existe composicién.

dom(fog) = {xe€domg/ g(x)edomf}
dom(fog) = {zeR{/ VvzeR}={zeR{/ zeR{}
dom(fog) = {zeR{}=Ry.

Como rec g C domf, dom(f og) = domg.
Su expresion analitica es: (f o g)(z) = f(g9(x)) = f (Vx) = 2/ — 3.

BN | o e

b) Determinar el dominio y la expresién analitica de g o f.
Solucién.
domg=R§, recf=R.
donde rec f N dom g = Ry # ), luego existe composicion.

dom(fog) = {xe&€domf AN f(z)€domg}
= {zeR A (2z-3)eR{}
— {zeR A 220-3>0}

3 3
{xGIR A x_Q} [2,—1—00)

En este caso dom(f o g) C domf, ya que recf ¢ dom g.

Su expresién analitica es: (g o f)(z) = g(f(x)) = g(2x — 3) = 2z — 3.
FIN | e

fla)=—=a® N glx) =4/

Determinar el dominio y la expresién analitica de g o f, si es que existen.

Solucion.

Solucion.

1o ()= ()
(goh)(m) =g(h(m)) =g



b) Determinar el dominio y la expresién analitica de (goh) y (gog), si es que existen.

Solucién.
domg=R—{0}; domh=R.
rec g=R—{0}; rech=I[-1,1].
1)
dom(goh) = {xe€domh A h(z)edomg}
= {reR A senzeR-{0}}
= {zreR A senx#0}={xrecR A zxz#hn, heZ}
R—{z=hr, hel)

La expresién analitica correspondiente es:

1
(90 D)(x) = g(h()) = glsemz) = ——
1)
dom(gog) = {x€domg AN g(z)€domg}
1
= {xeR—{O} A ;ER—{O}}
~ R-{0}
La expresién analitica correspondiente es:
1
o) =slsle) = (5 ) =
BN | o e e FIN

4. Sean f(r) = vz — 2y g(x) = 2* — 2. Determinar el dominio y la expresién analitica
de (go f).
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Solucion.

domf = [2,+00);

dom(g o f)

domg=R

{z € domf
{:c >2 A
{z>2 A
{z>2 A
2, +00)

A f(z) € domg}
Vz—2€eR}
r—2>0}

x> 2}

La expresion analitica correspondiente es:

9(f(z) =g (Vz —2)

_ fl(x)w

jio = {2
91 (),

g9(x) = q g2(2),
gg(x),

x € Ay = domf,
x € Ay = domfy

x € By =dom gy
x € By = dom go
xr € By = dom g3

:>A1ﬂA2:®

—> By, By y B3 conjuntos disjuntos.

Luego el dominio de (f o g) queda determinado por:

dom(fog) = {x€domg AN g(x)€domf}
= dom(f10g1)Udom(fiogs)Udom(fiogs)Udom(faogi) .
Udom(fz 0 g2) Udom(fz 0 g3)

3x+4, z€]0,2]; fi

Ejemplo 30. Sean f(x):{ 41, z€(2,5); f
_ ’ .05 fa

Determinar el dominio y la expresion analitica de (f o g).

Solucién.

dom(fiog) = {zxe€domgi AN gi(z) € domf}
= {z€0,3) AN 2?€]0,2]}
= {:UE[O,B) A —\/§§$§\/§}
= {0<z<V2}
= [0,v2].
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La expresion analitica es: (f1 0 g1)(z) = fi(g1(x)) = fi(z?) = 32* + 4.

dom(fiog) = {xe&€domgs AN go(x) € domfi}
(re3,6] A 4e0,2)

{r €[3,6] A Falsedad}

0.

.". no existe expresién analitica para (f; o go)

dom(faoq1) = {xe€domgr N gi(z) € domfs}

{xe€0,3) A z*€ (2,5}

= {2€[0,3) A ze[-V5-V2)U(WV2,V5]}
= (V2,V5].

La expresién analitica es: (fo 0 g1)(z) = fa(g1(x)) = fo(2?) = —2? + 1.

dom(faogs) = {xe€domgs AN go(z) € domfs}
{zr€[3,6] N 4e€(2,5]}

= {z€3,6)] AN Verdad}

= [3,6].

La expresion analitica es: (fa 0 g2)(x) = fa(g2(x)) = —3.

322 +4, 1€10,V2
(fog)(w) =< —2*>+1, z¢€ (V2,5
3, z € [3,6]

Propiedades de las Funciones Compuestas

Sean f, g y h funciones e [ la funcién idéntica.

1. (fog)oh= fo(goh),asociatividad.

2. Existe una unica funcion idéntica tal que: fol =1To f=f, V f.
3. (f+g)oh=(foh)+(goh).

4. (f-g)oh=(foh)-(goh)

5. I"oI™=1"" Y m,necZ".

6. I"o(f+9)=(f+9g)",neZ".

7. En general no se cumple la propiedad conmutativa, es decir, fog # go f.

99



Ejemplos

1. Sean f(z) =3z —5y (fog)(x) =2* — 3. Determinar g.

Solucion.

Si f(x) =3z —5= (fog)(z) = f(9(x)) =3g(x) =5 =2 -3 = g(z) =
N | oottt e e e e e

2. Sean g(z) =3z — 2y (fog)(z) = 92% — 3z + 1. Determinar f.

Solucion.

Como:

g(x)=3r—-2=1=

9<f‘f>3+ 2 — flg(x) =9 (““éf 2>2 -7 <g<x)3+ 2) “

3. Sean f(z) = 2%y g(x) = 2. Verificar que fog=go f,Vz € R.

Solucién.
(fog)(@) = f(g(x)) = f(z') = 2™
(go f)(x) =g(f(x)) = g(2®) = x'2.

4. Sean f(z) =2y g(x) = z + 3. Determinar si fog=go f.

Solucion.

(fog)(z) = fg(z)) = flz+3) = (x+3)*
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Ejercicios Propuestos

1. Determinar dominio, recorrido, ceros y grafico para:

domf = R

=% —6r+8 Resp:
a) fl@)=e v sp recf = [—1,+00).
b) f(z)= |-z Resp: domf = recf = Ry .
c) flz)=+/|7| Resp: domf =R, rec f = Rg

4—z domf = R—{3}
d = Resp:
) @) r—3 5P recf = R-—{-1}
e) flz)=vVa?+2z+2 Resp: domf = R
recf = [1,400).

0 f) = VAl Resp: 1 = B0

B p: recf = 7Zg

2 —4 sizr<3 domf = R

= Resp:

8) J(@) {23:—5 siz>3 P recf = [—4,+00).
r—4 stz < =9 domf = R
h =qa?— i —9<z< Resp: 1
) zh =z i ‘9_93_9 esp recf = [—00,—13)U |—=, 400 ].
20 +5 siz>9 4
i) flz) =22+ |z+1|— |22 —4] Resp: domf =rec f = R.
j) flx)={[senz], z€]0,2n] Resp: rec f = {—1,0,1}.
20 —3) —k
2. Sean 4f(x —3)=2*+4y g(x) = f]f(;x _3??) n ;, V x € R, determinar los valores de

k tal que recg = (-3, 3).
Resp: k € (—5,1).
3. Sean f(z) = v — 2z — 3y g(z) = \/(z — 2)(z — 3), hallar domf y dom g y deter-

minar si f = g.
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N Seanf(x):{zxzjl’ :iigg , g(x):{ VE, sizel[l4]

hallar f+g, f—gy f-g.

x, siz <0

5. Sean f(z) = { y glz) = {

r+2, siz>0

determinar —f, |f|, f+3,5 -9, f+g, —.

6. Dado el gréafico de f:

35

Dibujar los graficos de las siguientes funciones:

T

fla=2), fe=2), £ (5) 1+ fl@)

7. Sea f(x) = (:l:\x] + %) sen 22, determinar si f es par o impar.
Resp: f es impar.

8. Demostrar que si f es par y g es impar, entonces f - g es impar.

9. Determinar el periodo minimo de: f(x) = cos 2z + sen 4z.
Resp: T'= .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

x, sio <z <1

Grafi tal dominio es R =
rificar f tal que su dominio es Ry f(z) {x—2, sil<z<2

Sabiendo que:

a) f es impar y tiene periodo 4.

b) f es pary tiene periodo 4.
Determinar los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento:

a) flz)=23+3z+5
x z € (—1,1) creciente.
b = Resp:
) /@) 1+ 22 P L eR- [—1,1] decreciente

Sean f(z) =246,z € [0,8] y g(x) = 2> — 1, x € [-2,2), determinar dom(f o g) y la

expresion analitica de f o g.

Sean g(z) = 82% — 1222 + 62 — 1 y (f o g)(x) = 2z + 3. Determinar f(z).

Resp: f(z) = Yz + 4.

x, siz <1 \/ﬁ, sio<z<1
vy g(r) = {

Sean f(x) = )
/() {m2—1, sixz>1 r+2, sizx<0Vz>1

determinar go fy fog.

Sean f(z) = 4|z|—2% z € (—8,1) y g(z) = V1 — z, x € (—4,0), determinar dom(go f)
y la expresion analitica de g o f.

Sean f(x) = . Demostrar que: fog=go f.

x + |z (2) r, sizx<0
xr) =
2 o9 x®, six >0

422 — 6z —1, siz>1

_ . Determinar f(z).
4x + 3, sixz <1

Sean g(z) =2z —3 'y (fog)(x)z{

22 +3r—1, sixz>—1

R : =
esp: /() { 2w +9, siz<-—1
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Capitulo 3

Limite y Continuidad de Funciones
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Competencias a lograr

Al término del presente capitulo, el alumno serd capaz de:

= Comprender el concepto de limite.

Calcular limites de funciones cuando la variable tiende a un niimero real o al infinito.

Calcular limites laterales.

Determinar las ecuaciones de las asintotas de una curva.

Determinar la continuidad de una funcién.

3.1. Limite de Funciones

Se inicia el estudio del limite de funciones definiendo algunos conceptos basicos.

Definicién 31. (Vecindad). Sea xy € R, se define vecindad ( o entorno) de xqy y de radio
d > 0, al conjunto denotado por V(xg,d) = {x € R/|z — zo| < 0}.

Se observa que V(zg,0) ={r € R/zg—d <z <o+ 0} ={z € (zg — J,z0+0)}.

(//////I//
777777777

L L L g L g S R
T v

| l
x075 § Xp 5 X0+§

\ /

V(x,6)

Ejemplo 32.

1 1

1
= JzeR/ §<w<;}

(/I/l//ll!-liiiiiiih - R
\//z;:rz//]’////////// v

1 1 3

2 2
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Definicién 33. (Vecindad Reducida). Sea xg € R, se define vecindad reducida de centro
xo y de radio 6 > 0, al conjunto denotado por V*(xo,0) = {x € R/|x — x| <, = # xo}.

Para visualizar el concepto de limite de una funcién f : A C R — R, se analizaran los

siguientes ejemplos:

1. Sea f(z) = f;;, domf =R —{-2}

;, Qué pasa con f(x) cuando = toma valores cercanos a —27
Se analizara primero por la izquierda de —2, y luego por la derecha de —2.

a) Por la izquierda

v | -29]-28]-25]-24]-23]-21]—-201] 2,001
F@) | 4,9 4,8 —4,5 | —4,4| —4,3| —4,1 | —4,01 | —4,001
b) Por la derecha

T 1 -13]-1,5]-1,6]-1,7]-1,8] 1,9 —1,999
fx) | =31 =33 -35]-3,6|-3,7|-3,8|-3,9|-3,99

Se aprecia que a medida que z se aproxima a —2, f(x) se aproxima a —4.

sen(x)

2. Sea f(z) =

que no esta definida para = = 0.

i, Qué pasara con f(x) cuando x se aproxima a 07

a) Por la izquierda

z ~0,1] —0,05 ~0,001 ] —0,00015
F(x) 10,9983 | 0,99958 | 0,99999983 | 0,999999996
b) Por la derecha

x 0,1] 0,05 0,001 0,00015
f(z) ] 0,998 | 0,9995 | 0,99999983 | 0,999999996

2

¢ —4
Para el ejemplo 1, se dice que el limite de Y cuando z tiende a —2, es —4, lo que se
x
2
v —4

denota por lim = —4.
z—-2 T + 2

sen(z)

En el ejemplo 2, se dice que el limite de es 1 cuando x tiende a cero, lo que se

T

107



sen(r) _ .

denota por lim
x—0 x

Observaciones

1. En el ejemplo 1) este limite indica que la distancia de f(x) y —4 es pequena cuando la
distancia de z y —2 también lo es. Es decir, | f(z) — (—4)| es pequetio cuando |z — (—2)]
loes. Asisie > 0y d > 0son tan pequenos como se quiera, se dice que h’m2 f(z) = —4,

T——

significando que |f(x) — (—4)| < € cuando |x — (—2)| < J. Es decir, para cualquier
nimero pequeno € es posible determinar otro niimero pequeno 9.

2. Aunque en los ejemplos anteriores f no esta definida para ro = —2 y para xo = 0, el
proceso del limite es valido.

Definicién 34. Sea f : ACR — R, z¢g € R. Se dice que un nimero L € R es el limite de
f cuando x tiende a xy, si y sdlo si para todo € > 0, 36 > 0 tal que |f(z) — L| < & cuando
0 < |z — x| <9, es decir,

lim f(z)=L<=Ve>0,30>0 / O0<|z—xo|<d=|f(x)—L|<e

T—rT0
Ademds |f(z) — L|<e= —e< f(z) - L<e=L—e< f(z) < L+e.
O<|r—zp|<d= —-0<ax—20<0,F 20— 20— 0 < <xH+0.
FEs decir, Ve > 0,36 > 0 tal que f(x) € (L —e, L+ ¢) siempre que x € (xg — 0,9 + 0).
Teorema 35. Si lim f(z) existe y es igual a L, L es tinico.

T—rT0

Demostracion. Sean Ly y Lo los limites de f(z), cuando x — .

Luego
h'mf(x):L1<:>V€>(),E|(51>O / O<\a:—:1:0\<(51:>|f(:1:)—L1]<§
Tr—TQ

lfm f(z) = Ly <= Ve > 0,30, >0 / 0< |z — 0| < s = |f(2) — Lo| < =

T—TQ 2
Sea § = min {d01,02} y € > 0 cualquiera

Lsi0<|z—xo|<d= O<|z—a0|<h A 0<|z—x0| <0

= f@) ~Ll<5 A |f@@) =Ll <
oLy — Lol = |Ly — f(x) + f(z) — Lo| < |f(x) — Li| + | f(z) — Lao| < §+g:€
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.'.|L1—L2|<€,\VI€>O oLy —Ly=0<«<= L; =1L

Ejemplos

1. Sea f(z) = ¢, Vx € R, ¢ € R, demostrar que lim f(x) = ¢, Vo € R.

T—T0
Demostracion. Sea € > 0, se debe encontrar un ¢ > 0 tal que:
0<|z—m0 <d=|f(z)—c| <e, pero como f(z)=c, Vo € R,

se tiene que para cualquier 6 > 0, 0 < |z — x| < 0, |[f(z) —¢| = |c—¢| =0 < ¢

(verdadero)
o lim f(z) =c¢
T—T0
[
2. Demostrar que lir%(4x —1)=11.
z—
Demostracion.
Ve>0,30>0 / O0<|z—-3|<d= |4z — 12| <¢
e —12] = 4|z — 3| <e = |z — 3| < Z.
sea5:Z=> v — 3] < 6= |f(z) — 11| < e
Slim(4re —1) =11
z—3
[

3. Sea f(z) =4x—1.Si II/I% f(z) = 11, determinar § para ¢ = 0,001 tal que |f(z)—11] <
T—r
0,01 siempre que 0 < |z — 3] < .

Solucion.

If(z)—11] < 0,01 = [dz—1—11| = [dz—12| = 4]z — 3| < 0,01 = |z —3| < 0, 0025.

Luego considerando § = 0,0025 se tiene que |4z — 1 — 11| < 0,01 siempre que
0 < |z — 3| < 0,0025.
BN | o e e e e e e e e e e FIN



4. Demostrar que lim z? = 4.
r—2

Demostracion.

Ve>0,30>0 / 0<|r—2/<éd= |2 —4|<e

Se tiene que |2% — 4| = |z — 2||z + 2|.
Para acotar [z + 2|, seadj =1 = |z - 2|< 1= —-1<ax—-2<1
— 1l<r<3=3<r+2<b= -5<3<r+2<b=|r+2|<5
Como |x2—4|:|x—2||:v+2|<5|x—2|<5:>|9c—2|<§ Sea52:§.
Seaézmin{c?l,c?g}:ml’n{l,g}

o lima? =4

r—2

5. Demostrar que lim 2® = —8
r——2

Demostracion.

Ve>0,30>0 / O0<|r+2/<d=|2*+8<¢

Se tiene que |z% + 8] = [(z + 2)(2? — 2z + 4)| = |x + 2|2 — 22 + 4|. Para acotar
|z — 2z + 4], se tiene

Seady=1=|z+2|<1= —-1<2+4+2< 1= —3 <z < —1, de donde se obtiene:
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1<2?2<9 y 2<-212<6
S3<rt—2r <15 /44
T<2?—2r+4<19= |22 -2z +4| <19
Slr+2ljat —2r+ 4| <|x+2|-19<¢e

e < S =4

19
Sea5:min{51,5g}:min{1,1£9}
oo lim 23 = -8
Tz——2
O
. Demostrar que lim = 2.
x%5x—4
Demostracion.
2
Ve>0,30>0 / 0<]x—5\<5:>’—4—2'<5
I’_
: 2 2—-21+38 —2(x —5) xr—5
t —2| = = = .
Se tiene que — ‘ ' pr— ' ‘ po— ‘ $_4‘
1 .
Para acotar , se tiene:
x_
S 6—1:>| 5|<1:> 1< 5<1:>1< 4<3:>2< ! <2
g T 2 2 =7 2 2" 2 3 7-4
: L <2
lx—4
2|z — 5| €
" <A4lx — 5| < Sl =5l < = = 0.
Sea § = min {6y, 0y} — min 4 = &
ea = min =minq =, -
1,02 51
2
lim =2
:1:%5,1'—4
O
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Operaciones con Limite

Teorema 36. Sean f: ACR —R y g¢g:ACR — R, funciones, zy € R.

Sea lim f(z) = Ly y lim g(x) = Ly. Entonces:
T—rx0

T—T0

1. lim [f(z) £ g(z)] = lim f(z)+ lim g(z) = Ly + Lo

T—T0 T—T0 Tr—IQ

2. lim [f(z) - g(z)] = lim f(z)- lim g(z) = L; - Lo

T—T0 T—T0 T—rT0
3. limc- f(x)=c- lim f(x)=c-L;, ceR.
r—xo T—x0

lim f(x)
, f(ZL’) T—T0 Ly
1 = = — L
4 e g(x)  lm g(x) Ly’ con Lz 70
T—xQ

5. Sea f(x) =c= lim f(z)=c c€eR.

Tr—xTQ
6. im /f(z) = p/lMm f(x)= /L1, siempre que YL, € R, n € R.
r—To T—x0

71mgmw:0mfm):m,neﬁ

T—T0 T—T0

Demostracion. Probaremos la parte 1 del teorema 36.
Sean € > 0y d; vy Jo tales que:
O<M—xd<&=¢ﬁ@%%ﬂ<% v 0< |z — 0| < 8 = |g(z) — Ly| <
Sea § = min {0y, 02}
Luego 0 < |z — o] < d =0< |z —20| <01 A 0<|z— 20| < 9, siendo

|f(x) +g(x) = Ly — Ls| < [f(x) — L] + [g(x) — Lof < g+%

€
2

=&

o lim [f(2) + g(z)] = Ly + Lo

T—T0

[]

Observacién 37. Usando induccion matemdtica puede demostrarse una generalizacion de
la parte 1) y 2) del teorema 36 a mds de dos limites, es decir,

lim fl(x) = L17 lim f2($) = L27' R lim fn(x) = Ln
T—T0 Tr—TQ

Tr—TQ
entonces

lim [fi(x) + fo(z)+ ...+ fu(z)| = L1+ Lo+ ...+ L,

T—T0
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lim [fi(x)- fa(x) - ... - fo(@)]=L1-Lo-...- Ly

Tr—xT0

Ejemplos
L lm7="7

=7
2. lim(2z + 1) —211mx—|—11m1—2 3+1=7

r—3 z—3
3. lim (b +7) = —3

T——2

4
, 4 z _(_ 4 —
4. 121{12(596 +7)" = (xlinil2(5:v + 7)) =(-3)" =81
lim « 4

5. lim ==z =

e—d =Ty + 1 hn}l(—%c +1) =27

T—r

10.

, x ) T 4\ 13 4
. limg)—mMm  =2/lim—m = | —— - _Y-
z—4 \[ =T +1 =4 —Tr +1 27 3

x2—1_ ,m(x—l)(:c—i—l)

lim =1 =2
z—1 x— 1 z—1 r—1
3_2 _ 2
i & T_ m (x —3)(x* +32+9) g
=3 T —3 x—3 x—3
HW Vi Vath-\a athtya_ . ath-a 1

1m =
h—0 h—0 h va-+h +\/_ fHOh(w/a+h+\/5) 2\/5

C Vr+1l-—Vr+1
lim

z—0 xX

= (%)
Sea 26 =2+ 1. Si x — 0 entonces z — 1
Ademés 22 =V +1 v 2=z +1

*. de (x) se tiene:
—2%(z2—1) 1

2=z 22(1—2) )
= lim = = lim =—=
=1 261 =1 (B-1)(2341) ==1(z—-1)(2+2+1)(z2+1) 6
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11. lim 2" =2z{; neQ

T—T0

Imz" = llmzx-z-2-... 2

T—T0 T—rT0

Imz" = llmaz-limax-limz... - lim z
T—T0 T—rT0 T—T0 T—T0 T—T0
J}Lrilx" = Xo- Ty Tg...Xo

0
lim 2" = af
T—T0

1
12. Demostrar que lim — no existe.
x—0

. 1
Demostracion. Sea lim — = L.
x—0

1 1
Sl=lml=lmz-—=limz-lim—=0-L =0, perol=#0.

x—0 x—0 €T z—0 x—0
, 1 .
. lim — no existe. O
x—0

Limites Laterales

Cuando en un limite x — xq, se entiende que este acercamiento es tanto por la derecha
de xy como por la izquierda de x.

Definicion 38.

1im+f(x):L<:>V€>0,35>0/ O<z—z9<d=|f(x)—Ll<e

"E*)IO
llamado limate lateral derecho. En este caso x tiende a xq con valores mayores que xg.

Definicién 39.

lim f(x)=L<=Ve>0,30 >0/ 0<zg—zx<d=|f(x)—L|<e

CL‘*}IO

llamado limite lateral izquierdo. En este caso x tiende a xy con valores menores que x.

Observaciones 40.

1. De las definiciones dadas, se tiene que:

lim f(z)=L<= lim f(zr)=L A lim f(z)=1L

T—TQ mﬁxa T
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2. Si alguno de los limites laterales no existe, entonces lim f(z) P.

T—T0
3.8 lim f(r)=L, y lm f(x)= Lo, L1 # Lo, entonces lim f(x) no existe.
z—)xar x—>:c5 r—x0
Ejemplos
1. Calcular lim |z|.
z—0
Solucion.
z, sixz>0 .
Como |z| = . , se tiene:
—x, six <0
a) Siz >0, lim |z|= lim z =0.
z—0t z—07t
b) Six <0, lim |z| = lim (—x) = —-0=0.
z—0~ z—0~
lim |z| =
z—0
BN | o e e e e e e e FIN
2. Analizar lim /=
z—0
Solucién. Como domf = Ry, lim /x no existe. Luego h'n% V/Z no existe, aunque
r—0~ T—

lim vz = 0.

z—0t

........................................................................... FIN

3. Analizar lim (i + 1)

x—0 ’,1"
s
||

Luego lim f(z)=1lm 0=0 y lim f(z)= lim 2=2

z—0— z—0— r—0t r—0t

lim f(z) # lim f(x)

2, six>0

Solucién. Sea f(x) = 0. siz<0
, siz

+ 1, entonces f(z) = {

7 x .
Por lo tanto lim (ﬁ + 1> no existe.
T

z—0
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2%, siz <0

. Calcular ilir(l) f(z).

4. Sea f(x) = {

Solucion.

, six>0

lim f(r) = lim 2* = 0.

r—0~ r—0~
lim f(z) = lim 1 =1. Como lim f(x lim f(xz), entonces:
z—0t f( ) z—0t x—0~ f< ) 7& r—0t f< )7

lim f(x) no existe.
z—0

5. Sea g(z) = {m’ sl 7 0. Calcular h’r%g(x).
xT—r

2, siz=0
Solucion.
xr, six>0
glx)=12 2, siz=0
—x, stz <0

s =1l =0A I = lim —2z =0
S o) = Jlig e =08 Ji o) = i —

glﬂlﬂ% g(x) =0

23, siz<l1

_ . Calcular lim f(x)
—r+2, siz>1 z—1

6. Sea f(x) = {

Solucion.

lim f(r) = lim 2% =1, lim f(z)= lim (—x +2) =

T—1— T—1— r—1t r—1t

4, sixz <1
3r+1, sil<x<?2 . .
7. Sea f(x) = . p—9 Calcular :lclggL flz)y }E}%f(x)

—bxr + 7, six > 2
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Solucion.

lim f(z) =

z—1- ].lmf

Im f(z) = lm 3z+1) 21

z—1+F ac—>1+

h/Iél flz) = hrgl Bx+1)=7

el e 1 :
lim f(z) = lim (=5zx+7)=-3 7 xl—%f(x)ﬂ
T2+ z—2+

Teorema 41. Si lim f(z) =0 y g(x) es acotada en un entorno de xqy, entonces
Tr—T0

lim f(z) - g(z) = 0.

T—rITQ

Ejemplo 42. Demostrar que HH(I):L’ -senx = 0.
—

Demostracion. Sea f(xr) =senzy g(z) = x.

Se tiene que HH(I)JJ =0 y [senz| <1, .. f(z)esacotada. Entonces, segin teorema:
T—

limz-senx =0 ]
x—0

Teorema 43. ( Teorema de Acotacion). Si lim f(x) = L, lim g(z) = L y h(x) es
r—x0 T—T0
tal que f(z) < h(z) < g(x), Vz € V(xo,9), entonces lim h(z) = L.

T—T0

117



Limites Trigonométricos
[. Obtencién de los siguientes limites:
limsenf, limcosd, limtgh.
0—0 0—0 0—0

1.- Considerando una circunferencia C'(0,0) y radio 1, se tiene:

Y
c
D/
. 6) .
) 0 A |B > X
|senf| = AD
Del gréfico se deduce que: |cosf] = OA
|tgf] = BC

Ademis: AD < AB < BC = |senf| < |0] < |tgf] = —|0] < senf < |0].

Como lim |f| = 0, por teorema de acotamiento, lim sen§ = 0.
6—0 0—0

“|limsend =0
6—0

2.- En la figura se observa también que BD < BD y en tridngulo DAB se tiene:

BD' = DA  + AB>. DA=sen6; AB=0B— OA=1— cosé.
2

BD" = sen?0+ (1 — cosf)?
BD® = sen2f+1—2cosl + cos?f
EQ = 2—2cosf

I /\ 02
Como BD < BD = /2 —2cos < |[f] = 2 —2cos0 < 6> = 1 — cosf < )
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2 02
ﬁ—;ﬁ—l—l—cos@ﬁl—;ﬁcos@gl.

2
Pero lim (1 — —) =1, y por teorema de acotacion, lim cosf = 1.
6—0 2 6—0

“|limcosf =1
6—0

. . senf 0
3 él—r}(l)tge_él—{% cos 1 0

- i —
.91_>r%tg<9 0

Ademss limcotgf f, limsecd =1, limcosecf 3.
0—0 0—0 0—0
IT. Obtencién de los siguientes limites:

lim senx y lim cosux.
T—T0 T—T0

l-Seax—29=h, x— 29— h—0.

oo lim senx = lim sen(zg + h) = lim(sen xq - cos h + cos xq - sen h) = sen x
T—T0 h—0 h—0

lim senx = sen xg
T—T0

2.- Anéalogamente.

2. lim cosz = lim cos(xzg + h) = lim(cos zg - cos h — sen xq - sen h) = cos g
T—x0 h—0 h—0

lim cosz = cos zg
T—T0

III. Obtencién de lim sen

6—0

De la parte I) se tiene que |senf| < |0 < |tgf|. Considerando limites laterales, se

tiene:
)S'9€<0ﬂ> senf < 0 <tgf [:senf —=1< o < L
a) Si — n : sen
"2/ =v=t8 ~ senf ~— cosf
sen ¢ , )
= cosf < < 1. Como 911m+ cosf = 1 y por teorema de acotamiento,
—0
tim 520
0—0+ 0
: T T sen(—0)
b) Sife (0,5) — —0 € <O,§> — cos(—0) < — <1
= cosf < _sen9 <1= lim sen0 =1
0 0—0—
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Luego de a) y b)

m sen 6 _q
6—0 0
Ejemplos
1— 0
1. Calcular Iim o080
6—0 6
Solucién.
1—cosf 1+ cost . 1—-cos?d i sen? 6

=0 0 "Thcosf o0 6(1 + cos0) I 0(1 + cos6)

" sen 6 I sen 6 ) 0 0
= lim Jdim———=1-=-=0.
050 H 601+ cosf 2
...........................................................................
1 —
2. Calcular lim ﬂ.
x—0 :L‘2
Solucién.
. 1l—cosz 14cosz ,, 1—cos’x , sen’ x
lim . =lm——=1lm
0 12 l+cosz a—022(1l+cosz) 2—022(1+ cosx)
. sen’z 1 1 1
= lim - lfim =1l--=Z
t—0 x2 601+ cosx 2 2
BN | o e e e e e e e e e e e e e
3. Calcular  lfm o
z—0t \/E
Solucién.
m 2o oy 2B 10—
z—0t \/E r—0t I
BN | o e e e e e e e e e e e e
1—-2 2
4. Calcular lim Cos T+ Cos x'
x—0 $2
Solucion.
. 1 —2cosz + cos2z . 1—2cosx+2cos’x —1 , 2cosz(cosz — 1)
lim = lim = lim
z—0 xQ z—0 5(;2 z—0 x2
9 1im 2cosx(cosz — 1)(cosx + 1) — 9lim —sen?x o_cosr =2 Y
20 z?(cosx + 1) z=0 2 cosz+1 2
0 1
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Observacion 44. Sean [ y g funciones tales que f(z) < g(z), Vo € (xg — d, 20+ ), 6 >0
y lim f(zx) =Ly A lim g(x) = Lo, entonces L1 < Ls.
T—x0 T—T0o

Limites Especiales

Se consideraran limites especiales, los siguientes:

sen T

1. lim =1

z—0 X

1 X
2. lim <1 + —) =e
Tr—00 a

3. lim(1+ )/ =e

z—0
r—1
4. h'ma =1Ina, a>0
z—0 €T
v 1
5. lim ——— =1
x—0 X
lim f(x)
6. lim of@ = gz , a>0.
T—T0

1
Demostracion. 3: Sea x = n Six — 0 =t — o0. Sustituyendo, se tiene:

\!
lim (1 4 )% = lim (14—;) =e

z—0 T—00

O
Demostracion. 4: Seaa® —1=t=a"=t+1 /In= zlna=1In(t+1),
stz —0=1¢t—0
,oa*—1 , Ina , Ina Ina Ina
.'.hn% :111%1—:111%1 (t—l—l)l/t: ” =1 =Ina
=0 — —0 In . ne
~In(t+1) ln@$@+w )
. , et —1
Si a = e entonces lim =lne=1 O
z—0 €
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Ejemplos

e lim z 0
1. lim 2% = 22=0 =2 =1.
z—0
, , T—3
2. lim(z — 3) cosec mx = lim
23 z—3 sen mx

Sear —3 =t Six — 3=t — 0. Sustituyendo se tiene que:

lm——=lm—— = lim ——— = lim ———
t—0senm(3+1¢) t=0sen(3m +mt) t—=0sen(m+wt) t—0 —senmt

i 1 1
=lm —=——
-0 sen 7t T
-7
Tt
—ax —bx —azx 7bx_1
3 hm6 ¢ :h'me —hm6
z—0 X z—0 X z—0 x
, e —1 , |
= lim(—a) (_—x> — lim(=b) (T) =-atb=b-a
1 1\*
4. lim z[In(z+1) —Inz] = limx~lnx+ = lim 1n<1+—) =lne=1
T—00 T—00 €x T—r00 €x
11
T+=+=
2 2
2z 43\ 2\ 1
5. lim =lim (1+ =lim |14+ ———
T+ 5
2
1 1
) 2
=lim |14+ —— lim | 1+ —— =e-1l=¢
T+ = T+ =
2 2
a*—1 b -1 | a
,oat—=b" r _lna—lnb_ng
6. }:g%cm—dz_xg%cz—l_dm—l_lnc—lnd_lnf
x x
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Limites Infinitos

Definicién 45.

1. lim f(x) =400<=VM>0,30>0/0< |z —29| <0 = f(z)>M

T—T0

2. lim f(z) =—0c0<=VM>0,30>0/0<|z -2 <d= f(z) < —M

T—T0

Graficamente se tiene:

Caso 1:

Caso 2:

Xo

M
W
b

N
A J
e

La recta © = xy, se denomina asintota vertical. Segun los graficos, a medida que x se

aproxima a zy, f(z) aumenta indefinidamente (caso 1) o disminuye indefinidamente
(caso 2).

Con respecto a los limites laterales, se tiene:

L lm f(z)=400<=VM>0,30>0/0<z)—2<d= f(z)> M.

ZE*)‘Z‘O

II. lim f(z)=400<=VM>0,30>0/0<z—20<6d= f(z) > M.

+

III. lim f(x)=—-0c0<=VM>0,30>0/0<z0—2<d= f(z)<—M.

T—TQ

IV. lim f(z) = —0c0<=VM>0,30>0/0<z—20 <0 = f(z) < —M.

T—T0
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Ejemplos

1. Probar que lim = 400
z—d4+ x — 4

Demostracion.

1
VM>0,3>0/0<zr-4<0—= 4>M,esdecirdebeE|(5>0/:zc—4<c5.

m_
Si >M:>1> 4 >4, - 4>0= 4<1—5
1:13_4 i T , ya que T LT T A
1
L d0=— —4<§ M.
) M/0<x <0= >
2. Probar que lim = —0
xﬁ\4—33'—4
Demostracion.

1
VM>0,3>0/0<z—-4<0= —— < —M.

x—4
! < —M; conz<4 x—4<0:>—i<x—4/(—1)
x—4 ’ ’ M
i>4—:1::>4—:v<i:(5.
M M
'5:i/ ! < —M, cuando (0 <4—2x <.
. M' x—4 ’

Gréaficamente la situacién de ambos es:
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Limites Al Infinito

Definicién 46.

1. lim f(z)=L<=Ve>0,3IM >0/ x> M = |f(x) — L| <e.

r—r-+00

2. lim f(z)=L<=Ve>0,IM >0/ < -M = |f(z) - L| <e.

T—r—00

Graficamente se tiene:
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A
v
pe
A
v
bq

La recta y = L se denomina asintota horizontal.

Ejemplos

1. Demostrar que lim =0
z—+oo x — 1

Demostracion.

PD.Ve>0,3M>0/2>M—

< €.
x—l‘

1
—— <e= -<|zr—-1]
|z — 1] €

1 1
Seaz—1>0=z—1>-=2>—-+1.
19 19

1
Haciendo M =1+ — > 0, se verifica que M existe.
€

<e . lim 1 =0. O
z—+oo 1 — 1

1 1 1 1
x>l —<—r—1>-—<— — <<= |——
€ 5 r—1 r—1

20t + 322+ 1
2. Calcular llm —————.
A e 624 — Tx + 3

Solucién.
1 3 1
o2t 4324+ 1 2t 43241 4 25t a2 1
ilm —=1lim ———— - % = lim —%—% = — = —.
o BT
T T i
BN | oo e e FIN



202 —x+5
3. Calcular im ————.
alcular lim ———

Solucion.

1 2 1 5
11'm2x2_—x—i_5.$_3: lim £ z? 23 =0
oo  4x3 —1 1 T—00 A 1

23 3
FIN | oot e e e e e e

4
4. Calcular lim 32 + )
w00 \/202 — 5
Solucién.
1 3+
3 4 7. = 3
lim I:_ . % = lim L = —.
T 2— —3
T
N | o e e e e e
2
3
T , siz <0
Tz +1
5. Sea f(z) = sen3x’ si0 <oz <2
T

5x + 1, six > 2

Calcular il_)l% flx) vy :151—% f(z).

Solucioén.

2

3

lim f(z) =  lim 22> —3
z—0~ z—0~ %"‘ 1 oo lim f(l') = 3.
lfm f(z) = lim 3ot —3.1=3[ *°
z—0+t xz—0t 3x
lim f(z) = lim sen 3x _ sen 6
w2~ e2- X 2 #£ - lim f(x) .
lim f(z) = lim (bz+1)=11 z=2
z—2+1 z—2+1
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6. Calcular lim (cos £)m.

m—00 m

Solucion.
1
— g m <cos L 1)

r\m T cos — — 1 m
lim <cos —) = lim (1 + (cos —) — 1) m
m—o0 m m—00 m
Sim — oo = (cos£—1> — 0.
m
Entonces
)
1 m (cos -
T
T cos£—1 lim m(cos——l) 0
lim <1+cos——1> m = em—o0 m =e =1
m—00 m
FIN | oot e, FIN
|
7. Calcular 11’1171T r;senx
T—— 5 -
Solucién.
Seax—g:t. Six—>g:>t—>0.
In sen <E+t> 1 —(cost —1) 1+ cost
- 1lim = limIn(cos t) ™% = lim In(1+cost—1)cost — 1 ¢ 1+ cost =
t—0 —t t—0 t—0
sen? t 1
1 t 1+ cost
Inlim [(1+ cost — 1)cost —1 =Ine’ =0
t—0
1 FIN
1
x? +rx—1\r—1
8. Calcular 1 SR
Solucion.
1 1 1

?4+r—1\r—1 =3r+3 \r—1 —3z—-1) \r—1
lim 2 TE T —lim (14—t =lim (14— =
xl—%(x?—l—llx—Zl) x1_>n%< +x2—|—4x—4> a:l—>n}( +x2—|—4(x—1))
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—3(x —1) 1
2 + 4z — 1) 2244z —1)z—1
—3(z—1) ) —3(x—1) s

1 1+ =
o1 ( +x2—|—4(a:'—1)

Asintotas Verticales, Horizontales y Oblicuas

Definicién 47.

1. La recta x = a es una asintota vertical de f, si h’m+ f(z) = +o00 ¢ lim f(x) = toc0.
r—a T—a~

2. La recta y = mx + b es una asintota oblicua derecha de f, si

lim Lx):m y lim (f(z) —mz)=0b

r—+400 €T r—+400

3. La recta y = mx + b es una asintota oblicua izquierda de f, si

lim M:m y lim (f(z) —maz)=0>

r——00 I T——00
4. 51 en los casos 2 0 3, m = 0 se tendrd una asintota horizontal y = b.

Ejemplos

1
1. Sea f(z) = I determinar las asintotas verticales y horizontales.
x

Solucion.
i 1 n I 1
im = 400 im = —00.
z—at x — 4 y r—d4— r — 4
Luego x = 4 es asintota vertical. Ademds llm ——— =0=m lim =0
&) x—>+00 x(:r; — 4) Y z—too x — 4

..y = 0 es una asintota horizontal.
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A .
6 '
€ - > X
-_— 2 [ (-] & 10
v
BN | Lo e e e e e e e e e FIN
72
. Determinar las asintotas de f(z) = —= o € (—o0,—1) U (1, +00)
x —
Solucion.
2 2 lim 22
a) lim f(x)= lim o ’ = eol?
z—1+ e=1t /12 — 1 a=1t (4 1)(z — 1) lim vx+1- lim vz —1
r—1t z—1t
Do
= —— [Im = 0.
221t \/oxr — 1
.. ¢ = 1 es una asintota vertical .
Anélogamente x = —1 es otra asintota vertical ya que f es par.
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, 2 — vt —1 2+ avr? -1
lim (f(z) —mz) = lim :
z—+00 z—+00 x?—1 24+ xva? -1

[ 4 . 2(.2 2
= lim z r(@ D) ]: lim [ v ]

votoo | V22 — 1 (22 + 2va? — 1) votoo | V22 — 1 (22 + 2va? — 1)
" [ x i x
= 1im = 1m
T—+00 ‘/.T2—1($+'/[E2—]_) Z——+00 1
- x x2<1——2)—|—x2—1
x
1
2 - 0
Ifm ’ RECRR I z = =0
S S T Sy I

' fl@) _ x y x
¢) lim — = Iim ——= lim ————
T——00 T z——00 v/x2 — 1 T——00 1
[z[4 /1= —
x
lim — = = —1=m
T——00 1
—xy /1 — o
2
lim (f(z) —mz) = lim { + ]
T——00 T——00 2 —1
Sea z = —z. Six — —00 = 2 —> +00.
2
Luego lim [— — Z:| = 0 = b (Calculado anteriormente).
T—~400 22 1
.y = —x es una asintota oblicua izquierda.
Graficamente:
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3. Sea f(x) = |x+ 4|+ 1
T

x| =3
Solucién.
a) lim f(x) =400, lim f(z)=+oo, lim f(z)= 400, lim f(z)=—o0
r—31 T3~ r——31 T——3"
. x =3, x = —3 son asintotas verticales.
4 4
SR A CO N (x+ + ):1:m.
r—+oco I r—+00 X l‘(ZE — 3)

4
lim (f(z) —mz)= lim (x+4—|— 3—x>:4:b.
x_

T—+00 T—+00

..y = x + 4 es asintotas oblicua derecha.
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¢) lim m: lim (—1:—4+ ! =—1=m.

r——00 I r——00

4
lim (f(z) —mz) = lim (—x—4— +x) =—4=0.
T——00 T——00 T —3

.y = —x — 4 es asintotas oblicua izquierda.

Gréaficamente:

BN | o
r+1+ , stz < —1
4. Dada f(z) = 2$2a: +1 . Hallar las asintotas.
) six > —1
2+ 1
Solucién.
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)

Para z = —1.

2
lim f(z) = lim (a;+1—|— )_ 1i w:

T——1- T——1- x+1 T——1- r+1
. x = —1 es asintota vertical.
2 2

h’m@: lim * =0=m.

=400 I z—+o0 I3 + 1
222

1/ — — l/ — O = 2 = b

Jip )=o) =t (55 o)

..y = 2 es asintota horizontal.

T G, (x+1+ L ):1:m.

r——00 X T——00 xT xr2 +x

, ) 1
xgr_lho(f(x)—mx)zEer(x+1+x—H—x> =1=0.

..y =x + 1 es asintota oblicua izquierda.

Gréficamente:
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Ejercicios Propuestos

. Aplicando definicién de limite, demostrar:

) 4
a) alglgzl;x—2_2'
b) lim v -1 =0

d) lini Vidr —1=1.

T—r =

2

. Calcular:

g) 11’3% f(x) siendo f(z)=4¢ , 1 1

Resp:

Resp: —

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

ESAES

[\CR V]



lim(f + g)(x) siendo

rz—1
-2 i 1
5x—1 siz <1 k v S?I<
f(z) = . glxy=q¢ z—1 siz=1
4—x six>1 .
dr—2 six>1
fla—3)+gx—2) T Gir<-1
— — six < —
lfm 20 A ,siendo f(z) =< 142z ;
z=2 h(z +5) 22 +20 sixz>—1
1 2 <0 3r — 21 e
_- six
g@)={ "z T k(@) = T
1+2z six>0 20% — 222 4+ 56, six > 7
T 1
e 3)Zsenx

, senx —tgx
lim ————

z—0 ,’1}3

i (14 2)/% — cotgz — 1 — cosec x
zlLI(l) T

sec’x —tga
lim ——

T 1+ cosdx
xr—r —
4
) ( 2:10) m
lim [ cos —
Tr—r0o0 m

3 z+1
lim
=3 (x + 3)(x — 3)

lfim (1 + cos z)3"c®
7r

T—r

2

r+\r+Jx
T—00 1/55_{_]_
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Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Resp:

Wl =

| Ot

DN —



2 . x+1
r)  lim v Resp: e72
z—oo \ 20 + 1

3sen(mz) — sen(3mx) Resp: 4r°
4w

s) lim
) x—0 1’3

3 _ .2 12
3. Determinar los valores de a, by L, si L = mh_{gb xxz f4;aj 2—62 € R.

Resp:a=-8, b=1, L=05.

4. Determinar domf y las asintotas (si existen) para:

23

a r)=—x+1+ Resp:z =43, v =42, y=2+ 1.
) @) VT — 1327 1 36 P /
22
b) f(z)=3-20 — ——— Resp: © = -1, x = 2,
x?—x—2
3 +5 !
=-3r+_-,y=—2— —.
Y 27y B
22
c) fla)=—+2-5 Resp: y =2z — 5, y = —5.
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3.2. Continuidad de Funciones

Sea f: A C R — R una funcion real. Se dice que f es continua en z = x( si y sélo si:

a) f(x) esta definida (zg € domf).

b) lim f(x) existe y

T—T0

c) mlir%rﬂlof(yc) = f(xo).

Si una de estas condiciones no se cumple, se dice que f es discontinua en x = xg.

Observaciéon 48. Los siguientes grdficos muestran ejemplos de algunas funciones disconti-

nuas en r = xy.

/

v

N

¥

Xp X

y
7o ¢ domf pero 3 Tim f(x) xg ¢ domf 'y lim f(z)= 400

T—T0
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2N
= -
S

&
<
/ %o

g € domf, luego 3 f(zg) pero no existe lim f(z) 3 f(o) 3 lim f(x) pero f(zo) # ll)m flz)

T—Tg

ya que los limites laterales son distintos.

Ejemplos
2x+3)(x—1) . 21
1. Sea f(z) = r—1 » SLT7 L Es continua en z = 17.
2, siz=1
Solucién.

a) f(1) =2, esta definida.
b) lim (2x 4+ 3)(x — 1)

rx—1 {L‘—l

) lim f(z) # f(1).

.. f no es continua en = = 1.
FIN | oo

=5.

2. f(x) = % .. Dénde f es continua?.

Solucioén.
a) Siz =0, f es discontinua ya que 0 ¢ domf.

b) f(x) :{

1, siz>0
—1, siz <0

lim1=1, sixyg>0

c¢) lim f(z) = B
) z—x0 /(@) lim —1=—-1, sixzg<O0
T—T0
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.. f es continua en V x # 0.

BN | o

3 irxr <1
3. Sea f(x) = M S% Y= | Es continua en z = 17.
3—x, siz>1 ¢

Solucion.

a) f(1) =4, esta definida.
b) lim 3+2)=4 A lim(3-z)=2= lim f(z) 2.
T—r

z—1— x—1+

.. [ es discontinua en x = 1.

BN | oo

Algebra de las Funciones Continuas

Teorema 49. Sean [ y g dos funciones continuas en o € R, entonces:

1. f =+ g es continua en x.
2. f-g es continua en xg.

3. ¢- g es continua en xy, ¢ = contante.

4. = es continua en xqy, siempre que g(zo) # 0.

Ejemplos

senx

1. Analizar 1 tinuidad d = o1
nalizar la continuidad de f(z) 22+ 1

Solucion.

a) Sea h(x) = senz, entonces h es continua V z € R.

b) Sea g(x) = x? + 1, entonces g es continua y no nula V x € R.



0, siz<0 1, sizx <0
2S — ) —_— — b —
ea f(w) {1, sr>o ¥ 9@ {o, siz>0

Analizar la continuidad de f-g, f+g, ¢c-f v i en r = 0.
g

Solucioén.
a) f(0)=0.
b) HI(I)I_ flz)y=0 A HIélJr flz)=1= 2lg%f(yc) 3

Como f no es continua en x = 0, entonces f-g, f+g, c-f vy = no son continuas
g

en x = 0.
BN | o e e e e e e e e e e e FIN
-3 i 3
3. Sea f(x) = [z =3, S% T . (Es f continua en x = 37.
2, sizx=3
Solucion.
W) 1(3)=2.

b) lim f(x) = lim |z 3]

r—3, six>3
cof(x) = 2, siz=3
3—x siz <3
lim3—2)=0 A I —-3)=0=1 =0.
- lim (3 - 2) lim (z —3) lim f(z)

) lim f(x) # (3).

.. [ es discontinua en z = 3.
BN | oo e e e e FIN

4. Las funciones f(z) = 22, p(z) = ag + a1z + ax® + ... + a,2", f(x) = cosx, etc, son

funciones continuas.

5. La funcién f(z) = tgx es continua en R — {x = (2k — 1)%7 ke Z}.
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Observacién 50. Grdficamente una funcion continua en un conjunto es una representacion
“sin saltos”.

Por ejemplo: La funcion f(z) = [z] no es continua en R.

Y
: o
—o
! e—o
; z ‘ *—0 ) ; X
*—o
e—o -

Definicién 51.

1. Se dice que f es una funcion continua por la derecha de xy <= lim, f(z) = f(xo).
x%xo

2. Se dice que f es una funcion continua por la izquierda de xy <= lim f(x) = f(zo).
=Ty

3. Se dice que f es una funcién continua en (a,b) <= f es continua V o € (a,b).

4. Se dice que f es una funcion continua en [a,b] <= f es continua ¥ xy € (a,b) y es

continua por la derecha de a y por la izquierda de b.

FEs decir:

1) f es continua en (a,b).

) lm f(z) =fla) A lim fz) = f(0).
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5. Se dice que f es una funcion continua en (a,b] <= f es continua en (a,b) y continua
por la izquierda de b.

6. Se dice que f es una funcion continua en [a,b) <= f es continua en (a,b) y continua
por la derecha de a.

Observaciéon 52. Se dice que [ es continua en x = xg, si [ es continua por la derecha de
o y por la izquierda de xy.

Ejemplos

1. Analizar si f(x) = /7 es continua en [0, 2].

Solucion.
Vo€ (0,2), im vz =/zoy lim vz =0=f(0) A lim vz =+v2=f(2).
T—=T0 z—0t T2~
Luego f(x) = y/x es continua en [0, 2].
BN | o e e e e e e FIN
2
* +3, si —1<x§0
xr+1 2 1
2. Analizar si f(z) = { Sen 3377 G0<z<2 continua en (—575)
x
5r +1 si2<zxz<H
Solucioén.
343 1
Sea fi(z) = %, continua V = € (—5,0).
sen 3z )
Sea fo(x) = , continua V z € (0,2).
Sea f3(x) = bz + 1, continua ¥V = € (2,5).
Se analizara la continuidad de x =0, x = 2.
a) Para z = 0.
1) f(0) =3.
%+ 3
Ii = 1 =3
Mg s = o
2) — lim f(z) =3
lim f(z) T sen 3x 3 w0
m f(r) = lim =
z—07F =0+ 3
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De 1) y 2) f es continua en x = 0.

b) Para x = 2.
1) f(2)=11.
1w f(x) ~ Ym sen 3z _ sen 6
r—2— T2~ X 2
2) # = lim f(x) .
I = I 1)=11
S = i Ged)

De 1) y 2) f es discontinua en z = 2.

1
.de a) y b) f es continua V x € (—5, 5) — {2} y por lo tanto f no es continua en

Teorema 53. Si [ es continua en xy y g es continua en f(xg) entonces g o f es continua

en To.
Demostracion.
Jim f(z) = flzo) A xii}&)g(z) = g(f(x0))
o Jim (go f)(z) = lim g(f(2)) = g(f(20)) = (g f)(20). M

Ejemplo 54. Sea h(x) = V322 4+ 4, donde h(x) = (fog)(x) = f(g(x)) = V322 +4
donde g(z) =322 +4; f(z) = /.

es continua VereR
fc es continua Vx> 0} <+ fog es continua ¥ 2 0.

Observacion 55. Si go f es continua en xy entonces:

i (g0 £)) = tim o(f(e) =  Jim 7)) = ol fla)

Tr—xQ Tr—xQ T—T0
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P+ 32742
Ejemplo 56. Sean f(r) = T y gln) = 0 =%

2 4+ 2z
Entonces (7 0 g)(x) = (@) = f (T2 E22) =\ JEEBEA2E e s cont
O = = _— — e _
ntonces g)(x g(x o PR onde es conti
nua en xo = 0.
23+ 322 + 22

Luego lim(f 0 g)(z) = lim f(g(x)) = f (1im g(x)) = \/ lim

2—0 2+ 2z

24+ 3142 24+ 3r+42
:\/Hmm 30+ ):\/HI%M:\/I:L
T—>

20  x(r+2) x4+ 2

Clasificacion de las Discontinuidades

1. Si al menos uno de los limites laterales lim f(z) 6 lim f(z) es +00 6 —o0, entonces
T =T

f tiene en xy una discontinuidad de salto infinito.

T, str <1

Ejemplo 57. Sea f(x) = 1 e 1 cuya representacion grdfica es:
, St T

z—1

Y
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. en x =1 hay una discontinuidad de salto infinito ya que

1
lim f(z) = lim = +o0.

z—1t z=1tx — 1

2. Siexisten lim f(z)=L; A lim f(x) = Ly, pero Ly # Lo, entonces f tiene en

xo un punto de discontinuidad de salto finito; la magnitud del salto es |L; — Lo].

Ejemplo 58. Sea f(x) = |x—|,
x

cuya representacion grafica es:

1C

A pesar que domf = R — {0} se pueden calcular:

Iim f(x)=1 A lim f(z)=—1.

z—07t z—0~

. f(z) es discontinua en v = 0 y es discontinua de salto finito; la magnitud de salto

es 2.

3. Siexiste lim f(x), pero lim f(z) # f(xo) entonces f tiene en zy una discontinuidad
T—To T—x0

reparable.

Las discontinuidades correspondientes a los casos 1) y 2) se llaman irreparables.
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—1
Ejemplo 59. Sea f(x) = ° T donde domf = R$ — {1}.

Vi1

a) Esta funcion es discontinua en x = 1, f(1) no estd definida.

—1 1 —1 1
b) lim f(x) = lim - VEFL _j E=D Vet 1)
z—1 =1/ —1 \/E+1 z—1 r—1

=limyz+1=2.
T—1
Asi lin% f(z) =2, . es una discontinuidad reparable.
T—
c) Como f(1) no estd definida, se le asigna el valor del limite.

Luego f es continua en x = 1, refiniéndola de la siguiente manera:

r—1

fa) = { VE=T

2, stx =1

six#1

Conclusion:

Una funcién f tiene una discontinuidad:

1. Reparable, solamente si lim f(z) 3.
T—T0

2. Trreparable si lfim f(z) .

Ejemplos

1. Analizar si f es continua en x = 0. En caso de serlo, clasificar la discontinuidad y

redefinir, si es posible.

a) f(z) =

Solucion.

sen r

1) f(0) no esta definida.
sen x
11) lim =1
z—0 I

.. f tiene en x = 0 una discontinuidad reparable.
Para aquello se redefine f como:

f() = {se;m:, siz#0

1, siz=20
FIN | oottt e e e e FIN




xsenx, sixz#0

b) f(z) :{

1, siz=0
Solucion.
D £(0) = 1.
1) h’n% xsenx = 0 # 1. . f tiene en x = 0 una discontinuidad reparable,
z—
redefiniendo:

) = {wsenx, six#0

0, six =0
BN | e e e e e e e e e e e e FIN
et —e™*
c z) =
) f) ==
Solucién.

1) f(0) no estd definida.

r __ ,—T T _ 1 —r _ ]
1) h’mi—ﬁm(e L e ))—1+1—2.
x—0 €x x—0 €x —

.. f tiene en x = 0 una discontinuidad reparable. Luego definiendo una nueva

funcion, se tiene:

e’ —e ,
Fa)=d 2 six#0
2, siz=0
BN | e e e e e FIN
sen x
0 1) ="}
Solucién.

1) f(0) no estd definida.

senx

sen x , six>0 lim f(z) =1
11 €T) = — g C(i—)0+ - limf " ﬂ
) f(z) | Y G <0 lgél_f(x):—l lim ()
s T

lo que implica que la discontinuidad es irreparable.
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en r = 3.

Solucion.
1, sixz>3
flr) =< -1, stz <3
M, six=3

Solim f(r)=1 A lim f(:z:):—1:>i1’§:13f(x) 3

z—3t+ r—3~

Como f(z) es discontinua irreparable en 2 = 3, no existe M € R que haga f continua.

BN | o FIN
VIZ2 2y
Cfle) =9 xz—4" L . Determinar el valor de M de modo que f sea continua
M, siz =4
en r = 4.
Solucién.

i YEZ2 VE+2 g w4 _ 1

1
st M= 7 f es continua en z = 4.

x2, si0<z<1

. Sea f(z) = 0, six =2 periédica en [0,2] con periodo igual a 1.
(x—1)% sizx>2

Identificar los puntos de discontinuidad, graficar y reparar f donde sea posible.

Solucion.
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Puntos de discontinuidad: z =1, z = 2.

lim f(z) = lim 2? =1
1) = 0 esta definid o117 r=17 ool .
a) J{1) =0 estd definiday 500y i (192 = 0 iy 3
z—1t z—1+

.. [ es discontinua irreparable en z = 1.

b) f(2)=0
h’n% (x —1)* =1, . en ¥ = 2 hay una discontinuidad reparable, redefiniendo:
z—
x2, sio<z<1
'f(x)_{(a:—l)Q, sixz>2
BN | o FIN

Teorema de Valor Intermedio

Si f es una funcién continua en [a,b] y f(a)- f(b) < 0= T xq € (a,d) tal que f(zq) = 0.

Graficamente se tiene:

fla) < f(b) fb) < f(a)

f(a
O]

i
e
fla)

o W I
v
>

f(b)

Observacion 60. El teorema afirma que en tales condiciones 3 zq € (a,b) tal que f(xg) =0,

siendo xo una raiz de la ecuacion f(x) = 0.
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Ejemplos

1.

. Sea f(z) =

Sea f(z) = 2 — 222 — 2 + 1, f(x) es continua V z € R, en particular lo serd para
1,0].

f(=1)=-1, f(0)=1= f(-1)- f(0) <O

.. f posee una raiz real entre —1 y 0. Es decir 3 29 € (—1,0) / f(z) = 0.

1 1 1
Aminorando el intervalo [—1,0] a {—1, —5], se tiene: f (—5) =3

1 1
f(=10 - f (—5) <0= duxg € (—1, —5) / f(xo) = 0, es decir, f posee una raiz

l en 1 L
I‘ [— —_——
eal e -

1, si0<z <1

s l<e<0 se tiene que f(1) =1, f(—1) = —1 donde f(1) -

f(=1) <o.

Sin embargo no hay punto en (—1,1) tal que f(z) =0, ya que f(x) no es continua en
[—1,1].

Graficamente se tiene:
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Ejercicios Resueltos

3/ 16
1. Calcular: lim Vi = V- AYr+d
NS

Solucién. Seax =1t.Sizx —>1=1¢—1.

Haciendo la sustitucién, se obtiene:

, Bt —4t+4 -1 —4(t-1) t? —4 -3
lim = lim = B —————— |
t—1 12(t3 — 1) =12t — 1)+t +1) =122 +t+1) 3
BN | o e e e e e e FIN
rz—1 _ 2 11—z
2. Calcular: lim ¢ te
z—1 1 — cos(x — 1)
Solucion. Seat=x—1.Siz—1=1t—0.
Sustituyendo se obtiene:
% et —2+et 1+4cost ., e —2l+41 (1 + cost)
im . =lm-—- cOS
t-0 1 —cost 14cost =0 efsen?t
(et —1\? 1+ cost t\?
= lim . =2
t—0 t et sent
FIN | oottt e e e FIN
1—3z\™
3. Calcular: 1f
alcular: lim (2 — 395)
Solucién. Al evaluar toma la forma 1°°. Luego:
%4
y . 1 3r—2 3r — 2 5
= 3
el | e ve— c
BN | oo e e e e e e e e FIN
202 — 8 10
4. Determinar las asintotas verticales, horizontales y oblicuas de f(x) = i :v2+
I‘ JR—
Solucion.
202 — 8 10
a) lim oot —00 = = = 2 es asintota vertical 6
r—2~ Tr— 2
. 22% —8x + 10 , :
lim ———— = +00 = = = 2 es asintota vertical
r—21 xr— 2
222 — 8 10
b lim LT,
T—+00 ZE(J} — 2)
. 222 -8z + 10 . 222 — 8z + 10 — 222 + 4x
lim ——— — 2z = lim
r——+00 €Tr — 2 r——+00 €r — 2
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3 —4x + 10
= lim ——=—-4=9%

Tr—+00 €T — 2
..y = 2x — 4 es asintota oblicua derecha.

Analogamente se obtiene que y = 2z — 4 es asintota oblicua izquierda.

FIN | oottt e e
5. Calcular:
sen(x — a)
a) lim (2 - f) (a —x)?
T—a a

Solucion. Es de la forma 1°°. Luego
a—x sen(r — a)

sen(r — a) a

h'm(2—z> (a—x)? = lim <1+1_£>a—x
Tr—a a T—ra a

a (a—x)?

—1 sen(z — a)

“ a T—a
= lim (1+a x>a_$ —ea
T—a a
0
(1—2)%, siz<0
b) lim f(x), si f(z) = 1 — cos3x ,
z—0 ——, siz >0

x2 41— 32’

Solucion. En este caso es necesario usar limites laterales.

1) lim (1 — x)% = mlir(r)l_ [(1 + (—x))_i] —e?

x—0~

) 1 —cos3x 14 cos3x , sen? 3z 1
1) lim S - = lim : y
a0t 224+ 1 —e3 14 cos3z -0+t 14+ cos3z a2 — (32" — 1)
. sen®3x 1 1
= lim : . =
a0t 12 L +cos3x g2 — (3 —1)
72
[ (sende ? 9 1 9 1 9
= lim . . - 2. =_Z
e—0+ \ 3 1+ cos 3z e 2 =2 4
322
BN | o e
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272, si —2<2<0
1 — cos2mx

6. Sea f(x) =R —5——7, sil0l<az<l1

)
b)

c)

22(1 —x)2’
1, sil<a<?

Calcular lim f(z)

z—0t

Calcular lim f(x)

r—1~

Analizar la continuidad de f en z =1

Solucion.

a)

., 1—-cos2mxr 1+ cos2mx _ sen?2mx 1 ) sen 27z \ 2
lim . = lim . = lim .
et 22(1 —x)?2 14+cos2mr  a—0t 22 (1 —2)2(1+cos2mz) -0t \ 27z
Ag? 472 9
= =27
(1 —x)%(1 + cos 2mz) 2
1 —cos2mx

lim ——— . Seaz=2x—1.Six — 17 = z — 0, Luego
e—s1- 22(1 — x)?

1 —cos2m(z+1)  1—cos(2mr+2mz) ., 1—cos2nz 14 cos2mz

1, = = . =
250 (2 +1)222 250 (z41)222 250 (z4+1)222 1+ cos2mz
_ sen?2rz 1
lim .
220 22 (z+ 1)2(1 + cos 2mz)
. (sen2mz)’ 472 )
= lim . =27
=0\ 27z (z 4+ 1)2(1 4 cos27z)
f1) =1 X )
— cos 27
Ii = lim ———— =27°
M fe) = I e =2
lim f(z)= lim 1 =1
z—1+ z—1—

Como lfim f(x) # lim f(z), entonces lim f(x)A. Esto indica que f tiene en
x—1- z—1t z—1

x = 1 una discontinuidad no reparable.

FIN | oottt FIN
7. Calcular li rseny
. Calcular lim
z—oo (323 + 1)(sen? Zz;:,l))(ln xTH)

Solucién. ,

p sen® 2 2% i <Sen %) 1

fm : — —— = lim :
oo g (327 4 1)(sen® Fg)a(n5)  emeo 2 (34 %) (sen? :i) In(1+1)°



B 1 B 1 B 2
N 3-sen2§-lne 3<\/7§>2_3
N | ottt e e e e e FIN
x—l_l
61—2, SIIEE (O,].)
8. Sea f(x) = I:_Ex o
1n(1—|—1+ , siz e (1,+00)
x

9”0

Determinar el valor de ”7a” y redefinir f si corresponde, de tal manera que f sea
continua en x = 1.

Solucion.
f(1) no esta definida
et -1 el —-1 -1 1
lim ——— = lim . = _Z
a—1- 1 — a2 a—1- r—1 14z 2
1427 135
]_ — -z a
lim In | (14— —lne$=-2
r—1— 1 +x 2
r—1 _ 1
61_1:2, size (0,1)
a B —l 1 =
~3=-}—[a=1]- @) - N
1—z\=1 |
In(1+4 , siz e (1,+00)
1+
FIN | oottt et e e e FIN
21:2 4 z+3
9. Calcular: 1t _—
alcular: lim (2x2 e 1>
Solucion. Es de la forma 1°°. Luego dividiendo se obtiene:
202 4 g 1] T
, —r—3 -r—3
1 1+ —
2500 ( * 2:152—1—3:—1)
— (22 +62+9)
22 + 1 — 17 2Tt
, —x —3 —r—3 _1
= l 1 _— = 2
pmroo ( +2x2+x—1) ‘
FIN | oottt e e e FIN
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1
10. a) Calcular: li%%
T—r

2
b) Determinar "a” de tal manera que:

. sen2r +asen’x — 2senz
lim 5 =4
z—0 cosT — Ccos? x

Solucion.

a) Seatzm—g.Six%git%O.Luego

In sen(g +1)

Incost 1 L1 L1
fm—— 2~ — " lfml A 1[1 _1%5—,} t
e RV i =gz = gl In(cost)® = JlimIn (14 cost — 1)
1 1 (Coiézl)(iislt>+l> ]_ 1 — steQn2 L. coslt+1
=12 1ltg%ln (14 cost — 1)cost71] =12 ll_I)IélIl [(1 + cost — l)costfl}
1 Iy e—3
=—lne"z=—-
4 8
b i 2senxcoszt +asen’z —2senx , senz(2cosz + asenx — 2)(1 + cosx)
fm = lim
20 cosx — cos? x z50 cosz(l — cosz)(1 + cosx)
senz(2cosx + asenz — 2)(1 + cos x) 2(cosz — 1)(1 4 cosx) | asen z(1 4+ cosx)
= ]1m =
20 cos zsen? ) 20 COS T sen x COS T sen x
—2sen’z  a(l +cosx
= lim + (1+ ) =2a=4
20 | COS T sen cos
a=2
BN | o FIN

Ejercicios Propuestos

1. Analizar si f(z) = [z] es continua en x = 3.

2. Sea f(x) = —W, x # 32. Definir f

2 (32) de tal manera que f sea continua en
x pa—

R: .

1
Respuesta: f(32) = 390"
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. Determinar a y b para que f sea continua en x =0 y en z = 7, siendo

(
sen_|x|’ siz € (—m,0)

x
fz) =< ar +b, size0,m) Respuesta: a =0, b = —1

| cosz, i€ [m 2m)

. Determinar a y b para que f sea continua en x = 2, siendo
( b3z +4], sizell,?2)

f(z) =< 3zva—2x, sixe(2,3). Respuesta: a = 13, b = 2.
18, stz =2

\

. Analizar la continuidad de fog y g¢o f siendo
2, six>0

fl@)=90, siz=0 y g(z)=2z(4-2?
-2, six <0

V2+ -2

. Sea f(x) = prr-

determinar el tipo de discontinuidad y redefinir la funcién, si corresponde.

. Analizar si f es continua en x = 8. En caso negativo

. Analizar la existencia de una solucién real de la ecuacién 3z° — 422 + 13z +2 =0 en
[—1,0].

. Suponer que f es continua en [0,4], f(0) =1y f(4) = —1 .; Puede tener f un nimero
infinito de ceros en este intervalo?.
2+1 xt+1

. Analizar porqué f(z) = + tiene por lo menos una raiz entre —2 y 3.
x+2 r—3
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Capitulo 4

La Derivada
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Competencias a lograr

Al término del presente capitulo, el alumno serd capaz de:

Determinar la ecuacion de la tangente a una curva en un punto de ella dado.

Dada una funcién, hallar su derivada en un punto de ella.

Dadas las reglas de derivacién, hallar la derivada de una funcion.

= Derivar implicitamente una funcion.

Calcular derivadas de orden superior.

4.1. Introduccion: Problema de la Tangente

Sea C' una curva continua y Fé una secante de ella. Si a lo largo de la curva se hace que
@ se aproxime a P, la secante girard alrededor de P hasta llegar a la posicién limite PT'.
Luego la recta ﬁ es el limite de la secante % cuando () se acerca a P.

Definicién 61. Sea % una secante que pasa por los puntos P y () de una curva continua

C. El limite de la secante, cuando @) se aprozima a P, a lo largo de la curva, se llama
tangente a la curva C' en P.
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Sea y = f(x) la ecuacién de la curva, siendo f continua.

Sean P(zg,yo) un punto de tangencia de f, Q(x,y) otro punto cualquiera de la curva y

0 el angulo que forma con el eje X.

Gréaficamente se tiene:

/

— A
Yy~ % _ —y, siendo Ax y Ay el incremento de = e y, respectivamente.

Ltgl =
& r—x9 Ax

Cuando @) se aproxima a P a lo largo de la curva, la inclinacién 6 de la secante se

aproxima a la inclinacién o de la tangente, es decir, %fm 0= a.
—P

Ademas, la pendiente de la secante se aproxima a la pendiente de la tangente, o sea:

i = :
ng}jtg@ tga

También cuando () se aproxima a P, x se aproxima a . Luego :

lim tgf = lim Y= % _ lim M

= tg a, que es la pendiente de la tangente a
Q—P T—=T0 T — L T—T0 xr — Xo

la curva en el punto P(xg, o) y se simboliza por

i) — 1 18— F0)

T—T0 T — X
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siendo y — yo = m(xg)(z — x¢) la ecuacion de la tangente a f en P(xq,yo).

La normal a una curva en punto dado es una recta perpendicular a la tangente en ese

1
punto. Luego se cumple que mp = ———.
my

Ejemplos

1. Hallar la ecuacién de la tangente y de la normal a la curva y = 222 — 5 en el punto
(1,-3).

Solucion.

.. La ecuacién de la tangente: y +3 =4(zx — 1) = 40—y —7=0.

1
La ecuacién de la normal: y 4+ 3 = —Z(:c —1)=x+4y+11=0.
FIN | ettt et e e e FIN
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2. Hallar la ecuacién de la tangente a y = 22 v que es paralela a la recta y = 4x.

Solucioén.
2 _ 2 _
m(zg) =4 = lim T 70 i (z = o) (@ + 7o) = 2z
T—=z0 T — T z—T0 T — Xg

— 29 =2= 1Yy = 4.
- P(2,4).

.. La ecuacién de la tangente es: y —4 =4(z —2) = 4o —y —4 =0.

Y y:41‘ T

P(2,4)

1
3. {En qué puntos de la curva y = 23+ 2z — 1 tiene la normal una pendiente igual a _5?'

Solucién.

mN:—g:>mT:5.

5 lim v’ +2—1—af—2xo+1 _ lm z? — 2} + 2(z — )

20 T — Xo T—T0o T — T
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_ lm (x — xo)(2* 4 z2o + 2§ + 2)

= 3z + 2.
T—T0 T — :CO

3224 2=5=> g5 = +1.

1
.. La normal tiene pendiente —g e los puntos (1,2) y (=1, —4).

BN | oo e e e FIN

4. Hallar la ecuacién de la tangente a la curva f(xz) = senx en (0,0).

Solucion.
. senzx —sen( ., senz
m(0) = lim ——— = lim =1.
z—0 x—0 z—0 I
.. La ecuacién de la tangente es: y = x.
BN | ot e e e e e e e e e e FIN

4.2. Problema de la Velocidad Instantanea

Si una particula se mueve a lo largo de una recta de tal manera que su distancia a un
punto fijo P estd dada por: s(t) = t* + 2.

Cuanto t = 0, la particula estd a 2 pies de P y cuando t = 4, la particula esta a 18 pies
de P.

.. la velocidad media para estos 4 segundos es:

18—2 16
Vme = — = — =
1Ty _0 4

En general la velocidad media para el movimiento visto desde ¢ = 4 hasta cualquier otro

4

tiempo es:
s(t) —s(4)  s(t) — 18
Vmed = =

t—4 t—4
Si se desea conocer la velocidad en un instante ¢, se utiliza la siguiente definicién:

“ Si una particula se mueve sobre una recta de tal manera que su distancia s a un punto

fijo de la recta es s = s(t), la velocidad en cualquier instante ¢; es:

t) — s(t
U(tl) — m S( ) S( 1) ”
r—t1 t— tl

Luego en el problema anterior:
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t) — s(4 t?4+2—18 2 —1
U(4)=1fﬂlw21m+—:fm 0_

z—4 t—4 x—4 t—4 z—4 t—4

8

.. la velocidad instantanea en t = 4 es de 8 pies por segundo.
Ejemplos

1. Una particula se mueve sobre una recta de acuerdo a la ecuacién x = /27. Hallar la
velocidad en ¢t = 8 segundos.

Solucién.

V2ot —4 \/2_t+4_1, 2t — 16 2

1
v(8) = lim . = lim = — = — pies/seq.
@) =lm == &2 Pos(t—8) (V2t+4) 8 47 /59

2. Una particula P se mueve en linea recta segin la ecuaciéon s = 15t — 3t?. Hallar la
distancia de P al punto de partida cuando la velocidad es nula.

Solucion.
15t — 3t? — 15t + 3t? 15(t—tg) — (t —to)(t+t
v(te) = 0 = lim 03 _ g, BUEZf) = E=t)lt+t) _ o 6to.
t—to t—to t—to t—to
15 5 5 25 3

15— _ 2 _"° cs=15(2) =3 Z2) =182 pies.

CL 15 = 6tg = 1y 5 5 .S 5(2) 3(4) 84pzes

20 1 FIN

3. Se arroja una pelota hacia arriba hasta una altura que se puede expresar en metros,
por s(t) = 125t — 162, t en segundos es el tiempo desde que ha sido lanzada. Hallar la
velocidad instantanea después de 3 segundo y después de 5 segundos.

Solucién.
125t — 16t — 375 + 144 16t = 77)(t — 3
a) v(3) =0=lim i = lim ( I ) = 29.
t—3 t—3 t—3 t—3
. v(3) =29 m/seg. (Significa que la pelota se eleva).
125t — 16t% — 625 + 400 —125¢t + 16t2 + 225
b) v(5) = 0 = lfm 0 Rl
t—5 t—5 t—5 t—5
16t — _
_ 1m( 6t — 45)(t — 5) _ 35
t—5 t—>5
. v(5) = —35 m/seg. (Significa que la pelota se eleva).
FIN | oottt e FIN



4.3. La Derivada

Al comparar la definicién de pendiente de una tangente a una curva con la de velocidad

instantanea de una particula, se observa que formalmente son las mismas.

Definicién 62. Si lim &) = /(@0

T—T0 T — .1'0
f' (o).

Otra forma: Sea © — xg=h. Six — xg=— h — 0.

[ (v0 + Ax) — f(w0)

, f@) = flwo) . flwo+h)— flzo)
T = e e AT w o AT
ot 2V
T Ao Az
Otros simbolos: D, f(x) = Z—i = d];(;) = fl(x) =1
Ejemplos
1. Determinar f'(2) para f(z) = c.
Solucién.
oy e SR = FE2) L e—c
L
BN | o

2. Determinar f'(—1) para f(z) = 3z* — 1.

Solucién.
o J(=1+Ax) - f(-1) 3(=1+Ax)2—-1-2
f(=1)= Alggo Ax - AISEO Az
1—-2A Az? —1 Nz (NAx — 2
~ 3 lim el P T G i) S,
Az—0 Az Az—0 Ax
BN | oo e e e e e e

166

existe, se llama derivada de f en xqy y se simboliza por



3. Determinar f’(3) para f(z) =e"".

Solucién.
22 9 3 ed (ew2_9 1> (x+3)
FE3) =1m T gy = 6¢°
@3 r—3 T+3 a3 2 -9
FIN | oo FIN

4.4. Funciones Derivables

x)— f(x
Se dice que f es derivable en z = x, si f'(x) existe, es decir, si lim M existe.

T—T0 T — X
Si f es derivable en todo punto de un intervalo abierto, se dice que f es derivable en
dicho intervalo.

Si f es derivable en su dominio, se dice que f es derivable y su derivada se denota por
+h)—
f(z), siendo f'(z) = lim f(zo ) — f(x0)
h—0 L

permite calcular la derivada de f en cualquier punto de ella.

, que es una nueva funcién. Esta nueva funcién

Ejemplos

1. Sea f(x) = 62> +4. Determinar f'(x) y a partir de ella, obtener el valor de f'(1), f'(0),

F'(V2).

Solucion.
3 a3 3 2 2473 _ .3

f’(x):lim6(x+h> +4 —6x 4:6h’mx +32°h + 3zh* + b’ —x

h—0 h h—0 h
2 2
6 lim h(3z® 4+ 3xh + h*) _ 18,2
h—0 h
L) =18-12=18, f(0)=18-02=0, [f'(v/2)=18-(v2)?=36.
FIN | e FIN

2. Determinar f'(z) si f(x) =¢, c€R.

Solucion.
flx+h)—flx) . c—c
I _ _ —
A N -
FIN | oo et e e e FIN



3. Sea f(x)

. Determinar f'(x).

T 322 -5
Solucién.
9 9 2722 — 45 — 2722 — Sdah — 27Th? + 45
. 3(x+h)?2—-5 322—-5 [3(x + h)? — 5] [322 — 5]
/ _ —
Jo =i h ~ h
T h(—54x + 27h) b4z
~ hS0h[3(x+h)2—5][322 — 5] (322 —5)2
BN | o e e e e e e e e FIN

4. Sea f(z) =2", mn € N. Determinar f'(x).

Solucién.
-1
n_ .m " 4+ nz"h + nn -1 )x”_2h2 Ny —

f(x) = lim —(az +h) A lim 2 =

 h—0 50 h N

—1

lim = ng" !
h—0 h

Observacién 63. Sea f(z) = 2", n € R, entonces f(r) = nz"'.

Sin=1= f(z)=0= f'(z) =1.

Sinz%ﬁf(m):mlﬂz\/E:f’(x):ﬁ.
Sin:—1:>f(x):x1:§:>f'(x):_—1.
Sz’nzg:>f(:c):x2/3:Wﬁf’(x):gx_l/?’: 2

3 3 39z

Teorema 64. Siy = f(z) es derivable en x = g, entonces f es continua en dicho punto.

Demostracion.

Es necesario probar que lim f(x) existe y es igual a f(xg), o sea:

rlirgo f(z) = f(xo).
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Para x = 0 se tiene que:

fx) — fz
1)~ flag) = TOTE) )
T — Tg
Luego aplicando limite a ambos lados de la igualdad, se tiene
i ()~ flzg) = tim T
T—T0 T—T0 r — Xy
— im M - lim (2 — )
T—T0 xr — l‘o T—T0
f'(@o) - 0
0
. lim f(z) = f(z0), lo que implica que f es continua en x = x. O
T—T0

Observacion 65. El reciproco de este teorema no es vdlido, es decir, que una funcion sea
continua en un punto, no implica necesariamente que ella sea derivable en dicho punto.

4.5. Derivadas Laterales

Definiciéon 66.

1. Sea [ una funcion real y ¢ € R, se dice que f es derivable por la derecha de o <=
o) = fro)

existe y se denota por f' (o).
xﬁ\xar r—Xo

2. Sea f una funcion real y xg € R, se dice que [ es derivable por la izquierda de xq <=
) = )

Ty r — T

existe y se denota por [’ (xg).

Observacién 67. f'(zg) eviste <= f' (zo) = f'. (o).
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Ejemplos

1. Probar que f(z) = |z| no es derivable en z = 0.

Solucion.

lim f(z) = lim |z| =0 y f(0)=0.

T—T0 T—TQ

y=|x|

Para probar que no es derivable en x = 0, bastara probar que h’r%
Tr—r

-0
a) Cuando z —» 07, se tiene: lim ° =1

z—0t x — 0

—x—0
b) Cuando x — 07, se tiene: lim i
z—0- x — 0

- 1 12210
z—0 I —

no existe.

=—1.

A
b

€T —

*. f(x) = |z| no es derivable en x = 0, a pesar de ser continua en x = 0.

FIN

—322, sizx <2, f
ar+b, six>2; fo

2. Sea f(z) = {

Determinar los valores de a y b € R tal que f sea derivable en x = 2.

Solucion.

Para que sea derivable en x = 2 es necesario que

lim
x—2

€r —

fz) = f(2)

exista.

Si f es derivable entonces f es continua en x = 2, significando que;

f1(2) = f22) = —12=2a+ b= b= —2a —b.

170
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Luego por la derivabilidad se tiene:

—322 4+ 12 — -2 2
a) lim STt 12 = lim 3w =2)(x+2) = —12.
2= T —2 T2~ T —2
, ar—+b+12 ,oar—2a—12+ 12
b) lim ———— = lim = a.
z—2t x —2 z—2+ x—2

3202 —8x +8, six>2

- Sea flw) = { V3x2+4, siz<?2

Analizar si f/(2) existe.

Solucién.
, i 312 +4—4 V32 +4—4 V3x2+4+4
2 = lim —— = lim :
T—2— T — 2 T2~ T — 2 V32 +44+4
i (322 +4) — 16 i 3(z% —4)
= 1m = 111m
=2 (2 —2) (V322 +4+4) o2 (z—2) (V322 +4+4)
" 3(x —2)(x +2) 12 3
= lim = —=_.
=2 (z—2) (V322 +4+4) 8 2
3z% — 8 8§—4 3r —2)(x — 2
1(2) = lm ST SeA8od g Ge-2=2)
z—27F r—2 z—2+ (JZ — 2)

. f1(2) # f\.(2) = f no es derivable en z = 2.

BN | o e e

filz)=2—-1, stz <2
folz)=x+1, siz>2

. Sea f(x) = {

Analizar y determinar f'(x) en el dominio de f.

Solucion.

a) filem)=1L,Ye<2 y fila)y=1Vaz>2
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r—1-—1
"(2)=1 =1
f@) =l =
, o+ 1-=1 r
+(2) - wligl+ xr — - czzllg17L x—2 = foo

. f/(2) no existe.

El problema podria haberse visualizado antes, comprobando que f no es continua en
x = 2 y por lo tanto no es derivable en x = 2.

) - {1, siz <2

1, six>2

4.6. Algebra de Derivadas

Teorema 68. Si f y g son funciones reales y derivables, entonces f + g es derivable y
(f+9) =f+¢, (andlogamente para f- g).

Demostracion.
Sea F(z) = f(z) + g(x) = F(x + Az) = f(x + Ax) + g(z + Ax)
[z + Ax) + g(z + Az) — f(z) — g(x)

() = Alsl/crgo Ax
Plo) = i, (L0 S0 DO 200 _ i) g, 0

Teorema 69. Si f y g son funciones reales y derivables, entonces f - g es derivable y
(f-9)=rf9g+g- [

Demostracion.

Usando lim g
Ax—0 ALIZ’

Sea F(x) = f(z) - g(v) = F(x + Az) = f(z + Ax) - g(x + Ax)
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Ademds Af = f(x + Ax) — f(z), Ag=g(x+ Azx) — g(x)

S F(r 4+ Ax) = (f(x) + Af) - (g(z) + Ag).

Fz+ Az) = f(x) - g(x) + f(x) - Dg+g(x) - Af+ Af-Ag

Pero AF = F(z 4 Az) — F(z)

AF = f(z) - g(x) + f(x) - Dg+g(x) - Af + Af - Dg — f(z) - g(2)
AF = f(z)-Ag+g(x)  Af+Af-Dg

Luego
. AF Ag ) Af ., Af-Ag
AR = A f(z) -t Jim g(@) - 2l =
F'(z) = f(z) - ¢'(x) + g(z) - f'(z)
(g =f-9d+g-f O

Corolario 70. (¢- f) =c-f', ceR

Demostracion.

Considerando la derivada de un producto se obtiene que:

(c-fYy=c-f'+f-d=c-f'+f-0=c-f. O

Teorema 71. Si f y g son funciones reales y derivables, entonces f/g también lo es y

(i)':g-f’—f-g’
g 9

Demostracion.
_ fl=@) . o) = flz+ Ax)
Sea F(x) = o) = F(x + Ax) o2 1 o)
Ademéas Af = f(x + Az) — f(z), Ag=g(z+ Ax)— g(x)
_f@)+Af
F(z + Az) = OFYY,
ap o f@ A fl@) _ flz)-gla) + AF-g(2) - f(2) - 9(z) -~ Bg - f(z)
g(x)+ALg  g(x) 9(x) [9(x) + Ax]
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. Af Ag
AR AW R T AN R,
rz—0 ANx Alg'grgog(x) lg(x) + Ax]
iy - 9@) - ['(@) = [(2) - g'(2)
@ )P
(g)'_ g f’g—Qf q -
Corolério 72. (%) = _ff

Demostracion.

Considerando la derivada de un cuociente, se obtiene que:

1\ _f0-1-f —f

) = - _ O
(f) I? I?

Ejemplos
1. Derivar:

a) flx)=ka, ke R= f'(x) =ka' =k

d(%’_ﬂ)
_etl o\ Ve ) @) V- (VE) (@l x-]

) o) =" Ve ] = -1
x—1
(553)
oz —1 r+3) (r—1)(x+3)—(z—-1)(x+3)"
VIIN=rm= " = (z+3) -
rz+3—(r—1) 4
B (x + 3)? -~ (z+3)2

1 1
2. Sif(z) = §x3+§x2—2x+2. Determinar los valores de € R para los cuales f'(x) = 0.

Solucion.

flz)=2*42-2=0= (z+2)(z—1)=0=2=-2,2=1
FIN | oottt FIN



t2

3. Hallar el tiempo donde la velocidad es nula, para s = Jis1 t>0
Solucion.
1
t—1)-2t -t —
ds (Vi-1) W1 3t2 — 4/t 0
_— =) = — - .
@ (Vi 1y 2 (Vi-1)

16
:>t(3t—4\/f):0:>3t—4\/E:O:>3t:4\/f/2i9t2:16t:>t:§.
BN | o FIN

4. Hallar las ecuaciones tangentes a la curva y = 22 +4x que pasan por el punto (—1, —4).

Solucién.

y=1a>+4r =y =2z + 4.
y+d=mz+1)=y+4=02z+4)(x+1) = rMdr +4 = 22* + 6z + 4.

— 2’ +2r=0=z(r+2) =0, r = 0 = ¢/ = 4 = ecuacién tangente: y = 4z.

r=—2= 3y =0 = ecuacién tangente: y = —4.

4.7. Derivadas de Funciones Trascendentes

1. Sea f(z) =a",a € RY, a#1= f'(z)=a"Ina.

Demostracion.

£1(2) = lim f(x+h}z— flz) _ }jggy _ }lfgéw - afv}llfgéahh_ !

~ f(z) =a"Ina. o
2. Sea f(z) =" = f'(z) = €.

Demostracion.

Pa) = tim = iy D gy CL ey .



. Sea f(x) =log, v = f'(x) = ilogae =

1
rxlna

Demostracion.
h h
log, T log, { 1+ —
Fl) =1 log,(z + h) —log, © _y x _y T
= h ~ a0 h a0 :vﬁ
x

— — Zlim I

T Tl h Y
x

1 llne 1

=—log,e = —— = —

Demostracion.

(Ejercicio).

. Sea f(x) =senz = f'(x) = cosx.

Demostracion.
sen(z + h) —senx
() = lim = lim
f( ) h—0 h h—0

senz(cosh — 1) 4+ coszsenh
= 111m =
h—0 h

=senz-0+4+cosz-1=-cosz.

x
(1—1-@) zlloga lim (1+ﬁ)h
x x h—0 x

senx -cosh +cosz-senh —senx

h

. cosh—1 . senh
senz lim ——— 4 cos z lim
h—0 h h—0

cosx-cosh —senz-senh — cosx

. Sea f(z) = cosx = f'(zr) = —senx.
Demostracion.
() = 1im cos(x + h) — cosx — lim

h—0 h h—0

cosx(cosh — 1) —senxsenh
= ]111m —_=
h—0 h

=cosx-0—senz-1= —senx.

h

. cosh—1 . senh
cosx lim ——— — senz lim
h—0 h h—0
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7. Sea f(x) =tanz = f'(z) = sec®x

Demostracion.

Como f(z) =tanz = > por dlgebra de derivadas
c

0S T
senz) -cosx —senx - (cosz)  cos®x + sen’x 1
= f'(z) = ( ) ( ) = = = sec? .
cos? x cos? x cos? x
8. Sea f(z) = cotgx = f'(x) = — cosec? x.
Demostracion.

(Ejercicio).

9. Sea f(x) =secx = f'(x) =secx - tgx.

Solucién.
C g — — / g . !
omo f(x) =secx - f'(x) -y (cosx)
—1 1
S(x) = —5— - —senz = -Senx:secx-tgx.
cos? x COST COSX
BN | o
10. Sea f(z) = cosecx = f'(x) = — cosec x - cotg x.
Demostracion.
(Ejercicio).
Ejemplos
e t-ef—et-1  e(t—1)
L. s(t) = 7= s'(t) = v ==
2?1 tgx) - 22 — (22 — 1) -sec’x
2 j) =Lt iy = (BD 2D D e
g tgex
1
3. g(z) =2%- (322 —Inz) = ¢'(z) = 2* - (6m — —> + (322 —Inz) -2 In 2.
x
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4.8. Derivada de Funciones Compuestas. Regla de la

Cadena
Se determinaré (f o g)’ conociendo [’y ¢, siempre que f o g exista.

Teorema 73. Si g(x) es derivable en xy y f(z) es derivable en g(xy) entonces f o g es
derivable en zo y (f o g)(xo) = f'(9(x0))d (x0).

Demostracion.
La funcién fog 3, sirecgUdomf # 0.
Ademas g es derivable en zg € dom gy f(x) es derivable en g(xq) € domf, osea ¢'(xo) y
f'(g(x0)) existen, esto significa que g(x) es continua en xq, es decir; lim g(x) = g(zo) o bien
T—T0
lim g(zo + ) = g(xo).
h—0

Por definicién de derivada de la funcién (f o g)(z) = f(g(z)) en el punto = = =z, se
tendra:

(fogV(zy) = limL2D@Hh)=(fog)(zo)

h—0 h

(Fog)(z) = limLW&Eth)=(/l9(x0))

h—0 h

Sea g(xo + h) — g(xg) = k entonces g(xo+ h) =k + g(x¢)

Si h — 0; K — 0, se tiene

Foolte) =ty L+ o) = Slata)
(f o g)’(xo) _ llclfi% f(k +g(x0)li — f(g(370)) . g(ZEQ + h})L - 9(1'0)

[
(f o g)/<x0) _ ]1611% f<k + g(x(J)]z - f(g<'r0>) . ]{l/_r}(l] g('rO + h}zj — g(mo)

(fog)(wo) = f(g9(z0)) - g (w0)
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Que es la expresion de la derivada de f o g, en términos de f y g. Regla de la Cadena.

iy = Cy — _ , dy dy dv
Siy=f(v);v=g(z)= Dyy=Dyv 6 dr ~ dv dz’

En general si: y = f(u), u=g(s),s=h(t) y t=i(r)=

dy dy du ds dt
e — D,y = Dyy - Dyu - Dys - Dit.
Gr du ds dt aw O Pay=Puy-Dsu-Dis- Dot

Teorema 74. Sea u = f(z) una funcién deriable entonces Dyu™ = nu"'D,u, neR

Tabla de Derivadas

Sea u = f(z), entonces si:

l.Ly=u"=9y =nu"' Dyu, necR.

1

1
2. y=—=y =——-D,u
u

u2
J.y=a"=—=y =a*-Ina-D,u
4. y=e"=y' =e"- D,u

1
5. y=Ilnu= 1y =—-D,u
u

6. y:logauﬁy’:%-logae-Dmu
7. y=senu =y = cosu- D,u

8. y=cosu =y = —senu- D,u

9. y=tgu =y =sec’u- Dyu

10. y = cotgu = ¢ = — cosec? u - Dyu
11. y =secu = 3y =secu - tgu - Dyu

12. y = cosecu = 3y’ = — cosec - cotgu - D u
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Ejemplos

1. Derivar y = a2 + 1.

Solucién.
dy dz 1 x
S — e 2 1 — ! = —f — = — . 2 —
cay=yzz=att A 2z . 2+ 1
1

d 1
2. Hallar—z;siz:3u2—2u+5;u: L2 y=—
dz T

Solucion.
dz dz du dy

dz (61— 2) 1 (—y) ( 1) y  6u—2 6v4x? —1— 2z
—_— = u — —_ —_ —_ — . g

dx 2¢/4 — y? Y x? a2 4 — 2 3VAr?2 — 1

BN | o e e e e e e e e

3. Derivar y = /1 — 1+ z.

Solucion.
1 1 1

o /1-Vitz —2V/1+az ATt/ —Vitr

BN |

/

Y

4. Derivar y = xe ”.

Solucién.

. 3
5. Derivar y = e“8*",

Solucion.

3
y = e . (—cosec? x3) - 32
BN | o

6. Derivar y = 54",
Solucién.

Z/:5V4+3’2-—2x -Inb =




e+ 1
6336_ :

7. Derivar y = In
Solucién.

y=In(e*+1)—In(e3* —1)

1 1 3e3® 3e3®
y, = . 633; . — . 6333 . — _
e’ + 1 e’r —1 e +1 e¥r—1
363‘% 3x 3z _6632
_669@_1(6 —1—e¢ _1)26650—1

8. Derivar y = e*n®

Solucion.

1 @
y = e, (lnx + x—) =(lnz+ 1)e*™® = (Inz + 1)em®” = 2%(Inz + 1).
T

BN | o

9. Sea g(z) =In (vV1+e* —1) —In(v/1+ € + 1). Verificar que ¢/(z) =

Solucion.
T

€ €
2v/1+ e® 2y/1+er € .(\/1+eﬂf+1—\/1+er+1)

x

g'(z) =

Viter—1 Viter+1 2/1+e l+er—1

B 2 B 1

2v1+er  \J/1+4e®

FIN | o

1
10. Seay = n—f Calcular 3/

x

Solucién.
1

3 2

, x ~E—3x lnx_ 1-3nz

vy a6 N x4

FIN | o

11. Sea y = \/x - log 2. Calcular y/'.

Solucion.

1 1 3 3
’:—1ogm3+\/5-3x2-—310ge:—logx—l—ﬁloge:
T T

Y=oz NG

log ze?.

5 5 5 (logz +2loge) = ;
NG Vo et T o SN
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12. Sea y = In*(x + 3). Calcular v/

Solucién.
y =3In*(x +3)- ! 1= 5 In*(z + 3)
x+3 x+3 '
FIN | oot e

13. Sea y = In(tg 3z). Calcular y/'.

Solucién.
3 cos 3w 1 3
= sec?3x -3 = : =
4 tg 3w sen3z cos?3r  sen3zcos3x
BN | oo e e e
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4.9. Ejercicios Propuestos

. ., X
1. Determinar la ecuaciéon de las rectas tangentes y normal a la curva y = 5 en ro = 3.

Ec. Tangente : y — 4 = =3(z — 3)

1
Ec. Normal : y — 3 = g(x —3)

Respuesta:

2. a) Determinar los puntos pertenecientes a la curva y = o* — 423 — 82% — 122 + 10, tal

que la recta tangente que pasa por ellos sea paralela a la recta 12z +y — 5 = 0.
Respuesta: (0,10), (—1,19), (4, —166).

b) Determinar las ecuaciones de las rectas tangentes correspondientes.

3. Una piedra cae 16t pies en t segundos. ;Cudl es su velocidad después de 2 segundos?.
Respuesta: 64 pies/seq.

4. Una partéula se muere en linea recta, de tal manera que su distancia s (en pies) al
origen en el tiempo ¢ (en seqgundos) esta dada por s = t3—4t?, t > 0. ;En qué instantes
es su velocidad de 3 pies/ seg?.

1
Respuesta: (3, §(4 + \/7))

5. Aplicando la definiciéon de derivada, calcular:

1 —1
Respuesta: ¢ =

/ !/ —
a) y paray = 513 2z 4352
/ 2 3
b) ¢/(3) para y = In(x* 4+ 1) Respuesta: ~:
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6. Calcular y' para:

N, A2 L2
a) y:ln(m+\/x2—|—a2)——$ ta Resp.:y’:—x :—a.
x x
cos T 1 x 1
b) y=- Sn (tg7) Resp.: 3 =
) v 25en2x+2n &9 P Y = e
c) y=sen(z+a)-cos(r+a) Resp.: ¢y = cos2(z + a).
) _senw Resp.: 4 — 1
y_1+cosx p"y_1+cosx
—, si < —1 —32?,  siz<-—1
1 9 . .
e) y= 5(3—x), si —1<z<1 Resp.:y ={ —%, sl —1<uz<l
1 1 -
-, siz>1 —?, six>1
x
-2+, si0<z<l1 322 —2x+1, si0<z<l1
f) y= T 3 Resp.:y = 2 , 3
i < Z —_— —-l<zr< =
5o si 1<95_2 P si x 5
P+ r+1 .
_ siz <1
7. Sea f(x) = T+a

3 .
23+ bx? —5x+3, sixc {1,5]

Si f es derivable en (—oo7 g} , determinar a y b.

Respuesta: a = b= —2.

8. Determinar la ecuacién de cada una de las rectas que pasan por (3, —2), y que son
tangentes a la curva y = 22 + 7.

y—18 = 10(z — 5)

R ta:
espuesta y+ 6= 2z —1)
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21, si0<z<?2
9. Determinar la derivada de f(z) = {i 2’ nU= Z 5
r—2, siz<

20, si0<x <2

Respuesta: f'(z) = { A o
) si @

10. Determinar 3 para:

x x | x T
a) y:%(ea—e a) Resp.:y’:§<ea +e CL).

b) y=a'®") Resp.: ¥ = n - a®™) . sec?(nz) - Ina
c) y=e"" senzx Resp.: ¢ = e“*%(cosx — sen? z).
Inx / alnx Ina
d) y=a Resp.:y = ——
x

4.10. Derivadas de Orden Superior

Sea f una funcién derivable en A C R. Esto significa que existe f'(x), ¥V z € A. Luego la
flz+h) - f(z)

h .
Como x € A esta expresién corresponde a la derivada de una funcién.

derivada de f en x € A estd dada por la expresion: }lLl/H[l)
o

Como la derivada es a su vez una funcién, puede derivarse nuevamente, es decir la derivada
de fes f/',de f es f”, es decir,
/ !/
., fllz+h)—f(z
ath) - )

ilzl—>0 h

En simbolos:

’f  dy 2
f”:E:w:DCEy:y”:etc
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En general se tiene:

dn
f”:y”:—f:Dzy:etc
dz™
Ejemplos
5
1. Si f(x) = 2xsenx + cos x, determinar e
x
Solucioén.
f'(x) = 2xcosz+2senx —senx = 2z cos T + sen .
f"(z) = —2xsenx+2cosx+ cosx = —2rsenx + 3cos .
f"(x) = —2xcosr —2senx —3senx = —2rcosx — Hsenx
f(x) = 2xsenx —2cosx —Hcosx = 2xsenx — 7coST
fo(x) 2rcosz + 2senx + 7 senx = 2z cosx + 9senx
L

4

2. Sea y = 32® + 2% — 4x + 10, determinar —.
dx?

Solucion.

y = 92°+2x—4

y' = 18x+2
y/// — 18
yiv = 0
FIN | ottt e e e e e
: . . 1
3. Determinar una expresion para f" siendo f(x) = T
x
Solucién.
flz) = (1+2)7
') = —1(1+2)7

@) = (1= +2)7°
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4.11. Derivacion Implicita

Las funciones de la forma y = f(z) a veces se dan mediante una relacién entre z e v,
como por ejemplo 2 + 1% = 25, que al resuelta para “y” day = /25 — 22 e y = —v/25 — 22.
Ambas ecuaciones satisfacen la original y se dice que la ecuacién % + y* = 25 describe la
funcién y = f(x) implicitamente. En cambio las ecuaciones y = v/25 — 22 e y = —/25 — 22,
describe la funcion explicitamente.

La ecuacién x? + y? = 25 estd escrita en la forma F(x,y) = 0 y se dice que y es una

funcion implicita de z.

Observaciones 75.
1. A veces no es fdcil despejary en funcién de x, como por ejemplo: x?y~+Ty°+3y—1 = 0.

2. Para derivar funciones implicitas de la forma F(x,y) = 0, se deriva aplicando las

reglas ya vistas, teniendo presente que y = f(x).
Ejemplos

1. 2® + 2%y — 10y* = 0, determinar 3.

Solucioén.
322 + 2
3z + 2%y + 2xy — 4013y = 0 = 3/ (2® — 40y3) = =322 — 22y = ¢ = H
BN | e e e e FIN
2. Sea 3z% — 2zy + y* = 0, determinar y”.

Solucioén.
322 — 2 + y? = 0. Derivando se obtiene:
6xr —2zy —2y+2yy' =0 /:2
3e—xy —y+yy =0

y— 3z
(W yly—2)=y—3z=y =

y—x
Derivando (x) se tiene:

20/ — 3 — N2

V=) 1) =y =8 = o =)+ = = 3=y = L2
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3. Usando derivacién implicita determinar la ecuacion de la tangente y de la normal a las

curvas en los puntos dados.

a)

2?y3 =4 en (2,1)

Solucioén.
—2zy3 2y 1
2,3 _ 3 2,21 _ _ _ _ _
oy’ =4 = 2xy +3xyy’_O:>y’_3x—2y2__3_I:>y’(2)__§_mT
.. Ecuacion de la recta tangente: y — 1 = —é(x —2).

Ecuacién de la recta normal: y — 1 = 3(z — 2).
FIN | FIN

By + 3 =223 en (1,1).
Solucién.

w32 +y3 = 203 = 32%y? +223yy +3y?y = 62° = i/ (223y +3y?) = 62 — 3x2y?

622 — 3a2y? 3
/ /
= - 1 = — =
Y 203y + 3y? y) 5T
3
.. Ecuacién de la recta tangente: y — 1 = —g(x —1).
)
Ecuacién de la recta normal: y — 1 = —g(sc —1).
BN | FIN

4. Hallar la ecuacién y”(2), siy(2)=1 y a3+ 2%y — zy® = 10.

Solucion.

322 + 2zy + 2%y — 3xy*y — 3 =0 (%)

/

y:

—3a2% — 2zy +9° . —-12—-44+1 15
— (2= — T %
2% — a2 v A-6 2
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Derivando (%), se tiene:
6z + 2zy + 2y + 2zy’ + 2%y" — 3x(2y(v')* + v*y") — 3%y — 3Py =0 (%)

15
Luego reemplazando y(2) =1 e ¢/(2) = - en (x) se tiene:

225 15
124+30+2+30+4y" —6 (2 T +y”) —6 7 =0=> TA+4y" 6756y —45 =0

— 2 = —646 . y"(2) = —323.

4.12. Derivacién Logaritmica

Para derivar productos cuocientes o expresiones exponenciales complicadas puede apli-
carse previamente logaritmo y luego derivar implicitamente.

Ejemplos

1. Sea y = z™*. Calcular /.
Solucion.

y=2"" —=Iny=ha"* = Iny=mnz -lnz = Iny =In’2.

Inz

1 1 2
,',—y’:2ln:1:-—:>y’:—ylna::>y’:2
x x

2. Sea y = (senz)®®?, calcular y'.

Solucioén.
1 /
Iny = cosxIlnsenz = —y' = —(senz)(Insen) + cosx - Ccos T
sen x

cos? cos® x
Y=y —senz(lnsenx)| = v/ = (sen )" —senz(lnsenz)|.

sen sen x

BN | o FIN
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o1 — 22

v1+ 3x

Solucion.

3. Seay = , calcular 7/.

1 1
Iny=5lnx + gln(l —z?) — iln(l + 3z)

1, 5 1 1
=S4 () — .3
yy T * 3(1 — 22?) (—22) 2(14 3x)
, 2’ V1—a? 5 2x 3
YT T fitsr |z 301—2%) 201+ 32)
LEIN | oottt FIN

4.13. Derivadas de las Funciones Trigonométricas In-

versas
1. Sea y = arcsenzy = 1/ = ;
ey R
Demostracion.
Si — = 1 dy — dy L !
iy = arcsenzx T = sen = COsYy— = = = =
Y Y Ve dx cosy V1 —sen?y
1
V1— a2
Da( E—
Llarcsenr) = ———.
V1—a?
Siu= f(z), Dyl ) L _»p T < <I 0
iu=f(z larcsenu) = ——— - D,u, —— < arcsenzx < —.
7 V1—u? 2 2
2. Sea y = arccosx = ¢ = —;
. Sea y y —
Demostracion.
Si = =1 dy = dy ! !
iy = arccosz T = COos = —seny— — = — = — —
Y Y yda: dx sen y /1 —cos?y
1
_\/1 — 72
D, (arc cos ) !
slarccos ) = ———.
V1—22
1
Siu= f(x), D,(arccosu) = ———— - D,u, 0 <arccosz <. ]
@), Dufarccosn) = - ———;
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1
1+ 22

3. Sea y = arctgr = ¢/ =

Demostracion.

dy

Siy=arctgr = r=tgy = 1 =sec’y— =

dx

D, (arctgz) = e

1

Siu= f(x), Dy(arctgu) = o

$u7

Anélogamente se obtiene que:

1
1+ u?

1
uvu? —1
1

uvu? — 1

4. D,(arccotgu) = — - D,u.

5. D, (arcsecu) = - Dyu.

- Dyu.

6. D,(arccosecu) = —

Demostrar las derivadas 4, 5 y 6.

Ejemplos

1. Sea y = arcsen e”, calcular ¥/’

Solucion.

1\ 2
2. Seay = <arc sen —) , calcular y/.
x

Solucion.

dy 111
dr — sec?y 14+tg?y 14 a2

IN
nof

T < arct
—_— arc i
2 — g

=2 arcsenl ; —i = -2 arcsenl . ;
vy= x 1 22 ) x i —1)
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3. Sea y = arccos(tg?® x), calcular y/'.

Solucién.
, 2tgx 9 —2tgx -sec’x
Y = ——————=-sec”x =
V1—tgta V1—tgta
BN | oo e e e e

4. Sea y = (arctgx®)*, calcular /.

Solucioén.
a2 1222(arc tg 23)3
1+ b 1+ 26

/

y' = 4(arctgz?) -

1
5. Sea y = x arccosec (—) + V1 — 22, calcular ¢/
x

Solucién.
' = arccosec = +x ! < = ) + = (—2x)
Y x L1 22) " o/1 - a2
x\ x?

! = arccosec = 4 ——mr — 2 = arccosec 1
Y r  J1—22 J1—22 T

BN | oo e e

6. y = x> ? calcular y'.

Solucién.
Iny =arcsenz - Inz

1, 1 (1)
-y = ——-Inx +arcsenz - [ —
Y 1—2a2 x

-y = peresens { Inz N arcsen:z:]

Y V1— a2 T

BN | oo e e e e

1
. -
7. Sea y =1In (1 _HE) 4_ —arctgx, calcular y/.
—x
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Solucion.

1
y:Z—L[ln(l—kx)—ln(l—x)]—§arctga:
, 1 1 1 1 1 1 1 1 1
y = - (_1) - 57 5 — 2
4 |1+z 1-=x 2 1422 4|l+2x 1-=x 2(1 + x?)
12 N 1] 1[1+a22—1+2?
4 1—22] 2(1+a?) 2 |1—a2% 1+4+22] 2 1— a4
) 1—x4
BN | o FIN

. Demostrar que y = sen(m arcsen z) satisface la ecuacién (1 — z2)y” — xy’ + m?y = 0.
Solucioén.

Obteniendo la primera y segunda derivada de y:

m  mecos(marcsen)

Vi—a? V1—a?

m 2x
—\/l—xZ-msen marcseny)  ——— — mecos{marcseny)  —————
"n__ ( ) V1 — 22 ( ) 1 — 12

1— 22

y' = cos(marcsen ) -

_ —m*V1 — a?sen(marcsen ) + ma cos(m arcsen x)
(1 —22)V/1 — a2

Luego reemplazando en la ecuacién, se tiene:

(1—22) —m?y/1 — z?sen(marcsen x) + mx cos(marcsenx)|  xmcos(m arcsen x)
— I’ —
(1 —22)V/1—2a? V1—a?

m? sen(m arc sen x)

—m?v/1 — z?sen(marcsenx) + ma cos(marcsenz) — xmcos(marcsenz)
= +m?sen(m arcsen x)

V1—a?

—m?2y/1 — x? sen(m arcsen z) 5
= + m?®sen(m arcsen x)

V1—a?

= —m?sen(marcsenz) + m?sen(marcsenx) = 0.

.. La funcién y = sen(m arcsen x) satisface la ecuacién (1 — 22)y” — xy’ + m?y =
FIN | o FIN



Definicién 76. El angulo por dos curvas que se cortan en punto C, se define como el angulo
determinado por las rectas tangentes a ellas en dicho punto.

a = angulo que forman Cy y Cy al cortarse.

Ejemplos

1. Si fi(z) = 2% — 3V fo(z) = —, verificar que las curvas se cortan perpendicularmente
T

1
en el punto P <2, 5)

Solucion.

file) =20 = f1(2) = 4

1 1
i) =~ = ) =7
1 :
4 <_Z_L) = —1 .. las curvas se cortan perpendicularmente.
BN | oo e e e FIN
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1
2. Sea y = —. Verificar que la recta tangente a esa curva en el punto P(1,1) forma con

los ejes coordenados un triangulo de area 2.

Solucion.
1
Yy = ) = y/'(1) =—-1=m.

La ecuacién tangente en (1, 1) es:

y—lz—l(:l;—l):>:£+y—2:0:>g—i—%:l.

b 22
2

(1,1)

05

T
35

05
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4.14. Ejercicios Propuestos

x x
d*y al — = Y
1. Calcular T2 para y = 5 (ea +e CL) Resp. : pol
dy 3 4!
2. lcul — = . Resp. :
Calcular god para Y=o esp e
3. Calcular y™ para y=a* Resp. : (Ina™)a”.
(n) -1 (n — 1)'
4. Calcular y'™ para y=In(1+ x) Resp. : (—1)" 1o
5. Si y=e"senx demostrar que y”’ — 2y — 42y = 0.
d
6. Calcular d—y para:
x
x
a) a2+ y? =d> Resp. : ——
Y
b) a?d 4y = a?B, Resp. : _{’/Q
x
1
c) cos(zy) = z. Resp. : L+ ysen(zy)
x sen(zy)
d2 1 — 4y T _ LY
7. Calcular d_xz para e’ +x =¢eY+y. Resp. : ( e( . j_<f)3 <)
e

8. Si f y g son don funciones tales que f"(z) y ¢"(x) existenVzeR y

@) ) g
@) Fe) g

9. Aplicando previamente logaritmo natural, calcular ¢’

f(z)-g(x)=1, Vae€R, probar que:

x4 1) Yy (1 20 2
2) Y= (x —1)? Resp..3 x+:132—|—1 r—1
1)3¢/(x — 2)3 2
b) y:(x+) (v ) Resp. : y 5 + 5 -
(x — 3)2 r+1 4(x—-2) 5(x—3)

196



10. Calcular 3 para:

) ; 1 —rcosz Res 1

a =arctg/ ———. L=

Y ) & 1+1cosx ) 5 . P 2 .
T+ T —

b =-ln—=+ — -arctg ———. Resp. :

) 3 2—x+1 3 & V3 P
.ZCQn—l ann—l

= —_— . Resp. : ———
c) y = arccos P esp P

arc sen x Inx )

d — xarc sena:. Res . xarc senx +
) P (=
b+acosz va? 4+ b?

= _— Resp. : ——
¢) Y arccosa+bcos$ P a-+bcosz

11. Demostrar que y = sen(m arcsen ) satisface la ecuacién (1 — z?)y” — zy’ + m?*y = 0.
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Capitulo 5

Aplicaciones de la Derivada
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Competencias a lograr
Al término del presente capitulo, el alumno serd capaz de:

= Aplicar el Teorema de Rolle y del valor medio.

Aplicar L’Hopital al calculo de limite de funciones.

Determinar extremos de una funcion.

Dada una ecuacion, graficarla, determinando intervalos de monotonia, extremos, inter-

valos de concavidad y puntos de inflexion.

Resolver problemas relacionados con méximos y minimos.

5.1. Teorema de Rolle

Sea y = f(x) esuna funcién continua en [a, b], derivable en (a,b) y fa) = f(b), entonces,
debe existir al menos un valor ¢ € (a,b) /f'(c) = 0.

Gréficamente:

fla) = f(b)

La interpretacién geométrica de este teorema indica que si f es continua en [a,b] y
derivable en (a,b), es decir, tiene una tangente en todos los puntos del intervalo, entonces

existe un valor ¢ € (a,b) tal que (¢, f(c)) es un punto en la cual la tangente es paralela al
eje X. Luego f'(c) = 0.
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Ejemplos

1. Sea f(z) = #? — 3z + 2. Comprobar el Teorema de Rolle en [1,2].

Solucion.

f es continua en [1, 2], ya que todo polinomio es una funcién continua en su dominio,
f es derivable en (1,2) ya que f(z) =2z — 3. Ademés f(1) = f(2) = 0.
s.dee(1,2)/ fi(e)=0.

En efecto:

flle)=2c—3=0=c= ; € (1,2).

BN | oo e e FIN

2. Sea f(x) = 2'/3 — 32'/3. Comprobar el Teorema de Rolle en [0, 3].

Solucion.

a) f es continua en [0,3], ya que lim (z*/3 — 32'/%) = (933/3 - 393[1)/3> = f(xo),

Tr—xQ
4 Ty € (073)
Ademds: lim (2%* —32'/%) =0 = f(0).
emds: lim (2 32'%) =0 = f(0)
lim (2% —3217%) = V31 - 3V3=0=f(3).
T—ro~
4 3
b) f es derivable en (0, 3), ya que f'(z) = gxl/S — 73 = 4\3/5 - 31 -
x
¢) f(0)=0.
f(3) = V31 —3¥3=3V3--3V3=0.
L) = 53 =0.
4/c 1 4c — 3
. / _ / _ _ _ _
2.3ce(0,3)/ flle)=0= f'(c) = 3 302—0 T
3
= c=—€(0,3).
4
BN | o FIN
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3. Comprobar que entre las raices de la funcién f(z) = Va2 — 5z — 6 es aplicable el
Teorema de Rolle.

Solucion.
f(@)=0= Va2 -5 -6=0=2>-5r—6=0= (z—6)(x+1)=0.
LT =06,r=—1

Se debe comprobar que el Teorema de Rolle se cumple en [—1, 6].

En efecto
a) f es continua en [—1,6] ya que lim Va2 — 5z — 6 = {/22 — 5z — 6 = f(w0),
T—>T0
YV xg € (—1, 6)
Ademds: lim Va2 —5r—6=0= f(-1).
rz——1+
lim Va2 — 55 —6=0= f(6).
T—6~
20 —5
b) f(z) = ’ luego f es derivable en (—1,6).

~ 3(z2 -5z —6)3

¢) f(=1)=f(6)=0
sc€(=1,6) / f'(c)=0.
2c—5

5)
'(c) = =0=2c—5=0=c=—€(-1,6).
f'(c) 3@ 5o op 5 € (=1,6)

4. La funcién f(x) = 1 — Va4 se anula en los extremos del intervalo [—1,1].
Demostrar que la derivada de esta funciéon no se anula en ningin punto de dicho
intervalo. Explique porqué no es aplicable el Teorema de Rolle.

Solucion.

a) f es continua en [—1,1].
b) file) = —go o= o
5 5T

Luego para algtin z del intervalo (—1, 1), f no es aplicable. Como la funcién no cumple

— f'(0) .

con la hipétesis, no es aplicable el Teorema de Rolle.
FIN | oo FIN
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5.2. Teorema del Valor Medio

Sea y = f(x) una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe al

b) —
menos un valor ¢ € (a, b) tal que f’(c) - f ()) f(a)'
—a
Graficamente
Y
R e T~y =,
- 5 B @
: | a8 b—a
fla)1---- I i i
| : : > X
a C b

La interpretacion de este teorema indica que si A y B son puntos de y = f(z), continua
entre ellos y con tangente en cada uno de los puntos del intervalo, luego debe existir un punto
(¢, f(c)) con ¢ € (a,b) en la cual la tangente es paralela a la recta que une A y B. Luego la

7(b) = fla)

pendiente de la tangente es igual a la pendiente de la recta AB. Luego: f'(c) = 2
—a

Ejemplos

1. Comprobar el T.V.M. para la funcién f(z) =senx en [z1, x5].

Solucion.

a) f(x) =senx es continua V x € [x1, xs).

b) f'(x) =cosx = f es derivable V = € (z1, z2).

e (z1,19) | f(c) = fla2) = fz1)

To — I

Sen Ty — sen Ty
L cosc = , € € (21, 22).
T2 — X1




2. j En qué punto de la curva f(z) = z", la tangente es paralela a la cuerda que une
Mi(0,0) vy Msy(a,a™), a>07

Solucion.

Primero se verd si T.V.M. es aplicable a f en [0, al.

a) f es continua en [0, al, por su funcién polinémica.
b) f'(x) =nz"!, f derivable en (0, a).

¢c)dce (0,a)/f’(c):M:£:a”*1.

a—10 a

anfl

—n" =" =l =
n

— C =

nill/ﬁ € (0,a).

.. la tangente es paralela a la cuerda en ¢ =

5.3. Teorema de L’Hopital y sus Aplicaciones al Calcu-

lo de Limite de Funciones

Sea F(z) = % una funcién de variable real y a € R. Se dice que F(z) toma la forma
g(z
0
indeterminada — en z = a si lim f(z) =0y lim g(x) = 0.
0 z—a z—a

: . 00
Otras formas indeterminadas son: —, 0-00, oo — oo, 1%, 0 oo,
00

Ejemplo

2
- 2
Sea f(z) 7 — 3z +

2135 —10 estd definida Vo € R — {2, -5} ya que paraz =2y z = —5 el
s xr —

denominador se anula. Pero para x = 2 el numerador también se anula y f(z) toma la forma

0
indeterminada — ya que lim2? =3z 4+2=0y lima? 4+ 3z — 10 =0
0 r—2 r—2
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f(x)
9()

abierto I. Si lim f(x) =0 y lim g(z) = 0 entonces lim
T—a z—a r—a g(:p) T—a g’(a})

Teorema 77. Seana € R y F(z) = , stendo f y g funciones derivables en un intervalo

f@) L f@)

l] — —

Observaciones 78.

1. 5% las primeras derivadas también se anulan para x = a, se vuelve aplicar L’Hopital.

Este procedimiento puede repetirse las veces que corresponda.

2. Este teorema también es vdlido para los casos cuando v — a~, x — at, r — 400
0x — —00,

Ejemplos

222 —x —15

1. Calcular llm ————.

R
Solucion.

Como lirril))(2as2 —x—15)=0 y h'rré(BxQ —8x —3) =0 entonces la funcién toma
r— x—

0
la forma indeterminada o Aplicando L’Hopital, se tiene:

222 —x—15 , 4x—1 11
lim —— = lim = —.
t—3322 —8r —3 2=36x —8 10
FIN | oot e FIN
senr —
2. Calcular lim ——.
x—0 Qj3
Solucion.
0 ) ) . senzw —x . cosz — 1
Como toma la forma —, aplicamos L’Hopital, entonces lim —— = lim ————,
0 z—0 3 z—0 32

iy 0 . . .
nuevamente la funcién toma la forma 0’ aplicando L’Hopital se tiene

, cosx —1 ., —senx , —COoST 1
lim —————— = lim = lim = ——.
x—0 3&:2 x—0 6,7; x—0 6 6
........................................................................... FIN
22

3. Calcular lim )
z—0 In cos x

Solucién.
2
, T ) 2x ., 2xcosz , —Isenx -+ cosx
lim =lim —ggg7 = — llm ——— = —21lim = —2.
z—0Incosxr -0 _ z—0 senz z—0 COS T
COS T
FIN | oottt e FIN



xe? + Tz

4. lim .
=0 1 —cosx
Solucidn.
o oxe® 4T r-e¥ 2447 8 ,
lim = lim = — .. no existe.
=0 1 —cosx z—0 sen T
FIN | FIN
Este teorema se puede aplicar a otras formas indeterminadas.
'9) . i 0
1. Forma —, se sigue la misma regla que para la forma o
%)
Ejemplos
Ve x3
a) Calcular lim —
r—o00 ¥
Solucion.
3 2
., x 00 . . . 3 . bx , 6
lim — = <—> — aplicando L’Hopital = lim — = lim — = lim — = 0.
r—o00 ¥ o0 r—o0 er r—o00 er rz—o00 €T
1 FIN
. Insen2zx
b) Calcular lim ——
z—0 Insenx
Solucion.
2 cos 2z
. Insen2x , ., 2cos2xrsenx , 2cos2xrsenx
lim —— = lim SggSQxx =llm—=lm—————=-=1
z—0 Insenx z—0 z—0 sen 2x cosx 2—0 2 sen x cos? x
sen x
BN | o e e e e e e e e e FIN
, 2tgx—10
c¢) Calcular lim cer—
z—r/2 secxr +4
Solucién.
, 2tgx —10 i 2sec? x . 2secx ) 2 cos T
lm ———— = lim ——— = lim = lim .
z—7w/2 secx + 4 zor/2secrtgr zon/2 tgx x—7w/2 COST Sen
) 2
= lim = 2.
z—m/2 SEN T
FIN | FIN
i Inz
d) Calcular lim ———.
20 In(sen x)
Solucion.
1
i Inz i = . osenz
hm—:hm%:hm =1.
=0 In(senzx)  2-0 2—0 T COS T
sen x
FIN | FIN



tgx

e) Calcular lim - :
*=7/2 cotg x <§ — :v)

Solucion.
t t
lm &~ lim 2T -1
T—7/2 cotg = <§ _ [E) z—m/2 tg X
BN | o e e e e e e FIN

f@) - g(w) = == = =75,
glx)  f(x)

0 , o© } .
de manera que tome la forma — 6 —, para luego aplicar una de las reglas anteriores.
00

Ejemplos
) Calcular lim ~ - tg ~
a aCH&I‘ng(I);' g§
Solucién.
T I Lz
.1 . , TN L I
glclgg); 'tga = (0 - 00) = aplicando L’Hopital = 11713(1)7 = glclgg)f =3

...................................................................... FIN

b) Calcular lim (7 — 2z)tgz

T—7/2
Solucion.
) , T — 2% ., m™—2z
lim (r —2x)tgx = lim (7 — 22)tgz = lim
z—7/2 T—m/2 L z—7/2 cotg @
tgx
-2
lim — =2
z—7/2 — COSec? x
BN | oo e e e e e e e e FIN
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0
3. Forma oo — oo. En general es posible transformar la expresién a 0 o @
00
Ejemplos
2 1
Calcular 11 — :
a) alcular lim (xQ—l x—l)
Solucién.
) 2 1 , 2—x—1 , —1 1
lim — =lim———=I1lim— = —=.
a—1\x?2—-1 z-1 a—1 x2—1 z—1 2% 2
BN | oo e e e e e e e e e FIN
) Y 1
b) Calcular lim [ —— — — ).
y—=1\y—1 Iny
Solucion.
, y 1 Cylny—y41 Yoyt Iny
luq Py T v :lm%T:hH% i zhn%l—
y=l \Y — ny y=1 (y—1)Iny y= (y—1)= +1Iny y= 1—=+1Iny
Y Y
1
oy 1
ST 1Y
vy
1 FIN
1 1
¢) Calcular lim ( ——— — — ).
e=0\In(14+2z) =
Solucién.

1 1 r—In(l+x) 1+

lim( —————— | = =
250 (ln(1+a7) x) 250 xln(l + z) 250 ln(1+x)+i
1+

i l1+z-1 I T I 1

fm = lim = lim

T x €T 1

-0(1+x)ln(l+2)+2x 2=0(l+z)ln(l+x)+x 220 +x+ln(1+x)+1
1+

1

5

BN | o FIN
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4. Forma 0°, 1%, ooY.
Sea y = f()9®) = Iny = g(x)In f(z), que toma la forma 0 - co. Adem4s se tiene

queel lim lny=a=In lim y =a = lim y = e”.

Tr—xQ T—T0 T—TQ
Ejemplos

a) Calcular lim (senz)'”.

T—/2

Solucién.
Como es de la forma 1°°, se tiene:

y = (senz)®® = Iny = tgx - In(sen ).

cos
1
. lim Iny = lim tgx-In(senz) = lim In(senz) = lfm 5L —
z—7 /)2 z—7 /)2 z—7/2 cotgx z—71/2 — cosec x
= lim Y sen?z = lim (—senz - cosx) = 0.
z—m/2 SENL T z—7/2
o lim my=0= lim y=¢"=1. . lim (senz)®" = 1.
/2 x—m/2 T /2
BN | o e FIN
( : )
b) Caleular limaz\! =7/,
z—1
Solucién.
Es de la forma 1%°.
1 1
1—2z 1 , ., Inx .
Sea y = — lny=——" Inr = limIny = lim = lim == =
11—z z—1 =11 —x  2—1—1
, —1
lim (—) =—1
r—1 x
( : )
1 — 1
Slmlny =—-1=lmy=¢"'= > Colim l—z) _ 2
rz—1 r—1 e x—1 e

1 sen T
c¢) Calcular lim <—) :

z—0 \ T
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e)

Solucion.

0

Como es de la forma oo, se tiene:

1 senx 1
Yy = (—> —> Iny =senz-In <—> =senz-(Inl —Inzx)=—senz-Inzx.
x

T

, , ) Inz
Slimlny = —lim —senz - Inz = — lim
z—0 z—0 z—0 CcOSec &
. sen’zx 2senx - cos T
= lim = lim =0.
=0 -cosx =—=0COST — TSeNn T
) 0 ) 1 sen T
Slimy =e colm [ - =1.
x—0 z—0 X
FIN
()
Calcular lim z 4+Inw )
z—0t
Solucion.
Es de la forma 0°.
()
44+ Inx
Sea y = — lny = -1
y=7 ny 44+Inz e
1
3lnzx -~
lim Iny = li =3 1lim £ =3
om0t VT ahor A+ Iz asor 1
T
()
lmy=€ - lim g\ATINT) 3
z—0t z—0t
......................................................................
2
Calcular lim v/#2 = lim tt .
r—r0o0 T—00
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z—0 cosec T - cotg x




Solucion.

Es de la forma oc.

2
" 2
Seay=1tt = Iny = ;lnt.

1
9=
2Int
lim Iny = lim 2B m _t = 0.
T—00 T—00 z—00 |
Slimy =€ =1. lim V2 = 1.
T—r00 T—00
...................................................................... FIN
1
Calcular lim (z° — 2)Inz.
T—00
Solucién.
Es de la forma o, se tiene
! 1
S = (3 —nzr = Iny= — -In(z3 =2
eay = (z° —2) wy= (et - 2)
322
In(z3 — 2 3 _ 323
lim Iny = lim M = lim & — lfm % = 3.
T—00 T—00 Inzx T—00 l z—o00 T3 — 2
x
1
oo lm Iny =3 = lim y = € oo lim (28— 2)Ine = €3,
T—r00 T—r00 T—r00
...................................................................... FIN
T _
Calcular lim a—; a,b e RT.
z—0 /] — .’13'2
Solucién.
Como h'n% (a® — b") = 0, se calculard el otro limite.
z—
1
Seay=+v1—22=Iny=—-In(1 — 2?)
x
—2x
1 In(1 — 2? — 2
i Iny = lim & - (1 — 22) = im 2E=7) g =22
x—0 z—0 x—0 €T z—0 1
Slimny =0= limy=¢€" =1 'I'Hlﬂ—Q—O
T 2—0 y= J:l—>0y—€— ”:tl—>0\z/1_w2_].— .
BN | o e e FIN
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5.4. Ejercicios Propuestos

1. Verificar la validez del Teorema de Rolle para f(z) = va2 — 3z +2 en [1,2].

3
R Lic= —.
esp. : ¢ 5

2. Determinar el valor de ¢ que satisface el Teorema de Rolle para f(x) = (z+2)*"(z—2)",
n € Z", en [-2,2].

2
R o= —.
esp. : ¢ 3

3. Analizar si es aplicable el Teorema de Rolle para f(z) =1 — 23 en [-1,1].

Resp. : No es aplicable.

4. Determinar el valor de ¢ que satisface el Teorema del Valor Medio para:

1 1
a) f(x)=x4+— en [—,2}. Resp. : 1.
x 2
b) f(z)=+vz—1 en/[l,3]. Resp. : =
-2+, si0<xr<l1
5. S = 3
ca f(z) Qf:z:’ Sll<$§§
. 3 .
Determinar ¢ € (O, 5) del Teorema del Valor Medio. Resp. : 1.
6. Calcular:
. I CcosST —sencx 1
a) i% p : Resp. : -3
™
z 2
b) lim —%—. Resp. : —.
=0 cotg —x 2
2
t —
c) lim BT ANT Resp. : 3.

=0 T —senx
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, ™ .2
d) algq(l —)tg 5% Resp. : —
e) h’n(l)(l — cos ) cotg . Resp. : 0.
T—
f)  lim z". Resp. : 1.
z—0
ey
(P AN
{ - 2 e
g) illﬁ (tg 1 ) : Resp. : e %
1 tgx
h) lim (—) : Resp. : 1.
z—0 \

5.5. Utilizacion de la Derivada en el Trazado de Curvas

Esta seccién ensena a utilizar la derivada en el trazado de curvas, de modo que la infor-
macion obtenida a través de ella, permite esbozar un grafico mas exacto.

1. Puntos Criticos de una Funcidon

Sea f : [a,b] — R una funcién. Aquellos puntos donde la derivada de f se anula o
no existe, se denominan puntos criticos de f. Es decir los puntos criticos de f son las

raices de la ecuacién f’(x) = 0 o bien los puntos donde f’ no existe.

Ejemplos

3
1) f(x) = —% + 222 — 3x — 1 definida sobre I = (0, 5).

fl(x)=-2*+42 —3=—(2* -4 +3) = —(z — 3)(z — 1).
De f'(x) = 0 se obtiene z =3 A x =1, son puntos criticos.

2) f(z)=(r—3)*3+2;, z€R.

fila) = 3o =) = o

3z —3) . punto critico * = 3 € R; pues 3 f/(3).
x —

2 2
Se dice que 3 f/(3), ya que fi3) = o = +o0; fL(3)— = =" >
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3) f(x) =senz +cosz; x € R.
f’(x):cosx—senx:0:>cosa::senx:>tgx:1:>x:%+k7r, ke Z.

T om 9w .
r = —, —, —, etc. son puntos criticos.
4 47 14

4) f(z) = sen|z| = {

senx, sixz>0

—senzx, sixz <0

cosxr, six>0
-

—cosx, six <0

Como es una funcién por tramo y ademas continua, se analiza su derivada en z = 0.

fi(0)  =cos0=1

f/ (O) 0 1} ﬂ f’(O) ..z =0 es un punto critico.
— = —cos0=—

Por otro lado f'(z) = 0= cosz =0, a:>O:>x:(2k+1)g, keZs.

f'(x) =0= —cosz =0, x<():>m:(2k+1)g, kel .

.. Puntos criticos x = (2k + 1)%; ke y z=0.

Graficamente

S T
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23 —dx, sizd—4r>0= 1€ [-2,0U[2 +0)
—a +dr, sizd—4r < 0= x € (—00,—2)U(0,2)

5) f(w)=\333—493|={

() = 322 —4, z€(—2,0)U(2,4+00)
VT 80244, we(—o00,—2)U(0,2)

a) Como f es continua en todo su dominio y derivable en cada tramo abierto, se
analizara su derivabilidad en v = =2, 2 =0y z = 2.
1) Enxz = -2
fr(=2)==3(-2)2+4=-8 A [fi(-2)=3(-2)?—-4=38.
- f'(=2) B, f no es derivable en z = —2.
11) En z = 0.
fL0)=3(02—-4=—-4 A fl(-2)=-3(-2)2+4=4.
-, f/(0) 3, f no es derivable en z = 0.
1) En z =2
fr(2)=-322*+4=-8 A fl(2)=3(2)?-4=8.
. f'(=2) 3, f no es derivable en z = 2.

2 2
b) fl(z)=0=32> - 4=0—=a0=4+—=—2=—- € (—2,0)U[2, +00).
) F'(w) 7 75 € (20 U2 20
2 2
) =0= -32°4+4=0=—=2=t—=—12=——= € (—00,—2) U (0,2).
(@) 7 € (0. U0.2)
2 2
;. Puntos criticost = ——; v =——; =-2; z=0;, z=-2.
V3 V3
Graficamente.
Y

|
S
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2. Valores Extremos de una Funcion

Definiciéon 79.

a) Se dice que f tiene un mdximo absoluto en xq, si f(z) < f(xo), ¥V z € domf,

f(xg) se denomina valor mdzximo absoluto.

b) Se dice que f tiene un minimo absoluto en xzo, si f(x) > f(xo), V x € domf,

f(xg) se denomina valor minimo absoluto.

Gréaficamente.

fla) ool

A J
e

L e )

1
1
1
1
1
a cq C2

En ¢y hay un maximo absoluto cuyo valor es f(cs).

En ¢; hay un minimo absouto cuyo valor es f(c;).

Definiciéon 80.

a) Se dice que la funcion f tiene un mdzimo relativo o local en x = ¢ € (a,b), si

fle) > f(z), V z € (a,b), donde (a,b) C A = domf.

Cuando ello ocurre se dice que f(c) es un mdzimo relativo de f.
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L
a f-m=mmm e e o222

v
>

b) Se dice que la funcion f tiene un minimo relativo o local en © = ¢ € (a,b), si

fle) < f(x), V x € (a,b), donde (a,b) C A= domf.
Cuando ello ocurre se dice que f(c) es un minimo relativo de f.

Y
A Y

2
q |--=-=---
S

Teorema 81. (Condicidn necesaria para la ezxistencia de un valor extremo local.)
Sea f una funcion deriwable y x = ¢ € domf. Si en x = ¢, f posee un valor extremo
local, entonces f'(c) =0 ¢ f'(c) B.
Observaciones 82.
a) El reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir, que f'(c) =0 ¢ f'(c) P
no necesariamente en x = ¢ hay un extremo.

b) Sélo puede haber valores extremos locales de f, si es que existen, en los puntos

criticos definidos.
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Sea y = f(x) una funcién continua en [a,b] cuyo gréfico es:

Y
4 A
/ | C
M |
< E i ! X4 _
i
D

Si un punto P, se mueve a lo largo de la curva desde M hasta N, se observa que en el
tramo M A los valores de la funcién crecen cuando la abscisa crece y en el tramo AB
los valores decrecen, cuando la abscisa crece. Luego f es creciente en (a,z1), (22, x3)

vy (24,b) y decreciente en (z1,x2) y (x3,24)

Observaciéon 83. Geométricamente, se observa que cuando la pendiente de la tangente
es positiva, la funcion es creciente y cuando la pendiente de la tangente es negativa, la
funcion es decreciente.

Teorema 84. Sea f una funcion continua en |a,b], derivable en (a,b) y (x1,2z2) C
(a,b). Entonces:
a) Si f'(x) >0V x € (x1,22), entonces f es creciente en (1, 3).

b) Si f'(x) <0V x € (x1,22), entonces f es decreciente en (1, 3).

Demostracion. (Parte a)
Sean x1, g € [a,b], x1 <y y ¢ € (x1,25). Del T.V.M. se tiene

f(x2) — f(z1)

flo = FE—

, como T < Ty = Ty — x1 > 0.

Por hipétesis f'(z) >0, ... f(x2) — f(x1) > 0= f(x2) > f(x1), .. f es creciente en
[a, b]; en forma andloga se demuestra la parte b). ]
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Observacion 85. El o los valores donde f es mondtona creciente, corresponden al

conjunto solucion de la inecuacion f'(x) >0 y f mondtona decreciente f'(x) < 0.

Ejemplos

1)

Sea f(x) = 1 Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
x _

Solucién.
, —2z ‘.
fl(z) = R puntos crticos x = 0; x = —1; z = 1.

Luego se analizan los intervalos (—oo, —1); (—1,0); (0,1); (1,+o0).

a) Siz < —1= f'(z) >0, .. f escreciente en (—oo, —1).
b)
)
)

c
d) Siz>1= f'(z) <0, .. f esdecreciente en (1,+00).

Si—1l<ax<0= f'(x) >0, ..f escreciente en (—1,0).
Si0<z<1l= f'(z) <0, .. f esdecreciente en (0,1).

. f es creciente en (—o00,0), x # —1 y decreciente en (0,400), x # 1.

BN | e e e e FIN
T, sizx <0
Sea f(x) = x Girs0 Determinar intervalos de crecimiento y de decreci-
72+ 1’
miento.
Solucion.
1, stz <0
fl(x) = 1—a? 250 ya que como f es continua en R, se tiene que:
——, six
<$2 + 1)2’

f1(0) =1; f/.(0) = 1, y por tanto es derivable en = 0.
f'(x) =0 en xz = £1, puntos criticos. Como f estd definida por tramos, se analizan

los intervalos (—oo, —1); (—1,0); (0,1); (1, +00).

a) Six < =1 = f'(x) >0, .. f escreciente en (—oo, —1).
b) Si -1 <z <0= f'(x) >0, ..f escreciente en (—1,0).
) Sil<r<l=0<2’<l=-1<-22<0=0<1-22<1

— f'(x) > 0, f es creciente en (0, 1)
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d) Siz>1= f'(z) <0, ..f esdecreciente en (1,+00).

3. Determinacion de Valores Extremos

A continuacién se presentaran criterios que van a permitir a decidir si en tales puntos

crticos existen maximos y/o minimos.

Criterio de la Primera Derivada para Maximos y Minimos

Teorema 86. Sea f una funcion continua en [a,b] y ¢ € (a,b) tal que f" exista en

(a,b) excepto posiblemente en c.

1) Si f'(x) >0,Vxe(ac) y sif(r)<0,Vaze (cb), entonces se tiene en x = ¢

un maximo.

flle)=0

fix)>0 fix) <0 f'(x) >0

v
b

o
-~ -2
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2) Sif'(r) <0,Vxe(ac) y sif(x)>0,Vaze(ceb), entonces se tiene en x = ¢
un minimo.

F@>0  fef<o F)>0

f'x) <0

L ]

Resumen: Para determinar extremos con este criterio se debe:

1. Hallar f’.
2. Determinar puntos criticos.

3. Aplicar criterio de la primera derivada.
Ejemplos

1. Encontrar los extremos y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento para
3

flx) = %—m2+2.
Solucion.

f es continua V z € R.

a) f'(x) =2 —2x
b) 2* — 2z =0 = x(x — 2) = 0, puntos criticos = = 0; = = 2.
C) (-O0,0); (072)7 (2>+OO>
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Sizx <0= f'(x) >0, .. f escreciente en (—00,0).
Si0<z<2= f'(z) <0, .. f esdecreciente en (0,2).
Siz>2= f'(z) >0, .. [ escreciente en (2,+00).

c.en z =0 hay un méximo y es f(0) = 2.

2 _
-==0.56
3

en = 2 hay un minimo y es f(2) =

2. Sea f(x) = x® — 62% + 9z + 1. Determinar extremos e intervalos de monotonia.

Solucion.

a) f'(z) =32 —12+9.
b) 3(z* — 4z +3)=0= (z —3)(z — 1) = 0, puntos criticos z = 3; z = 1.
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c¢) Intervalos de Monotonia:
(—o0l,); (1,3); (3, 400).
Siz<1= f'(x) >0, .. f escreciente en (—oo,1).
Sil<x<3= f'(x) <0, ..f esdecreciente en (1,3).
c.en x = 1 hay un maximo y es f(1) = 5.
Six>3= f'(x) >0, ..f escreciente en (3,400).

c.en o = 3 hay un minimo y es f(3) = 1.

22 —4, siz <3

i Determinar extremos e intervalos de monotonia.
88—z, siz>3

3. Sea f(x) = {

Solucion.

a) f es continua V x € R.
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b) f'(x) =

{295, six< 3’ va que f.(3) = —1; f'(3) =6, . f'(3) %

-1, six>3

f'(x) =0= 2z =0; x =0, luego los puntos criticos son z = 0; z = 3.

c¢) Intervalos de monotonia: (—o0,0); (0,3); (3,+00).

Siz<0= f'(x) <0, ..f esdecreciente en (—00,0).

Si0<z<3= f'(r) >0, .. f escreciente en (0,3).

. en x = 0 hay un minimo que es f(0) = —4.

Sixz>3= f'(x) <0, ..f esdecreciente en (3,+400).

-.en x = 3 hay un maximo que es f(3) =5
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4—|z+3|, si —8<z<0
3

4. Sea f(x) = %—2x2+3x+1, si0<zx<5

23
—, sib<ax<T
3
Determinar extremos e intervalos de monotonia.
Solucién.
( x+7, si —8<zx< -3
1—=x, si —3<x<0
- 3
flo) = %—2x2+3x+1, si0<z<5
23
—, sidb<x <7
\ 3
1, si —8<zr< -3
-1 si —3<zxz<0
/ _ )
DI =02 4rv3 s0<z<s
0, sio<x<T

vaque: f/(=3)=1; fi(=3)=—1, .. f(-3) %
FL0) ==1; f(0)=3, .. f(0) 3
L) =8 fi(5)=0, .. f(5 B

b) fllz)=0= 2 —-42+3=0= (z—-3)(z—1)=0= 2z =

fll2)=0,Yze(57)
flx)fenz=-3,2=0,1=5
. puntos criticos: . = —=3; x=0; z=1; v=3; xz€[57).

c¢) Intervalos de monotonia.
(=8,=3); (=3,0); (0,1); (1,3); (3,5); (5,7).
Si 8<ax<—-3= f'(x) >0, ..f escreciente en (—8,—3).
Si —3<x<0= f'(x) <0, .. fesdecreciente en (—3,0).

-.en x = —3 hay un punto méximo y es f(—3) = 4.
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Si0<z<1= f'(x) >0, ..fescreciente en (0,1).
c.en x =0 hay un minimo y es f(0) = 1.

Sil<ax<3= f'(x) <0, ..f esdecreciente en (1,3).
7

c.en x =1 hay un maximo y es f(1) = = =.

3
Si3 <z <b= f'(x) >0, .. f escreciente en (3,5).

. en x = 3 hay un minimo y es f(3) = 1.

2
Si5<x<7:>f’(x):(),:>f(x):§3,Vx€(5,7).

d) Ademas f(—8) = —1, f(5) = ? =17,6.

2
e) El méximo absoluto es f(z) = ;, V x € [5,7) y el minimo absoluto es f(—8) =
—1.

Los otros maximos y/o minimos son relativos.

f(5) 3
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Criterio de la Segunda Derivada para Maximos y Minimos

Teorema 87. Sea ¢ un punto critico de f en el cual f'(c) =0 y f" existe en algin intervalo

abierto que contenga a c, entonces:

a) St f"(c) <0, f tiene un mdximo en ¢ (relativo).
b) Si f"(c) >0, f tiene un minimo en c (relativo).

Observacion 88. Si f"(c) =0, asi como f'(c) = 0, nada puede decirse de extremos en c.
Ejemplos

1. Sea f(z) = x*. Determinar valores extremos, si es que existen.

Solucion.

/ — 3 ! —
ff,, ((x)) 15 5 z JJ:,,(((()))) (())} .. nada puede decirse, utilizando el criterio de la
x) =12z =
segunda derivada.

En cambio, aplicando el criterio de la primera derivada, se tiene:

Six € (—o00,0) = f(z) <0
Siz € (0,400) = f'(z) >0
FIN | ettt et et FIN

} -.en z = 0 hay un minimo que es f(0) = 0.

2. Sea h(z) = x3. Determinar valores extremos, si es que existen.

Solucién.

1 _ 2 / —
W(z) = 32% = H(0) =0 .. nada puede decirse, utilizando el criterio de la
h'(z) =6x == h"(0)=0

segunda derivada.
En cambio, aplicando el criterio de la primera derivada, se tiene:

Siz € (—00,0) = h(x) >0
Sixz e (0,400) = h'(z) >0
FIN | ottt FIN

} .. no hay valores extremos.



4
3. Sea f(r) = 2"+ -2® — 422, Hallar méximos y/o minimo absoluto y relativo en [—2, 2].

3
Solucién.
f(z) =423 +42° —8r = f'(z) = 0= 4a(2* +2—-2)=0
— 4dx(z + 2)(z — 1) = 0, puntos criticos z =0; == -2; z=1.
Aplicando el criterio de la segunda derivada, se tiene:

f'(x) = 122* + 8z — 8.

32
f"(=2) =24 >0, ..enz = —2 hay un minimo que vale f(—2) = 3
f"(0) = =8 <0, ..enz =0 hay un maximo que vale f(0) = 0.
)
f"(1)=12 >0, ..en x =2 hay un minimo que vale f(0) = -3
32
Ademds f(2) = 3
(. 32
.. valor méximo absoluto = f(2) = 3
.. 32
valor minimo absoluto = f(—2) = —3
valor maximo relativo = f(0) = 0.
. . 5)
valor minimo relativo = f(1) = —3
FIN | oottt e FIN
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Concavidad y Puntos de Inflexiéon

Sea f : [a,b] — R continua, tal que f"y f” existen en (a,b).

Y G

A

Si un punto se mueve sobre la curva desde A hasta GG, entonces

Desde A hasta B, la pendiente de la tangente es positiva, luego f es creciente, la grafica
permanece bajo la tangente.

En B, la pendiente de la tangente es cero.

Desde B hasta C, la pendiente de la tangente es negativa, luego f es decreciente, la grafica
permanece bajo la tangente.

Desde A hasta C, se dice que la grafica es concava hacia abajo.

Desde C' hasta D, la pendiente de la tangente es negativa, luego f es decreciente, la

grafica permanece sobre la tangente.
En D, la pendiente es cero.

Desde D hasta F, la pendiente de la tangente es positiva, luego f es creciente, la gréfica
permanece sobre la tangente.

Desde C' hasta FE se dice que la grafica es céncava hacia arriba.

En el punto C' la grafica cambia de céncava hacia abajo a coéncava hacia arriba. Luego C'

se llama Punto de Inflexion.
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Definicién 89. Se dice que la curva es céncava hacia abajo en (a,b), si todos los puntos de

la curva estan debajo de cualquier tangente a la curva en el intervalo. ,

=]
[T .

Definicién 90. Se dice que la curva es concava hacia arriba en (a,b), si todos los puntos

de la curva estdn arriba de cualquier tangente a la curva en el intervalo.

Definicién 91. Los puntos en los cuales la curva cambia su concavidad, se llaman puntos

de inflexion.
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Teorema 92. Sea f : [a,b] — R continua, tal que ' y f" existen en (a,b) que contiene a
¢ entonces:

1. Si f"(¢) >0 en (a,b) => f es concava hacia arriba.
2. 81 f"(c) <0 en (a,b) = [ es concava hacia abajo.

Definicién 93. Se dice que la funcion derivable f tiene un punto de inflexion en c, si y solo
si existen dos intervalos |a,c| y [c,b] tales que f sea concava hacia abajo en uno de ellos y

concava hacia arriba en el otro.

Teorema 94. Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion entonces f"(c) = 0. Por lo tanto, en

todos aquellos puntos donde [ se anula pueden existir puntos de inflexion.

Observacion 95. El reciproco de este teorema no es cierto, es decir, f"(c) = 0 no implica
necesariamente que en (¢, f(¢)) haya un punto de inflexion.

Ejemplos

1. Sea f(z) = x*. Determinar, si existen, puntos de inflexién.

Solucion.
f'(z) = 4a3.

f"(z) = 122® = 0; x = 0 posible punto de inflexién, pero r < 0 = f"(z) > 0y
x>0= f"(x) >0 ..en z =0 no hay punto de inflexién.
FIN | oot FIN

2. Analizar y graficar determinando intersecciones con los ejes, maximos, minimos, puntos
de inflexién, intervalos de crecimiento, de decrecimiento, de concavidad hacia arriba y

hacia abajo.

A) y= \/%_9, domf = (9, +00).

Solucion.

a) Intersecciones con los ejes
Siz=0=vy¢R.
Sty=0=2=0¢ (9, +00).

.. no hay intersecciones.
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Jr—9_ _~
b) o = ! 2y —9 20 —-9) —x  x-—-18
r—9 2z =932 2,/(x —9)3

y=0=2=18, ¢ B=1=9¢(9,+00).
.. punto critico: x = 18.

_2(x =97 — (2 —18) - 3(x —9)'* _ (z—9)"*(2(x — 9) — 3(x — 18))

4(x —9)3 4(x —3)3

1/

~ —x+36
4z —9)5/2
Posible punto de inflexion = = 36.

¢) Intervalos de monotonia y concavidad: (9, 18), (18,36), (36,+0c0).

Si9<z <18 = f'(z) <0; f’(x)> 0= f es decreciente y céncava hacia
arriba en (9, 18).

Sil8 <z <36 = f'(r) >0; f"(r) >0 = f es creciente y céncava hacia
arriba en (18, 36).

. en o = 18 hay un minimo y es f(18) = 6.

Six >36= f'(x) >0; f"(x) <0=> f esdecreciente y céncava hacia abajo
en (36, 400).

.. en z = 36 hay un punto de inflexién que es (367 4\/§)

Y
F
43 PN .
N FRREREE R l
: : : > X
9 18 36
N | o e e e e e e e e FIN



B) y = 523 — 2%/,

Solucion.

a)

Intersecciones con los ejes:
Six=0=y=0
Siy=0=52%3 -2 =0=2?35-20)=0=2=0, v=>5

Intersecciones: (0,0) y (5,0).

3 3 3\ 21/3 3\ ¥z

"=0enz =29y Penz=0.

10 10 10 1 1 10 142

o =43 _ - -1/3 7 I I

9 * 9 . 9 (:1:4/3 T $1/3) 9 4/3 7
Posibles Puntos de inflexiéon . = -1 y x = 0.

Intervalos de monotonia y concavidad:
(—o0,—1), (=1,0), (0,2), (2,+00).

Stz < =1 = f'(x) < 0; f"(z) >0 = f es decreciente y céncava hacia
arriba en (—oo, —1).

Si—l<z<0= f'(z) <0; f"(z) <0=> f es decreciente y céncava hacia
abajo en (—1,0).

. = —1 hay un punto de inflexién que es (—1,6).

Si0<zxz<2= fl(x) >0; f’"(x) <0 = f es creciente y céncava hacia
abajo en (0,2).

.. = 0 hay un minimo y el valor minimo es f(0) = 0.

Siz>2= f'(x) <0; f’(x) <0= f es decreciente y céncava hacia abajo
en (0,2).

. = 2 hay un maximo y el valor maximo es f(2) = 3v/4 ~ 4, 8.
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3. Analizar y graficar determinando intersecciones con los ejes, simetria, asintotas, valores

extremos, puntos de inflexién, intervalos de crecimiento, decrecimiento y concavidad.

A)

y::z:4—8x2

Solucion.
a) Intersecciones.
Siz=0, y=0.
Siy=0=2=0, z=+2V2.
. intersecciones con los ejes son (0,0), (2v/2,0) y (—2v/2,0).

b) La curva es simétrica con respecto al eje Y, ya que ella es par.

¢) Asintotas no hay, por ser funcién polinémica.
d) f(z) =42® — 162 = 4z(2* — 4).

Posibles maximos y minimos = =0, z = %2.

f(x) =122% — 16 = 4(32% — 4)

2
Posibles puntos de inflexion » = +— ~ +1, 2.

V3

e) Intervalos de monotonia y concavidad:

e (2-8) (he) (43) (3o

Como es una funcién par, sélo se analizaran los intervalos a la derecha del eje
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FIN

Y.

2
Si0<z<—== f'(z) <0; f’(x) <0= f es decreciente y céncava hacia

V3

2
abajoen (0,— ).
J ( \/3)

2
Si—<zr<2= f'(x) <0; f"(z)>0= f es decreciente y céncava hacia

V3
e (75
arrtba en | —,2 ).
V3

2 80
.. hay un punto de inflexién ue es | —, —— |.
TP <\/§ 9 )
Siz>2= f'(r) >0; f"(x) >0 = [ es creciente y céncava hacia arriba

en (2,+00).

o.en x = 2 hay un minimo y es f(2) = —16. Considerando que es una funcién
par, el gréfico es:

-
>

F 3




B) f(x) = b T
fa(z) = 21 stz > —1
Solucioén.
a) Intersecciones:
Six=0=y=0.
1?4 22 + 2
Y r+1 v¢

.. (0,0) tinica interseccion.

b) Simetria:

1) Sea fi(x)=z+1+ x;—l—l’ pero fi(—x) # fi(xr) = f1 no es par.

2

Sea fy() = 5 siendo fo(~2) = fy(x), ¥ € R, pero fo(~2) # fo(x),

Vr>1=— fonoesparVax>—1.
.. f no es simétrica con respecto al eje Y.

1) Sea fi(z)=ax+1+ %va pero fi(—xz) # —fi(x) = f1 no es impar.

2

Sea fo(z) = N

c) Asintotas:

, pero fo(—x) # fo(x) = f2 no es impar.

2 {942
1)1m1(x+1+ )—-H rherte

= lim —00.
r——1— T+ 1 r——1— T + 1
. x = —1 es asintota vertical.
z+1+ 2
2 2
M lm Tl g, TEErEE

T—>—00 X T——00 2+

1 9
fm (z41+e — —2) = lm 21—y,
T——00 T + 1 z——oco x + 1

..y =x + 1 es asintota oblicua izquierda.

i 222
) lim
z—400 T3 4+

2 2
lim < —0)=2=hb.
z—4oo \ 22 + 1

..y = 2 es asintota horizontal.

=0=m.
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1

1-— m, six < —1
d) f'(z) =
4x )
m, siz>—1
1
f{(x):Oil—W:Oix:—Q,x:O. Pero z =0 ¢ (—o0, —1)
x
4x
fo(r) =0 = (22 +1)2 =0=2z=0¢€(—1,+00).
Puntos criticos: © =0, =z = —2.
2 :
CEEEk six < —1
f'(x) =
—4(32* —-1) .
W, six>-—1
(z) = 0 = no existe tal z.

1
Nr)=0=312-1=0=0=4+— € (-1, +00).
2 (z) 7 ( )

1 1

osibles puntos de inflexiébn en r = —, =z = ———.
PR V3 Ve

e) Intervalos de monotonia y concavidad:

e o () () () ()

|
8

|
ra

|
L
B
(=]
al-
+

8

) + - - - | +

o | - - - + + -

Luego:

1) En (—oo, —2) f es creciente y céncava hacia abajo.

2) En (—2,—1) f es decreciente y céncava hacia abajo. .. en = —2 hay un

maximo que vale f(—2) = —2.
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1
3) En (—1, —ﬁ> f es decreciente y céncava hacia abajo.

1
4) En <—ﬁ, 0) f es decreciente y céncava hacia arriba.

1 1 1
..en r = ———= hay un punto de inflexién que es ( )

V3 V3’2
f es creciente y céncava hacia arriba.

5) o (0, )

c.en o = 0 hay un minimo que vale f(0) = 0.

1
6) En <—, —|—oo> f es creciente y concava hacia abajo.

V3

1 L to de inflexid <1 1)
J.enxr = —— ay un pUIlO e 1nrexion que es =)
Y 3

V3

2
f) Gréfico.




5.6. Ejercicios Propuestos

1. Analizar y graficar, determinando intersecciones con los ejes, simetria, asintotas, valores

extremos, puntos de inflexion, intervalos de crecimiento, decrecimiento y concavidad.

a) f(x) =av/x—4.

b fl) =
¢) f(x) = V62 — 1.

D) flo) =2

Q) f(@)= {73

1) fa)= YT P - I
) 1=t

h) Sea f(x) = ax®+bx*+ cx+d. Determinar a, b, c y d para que f tenga un extremo
relativo en (0,3) y un punto de inflexién en (1, —1).

Resp..a=2,b=—6,c=0,d=3.

5.7. Problemas de Aplicaciéon de Maximos y Minimos

Una de las aplicaciones importantes de Calculo es obtener el diseno 6ptimo de un pro-
ducto. Por ejemplo, el problema de minimizar costos o maximar el volumen de un objeto, se
reduce a determinar minimos o maximos de funciones, en cuyo caso se utilizan los criterios
de la primera o segunda derivada. La tinica diferencia con lo tratado anteriormente es como
traducir un problema al lenguaje de funciones.

Ejemplos

1. Una ldmina de 16 cm de ancho por 21 cm de largo va a utilizarse para hacer una caja
rectangular abierta, cortando un cuadrado de cada esquina de la lamina y doblando
los lados hacia arriba. ;Cuél debe ser la longitud del lado de los cuadrados cortados
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para producir una caja de volumen maximo?.

Solucién.
Para obtener
16 y
16-2
] mE x '

21 * 21-2x
Se sabe que Vi, = (21 — 22)(16 — 2x)x = 336z — 74x? + 423,
Luego la funcién a maximizar es V, es decir, V = V (z).
L V'(x) = 336 — 148z + 1222,

, ) 28
Vi) =0=32"-3Tc+84=0= Bx—28)(zx —3) =0 = = = 3 x = 3.
(puntos criticos).
V"(z) = —148 + 24x
segun criterio segunda derivada se tiene:
28 28

v <?) >(0= queenz = 3 hay un minimo.
V"(3) < 0 = que en x = 3 hay un maximo.
.. el cuadrado cortado debe medir 3 cm por lado.
BN | o e e e e FIN

. Un trozo de alambre de 10 cm. de largo se corta en dos partes. Con una parte se forma
una circunferencia y con la otra un cuadrado. Determinar el radio de la circunferencia

y el lado del cuadrado, de tal manera que la suma de sus areas sea minima.

Solucion.
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\\\

10 em \
A \ / )
- N > Se obtiene \_ S ’
\ A J
Y
x 10 — x x
P
/
)
10 —
Perimetrog = 2mr =10 —o = r = 5 :1:‘
T
x? (10 — z)? 22
A — A A — 2 _— = - -
1+ A9 =71 +16 T 12 +16

.. la funcién a minimizar es A = A(x).

r —40 + 4x + 7x

2
Alz)=—=(10—2)+ = =0
(z) 47r( x)+8 8
40
= (d+7)=40 =z = :
44+

Aplicando el criterio de la segunda derivada, se tiene:

4 0
A'(z) = ;TW >0 en = hay un minimo.
10 40
44+ 404107 —40 5 : : :
r= = = (radio de la circunferencia)
27 2n(4 4 ) 4+
40
10
% ~4 Z T = g (lado del cuadrado).
FIN | ottt ettt e e e FIN
x\ 2 Y\ 2 . . . : .
. En la curva (—) + <§> = 1 se inscribe un tridngulo isésceles cuyo vértice es (0, 2).

Hallar la ecuacion de la base correspondiente al triangulo de drea maxima.

Solucién.
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o
%

-3

|
_T> P(xy)

=2

N

2

r

9
2x - (2 — 3

AA:¥:§\/4_?J2(2_?J)

.. la funcién a maximizar es A = A(y)

2
3
+yZ:1:>4x2+9y2:36:>x:i§ 1=y

A'y) . [— 4—y2+(2—y)_—2y]

2 2/4 — 2

4ty -2+’ 328 -2y —4 3 -y-—2)

VitE | TV i

AY)y=0= 1> —y—-2=(wy—-2)(y+1)=0=y =2, y = —1 (puntos criticos).

_3
2

En este problema se analiza sélo y = —1 ya que para y =2, A = 0.

Aplicando el criterio de la primera derivada, se tiene: A’(—1,5) > 0y A’(0) < 0.

.. para y = —1 hay un maximo.
.. la ecuacion de la base del tridngulo de drea méxima es y = —1.
BN | oo e e e FIN
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5.8.

Ejercicios Propuestos

Determinar dos niimeros positivos tales que su suma sea igual a 60 y su producto sea

el mayor posible.
Resp.: 30 y 30.

Un trapecio isésceles tiene los lados igual a la base menor que mide 10, ; Cuanto debe

medir la base mayor para que su area sea maxima?.
Resp.: 20

Se dispone de 100 m de alambre para cerrar tres lados de un terreno rectangular, cuyo
cuarto lado esta cubierto por un edificio. j Cuales son las dimensiones del terreno para

que el drea encerrada sea maxima?.
Resp.: 25, 50 y 25.

Un granjero quiere construir un corral rectangular y dividirlo por una valla paralela a
uno de sus lados. Dispone de 240 m de valla. Determinar las dimensiones del corral de

area maxima que puede construir.

Resp.: 40 y 60.

. Una recta pasa por M (a,b) perteneciente al primer cuadrante y forma con los ejes

coordenados un tridngulo rectangulo. ; Cudntos deben medir los catetos para que el

area del tridangulo sea minima?.
Resp.: 2a y 2b.
Hallar la minima distancia del punto (4,2) a la pardbola y = z?.

Resp.: 2v/2.
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Pruebas de anos anteriores
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Prueba n°1 ano 2009

1. C: 2?2 —2x + 16y — 31 = 0 y AV A’ el tridngulo formado por el lado recto de la
curva dada y los segmentos obtenidos al unir el vértice de ella con cada extremo del
lado recto. Demostrar que los angulos interiores del triangulo, correspondientes al lado
recto, son iguales.

Solucion.
x? —2x + 16y — 31 =0

2 —2rx+1=—-16y+31+1=—16y + 32
(o — 172 = —16(y — 2)

o
il -

i X‘r
@ PP Yy ’S
T A'(4-2)
A(—7,-2)
dp=—-16 p=-4—=— F(1,-2)
|AA =16 = A'(9,-2)y A(—7,-2)
4 1 4 1
Lo 1 0—(-1) 1
ga=170"3 BT 5 —y =4
1 FIN
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2. Sea C': y? +12x — 6y + 33 = 0. Determinar el drea de la regién encerrada por la cuerda
que une al vértice de C' con el punto de interseccion de C' con y = —2, el eje focal de
C, la directriz de C' 'y y = —2

Solucion.
y?+ 122 — 6y +33=0

P —6y+9=-120-33+9=0 (y—3)2%=—12z—24=—12(z +2)

¥
r 3
(1,3 o
(-2.3) =3 y=3
/ | "
’/f | B(1,-2)
TR, |
A/ 15,-2) ’
. 49 49
Sly:—2:>4+12x+12+33:():>x:—ﬁ:>A(—ﬁ,—2)
dp =12 = p= -3 = directriz:x =1
[AB|+ [VC| —— 1+%+1+2 97 485
A=————.|BC| = 34+2)=—-5=— u.
2 I5¢] 2 B+2)=5 o
FIN | oo FIN

246



3. Identificar y graficar y = 3+ /8 — 22 — 2z, y = 3 + 2y/x + 4. Determinar sus puntos

de interseccion y achurar la region que ellas encierran.

Solucion.

Y
M (—2.3 +2v2)

L

B
c(—1,3)

Py(—4.3)

y=3+V8—u12—-21= (y—3)0?=8—-1’-2z = (2’ + 22+ 1)+ (y—3)*=9 =
(x+1)2+(y—3)2%*=9

Sy =34+ V8— a2 —2x es la mitad de una circunferencia.

y=34+2Vr+4= (y—3)*=4(zx +4)

.Y =3+ 2v/x + 4 es la mitad de una pardbola.

Puntos de interseccién:

34+V8—a2 -2z =342z +4

8 — 22 —2x =4z +16

P?+62+8=0= (r+4)(z+2)=0=
r=—-4—=y=3= Pi(—4,3)
T=-2=y=3+2/2= Py(—2,3+2V?2)

El punto P, y P, son puntos de interseccién.
Las curvas dadas encierran la regién achurada.
FIN | oottt e FIN
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4. Sea C': 922 — 16y* — 36z + 96y + 36 = 0. Determinar las ecuaciones de las asintotas y
achurar claramente la region limitada por ellas, la rama de C con y < 0 y la recta que

contiene al lado recto de la misma rama.

Solucion.
922 — 16y? — 36z + 96y = —36

9(a2 — 4z +4) — 16(y> — 6y + 9) = —36 + 36 — 144
9(x —2)? — 16(y — 3)> = —144
(y—3)? (z—2)7?

9 16
P=16=b=4y*—-ad®>=0=c32=25=c=5

=1.Dedonde a>? =9 =—=a =3

TN

Fz=z & N

Ecuacién asintotas: 16(y — 3)* — 9(x — 2)*> =0
4y—3)—3(x—2)=0=3x—4y+6=0
4y—3)+3(x—2)=0=3x+4y—18=0

BN | oo e e e e FIN
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Prueba n°1 ano 2010

1. Determinar el drea del triangulo formado por las asintotas de xy = —4 y por la asintota,
de pendiente positiva, de 422 — 9y? + 16z + 18y + 43 = 0.

Solucién.

Y

g

/s
X
_}
a

4(a? +4x+4) —9(y* —2y+1) = —-43+16 — 9 = —36
9y —1)2 — 4(z +2)2 = 36
3y—1)—2(x+2)=0

3y —1)+2(x+2) =0

Jy—3—-2r—4=0=1|2c—-3y+7=0

By—3+204+4=0=20+3y+1=0

positiva.

7
Siy:0:>x:—§ Siz=0=y=

2z — 3y + 7 = 0 es la asintota de pendiente



2. Determinar la ecuacién de una elipse sabiendo que tiene su centro sobre y = —2, uno
de sus vértices coincide con el de la curva 6z — 8y + 15 — 22 = 0 y uno de sus focos
coincide con el foco de la curva dada.

Solucién.
22 —6r+9=—-8y+15+9=—8y+24

(r —3)? = —8(z — 3)
V(3,3) 4p=-8 p=-2 .. F=(31)

¥(3.3)

V(3,-7)

20=10=—=a=5

e — s 3 La?—A=P=0V=106=0b=4 (C(3,-2)
c= c=

_ 2 22
R k) S ) S
16 25

3. Determinar la ecuacién de la circunferencia que pasa por las intersecciones de Cf :
2 +y?+2x —6y—16 =0y Cy : 2> + y*> — 62 + 2y = 0 y tiene su centro sobre la
cuerda comun de Cy y Cj.
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Solucion.

4y 20 -6y —16=0 (1)
Pyt —62+2y=0 (2)

Restando (1) y (2)

8r —8y—16=0 z=y+2
Reemplazando en (2)

Y 4+4dy+4+yP—6y—12+2y=0

2 =8=—=y=4—=y=42—y=2=—0=4=— A(4,2)
—y=-2=—2=0= B(0,-2)

A(4,2

B(0,2)

El centro de la circunferenciar es punto medio entre A y B, es decir, C'(2,0) y el radio

esr=+4+4=+8

. Eec. circunf : (x —2)* +¢y* =8
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4. En un mismo sistema de coordenadas graficar claramente: y = 4, v = —=2,/y, * = 0,
y = /b — 22, achurando la regién que ellas limitan.
Determinar los puntos de intersecciéon correspondientes a la region.

Solucion.

y=4

r=-2/y (2°=4y)
r=0

y=VE—2F (2 +y2=5)

Y
y=4
V5
B
A
X
+/5 V5 =

Para A:
2 =4y

> +y*=5
y:l:}x:—Q:}A(—2,1)

Para B: y = 5 — 22, o =0= B(0,5)
Para C: y =4, v = 0= (C(0,4)

Para D: x = —2,/y, y =4 = v = —4 = D(—4,4)
BN | o FIN

=AY+’ —5=0=¢y*+4y—-5=0= (y+5)(y—1) =0
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Prueba n°1 ano 2011

1.

Determinar la ecuacion de la hipérbola, en la forma ordinaria, cuyas asintotas son
2r4+y—3=0,2xr —y —1 =0, su eje focal es paralelo al eje X y pasa por el foco de
la curva 3% + 8x — 12y — 12 = 0.

Solucion.
y?+8x — 12y — 12 =10

y? — 12y + 36 = —8x + 12 + 36 = —8x + 48
(v 6 = ~8(z - 6)

=g

B Yovien

l:"'ll"

dp=-8=—p=-2 . F(4,6)

2x+y—3)2x—y—1)=k
4a* —2xy — 20+ 20y —y* —y— 6 +3y+3=kK
4o — 8 —y* +2y+3 =k

(4,6) € Hip: 64—32—-36+12+3=Fk - k=11

4z =224+ 1) - (¥ -2y + 1) =11-3+4-1
4r—1)2—(y—1)*=11




2. Dadas las ecuaciones 922 + 2y* + 362 — 12y + 36 = 0, 42 — 9y* + 162 + 54y — 65 = 0,
x = 4. Identificarlas y graficarlas claramente en un mismo sistema de ejes coordenados,

achurando la regién que ellas encierrran.

Solucién.
9(a? 4+ 4 +4) +2(y* — 6y +9) = —36 + 36 + 18

2 _ a2
(ng) + y—3) =1 elipse C'(—2,3)
3

Az + 4z +4) — 9(y2 — 6y +9) =65+ 16 — 81 =0
4(x+2)? =9y —3)72=0

2+2)—-3y—3)=0 2xz+2)+3@y—3)=0

2e — 3y +13=0 2z + 3y — 5 = 0 Asintotas hipérbola
x =4 recta || eje Y

3. El arco de un puente es semieliptico, con el eje mayor horizontal. La base del arco tiene
30m de longitud y su parte mas alta, con respecto a la base, mide 10m. Determinar la
longitud de la cuerda paralela a la base y a 5m de altura de ella.
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Solucion.

i d
)
10
(x,5)
5
X
—15 15 g

.1‘2 y2

T A

995 T 100

10022 + 225y = 22500

10022 + 225 - 25 = 22500 —> 10022 — 2\2/5_00 5625 = 16875
16875 62527 25 . 3./3

T T 00 100 . 10 v =153

. Sea 4x? + y? — 8x — 4y + 4 = 0. Su eje mayor coincide con el eje transverso de una
hipérbola que pasa por (0,2 — 2\/5) Determinar el area del triangulo formado por las
asintotas de ella y el segmento paralelo al eje X que pasa por uno de los vértices de la
hipérbola.

Solucioén.

4 +y? —8r —4y+4=0

Yz =10 +(y—2)P=4= (z—1)*+ =l=d=4=a=2
V=1=b=1

(y —2)
A
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W
e

_22 _12
Hipérbola:a=2:>(y S & ):1:>62(y—2)2—4(:c—1)2=462

a? b?
Pero (0,2 —2v/5) € Hip: 200° — 4 = 4 —> 16b% = 4 = b? = 1
Ny -2 — Az — 1P = 1 = (y— 2 — 16z — 1)* = 4
Asintotas:
y—2—-4(r—-1)=0=4dor—-y—2=0

y—2+4(z—-1)=0=4x+y—6=0

Siy=4=—=2x=

3 3
— Bl -4
;=5 (51)
1 1
— = A(-4
Ty <2>
3 _ 1
AA=222-2:1ua
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Prueba n°1 ano 2012

1. Determinar la ecuacion de la parabola cuyo vértice es el punto medio de la cuerda
comtn a las curvas Oy : 2 + 9> +42 —8y+7=0y Cy: 22+ 9> — 100 — Sy +7=0y
cuyo foco es el centro de Cj.

Solucion.

4yt 4 -8y +7=0 C1(-2,4) (1)
2+ y? =100 -8y +7=0 Cy(5,4) (2)

Restando (1) y (2)
Mr=0=2=0= ¢y - 8y+7=0=(y—-Ty—-1)=0=y=7, y=1
— (0,7),(0,1) pto. medio (0,4)

Ec. pardbola:

(y —k)* =dp(z —h),p >0 [VF| =5

oy —4)? =20z
YA
(0.7)%
v(0,4) PR |
(0.L)@
—> X
FIN | oottt FIN

2. Sea O : 222 + 2y* — 24z — 24y + 134 = 0. Determinar el drea del cuadrildtero formado
por la tangente a C en (5,8), el eje X, el radio de C' correspondiente al punto de
tangencia dado y la perpendicular trazada desde el centro de C' al eje X.
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Solucion.
C:22% +2y* — 242 — 24y + 134 =0
2?4+ =120 —12y+67=0 C(6,6) r=+/5

¥
M

D{58
V5
C{6,6)

=1 B{6,0)
A(-11,0)

2 1
:—1:—2:>mT:§:>ec. tg y—8=
— y=0=2=-11 = A(-11,0), B(6,0)

17 -6

Anapo = —5— =51 | AD |= V256 + 64 = 8v/5

8V5V5
v

DO [

m, (x—=5)=2—-2y+11=0

20

Apacp =

A=514+20="71 u.a

. Determinar los puntos de interseccién de la recta L con C' : y?> — 4z — 2y +1 = 0,
x
sabiendo que L pasa por el foco de C'y es paralela a 5 — % =1.

2
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Solucioén.
v —2y+1l=dor= (y—1)?=4x

4p =4
p=1= F(1,1)

3-2
Ec.L:y—lzT(x—l):>2x—y—1:O:>2x:y+1:>(y—1)2:

2y+1) = 9y* —2y+1=2y+2=1y* —4y—1=0
4++/1 4 4+£2

2 2
2+v6+1 3++5 3+5
_ +\é_+ _ +2W:A< +2\/_72+\/5)

x:2_\/3+1:3_\/5:>3<3—\/52_\/3>
5

T

2 2

. Hallar la ecuacién de la elipse cuyo eje focal es paralelo al eje X, su centro es el vértice

de v = 292 +12y+24 v corta a los ejes X e Y determinando segmentos cuyas longitudes

son 16 y 8, respectivamente.
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Solucion.
r=2y2+12y+24 = 2(y +6y+9) =2 —-244+18=2—-6= (y+3)* = 3(z — 6)

- V(6,-3)

(r—6)?*  (y+3)°
a? + b2 =1

Ec. elipse :

Interseccion con los ejes:
Segmento de 16 unidades en el eje X = (—2,0) y (14,0)
Segmento de 8 unidades en el eje Y = (0,1) y (0, —7)

¥
M

(0,1) € Elipse : 35 + 18 =1 = 36b* + 16a® = a*b*
(—2,0) € Elipse : % + 5 =1 = 640> 4+ 9a* = a*V* =
3602 + 16a® = 64b% + 90> = 7a® = 280 = a® = 4b> = 36 + 640 = 4b* =
46* = 100 = b? = 25 = a®> = 100
@0 (437
" 100 25

1
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Prueba n°1 ano 2013

1. Determinar la ecuacién de la elipse sabiendo que los extremos de su eje mayor son el
vértice y el foco de y? — 40z + 4y — 316 = 0 y que la longitud de sus lados rectos es
igual al didmetro de 2522 + 25y — 50z — 50y — 31 = 0.

Solucion.
y? 4+ 4y + 4 = 402 + 316 + 4 = 40x + 320

(y +2)? =40(z + 8)

=K
(2,-2)
4p =40 = p = 10
S V(=8,-2)y F(2,-2)
20 =10 =
- C(=3,-2)
252 + 25y* — 502 — 50y = 31
25(2% — 2x + 1) + 25(y* — 2y + 1) = 31 + 50
81 9 18
—1)? 1)Y= =r="=2r=d=—
2* 18
= =1=9
a 5
o (x 3 (y+2)?
FEec.el : =1
c. elipse 95 + 9
1 FIN



2. Determinar la ecuacién de la circunferencia cuyo diametro es igual a la longitud del
segmento que se forma al intersectar la curva 18y — 2% — 6x 4+ 27 = 0 con el eje X v
cuyo centro es el vértice de dicha curva.

Solucién.

22+ 62 +9=18y +27+9 = 18y + 36
(x+3)>=18(y +2) = V(-3,-2) = Cy
y=0=22+62—-27=0
(x+9)(x—3)=0

r11=-9 y x9=3

Aoy = 12 = dg = 2r = 12 = [ = 6]

Eec.circunf : (z+3)* + (y +2)* = 36

16 — 22

12
de coordenadas, graficarlas, achurar la regién que ellas encierran y obtener los puntos

, 12 = —4y, y = —4. Identificar cada curva. En un mismo sistema

3. Seany = —

de interseccion correspondientes a la region achurada.

Solucion.

16 — 22 x2
1202 + 22 = 16 — —
12 v 6"

—4y = ? pardbola
y = —4 = recta

Y= — = 1 "mitad de elipse”

Ny
win| ],

Para A y B:
?=—4ycony=-4=1>=16= 1 =+4 = A(—4,-4) y B(4,-4)
ParaC y D:
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2% = —4y con y = — T = 12y" + 2" =16 =
1612y = 4y = 3y° —y—4=0= By —4)(y +1) =0
y:gnoessolucién;y:—1:>$2:4:>x::|:2
S.C2,-1) y D(=2,-1)
FIN | oottt e FIN

. Sea C una elipse cuyos focos son (0, 2) y (—6, 2). Circunscrito a C' se dibuja un rectdngu-
lo cuyos lados son paralelos a los ejes focal y normal de la elipse. Si el area del rectangulo

es de 80cm?, determinar la ecuacién de la elipse.

Solucion.

F(-62) [-@--m-mamit [ o--| Fo.-2)

-3

i 7 x
Celipse = (—37 2) yc=3
2a - 2b =80
ab = 20
Per0a2—02:b2:>
B — b =9 =400 — b* = 9p* = b* + 9b* — 400 = 0 =
Siz=0= 2+ 92— 400 =0 = (z + 25)(z — 16) =0
x = —25 no es solucién
=0 =16—=|b=4|—=[a=15]

) Ul
25 16

FIN | ottt e e e FIN



Prueba n°2 ano 2009

1. Graficar la siguiente funcion:

x+1, six € [=3,0),
fle)y=qa?>-2x+1, sizel0,3],
4, sixz e (3,7).

Del grafico, determinar: recorrido, ceros, puntos de interseccién con el eje Y, paridad,
intervalos de monotonia y acotamiento.

Solucién.
YV A
.t
3 ——
2 ——
1
| IAI I I X >
3 7 0 1 3 7
_21
recorrido = [—2,4]
ceros = {—1,1}
inter. con el eje y={1}
paridad = no tiene
inter. de monot. = (—=3,0)U (1,7) creciente
= (0,1) decreciente
acotamiento = es acotada ya que recf = [—2,4]
FIN | oottt e e FIN



1 1
2. Sea a € R una constante. Sea f(x) = p— +2yg(x)= p— + a.
xr — xr —

a) Determinar, justificadamente, dom(f) y rec(f).

b) Determinar el valos de a para que se tenga (g o f)(z) = x para todo x.

Solucién.
14+ 2x—2 20 — 1
) J@) = — =
domf =R —{1}
—1
yr —y =2x —1 x(y—2):y—1:>x:y—2
y_
crecf =R — {2}
2¢ — 1 1
b>g<f<x>>=g(x_1)z—%_l_;a:x
) r—1
296_—12+a:x:>$—1+a::1:
r—1
a=1
BN | e e e e e e e

3. Considerar las siguientes funciones

_J2x -3, sixze(0,2], ) VW, sixzel[lh],
f(x)_{ 6, size(58, ° g(x)_{x—z, si z € (5,10]

Determinar el dom (2) y su expresion analitica.

f

Solucion.

_J2r -3, size(0,2] f, ) VE stz e[l,5] g,
f(x)—{ 6, six e (5,8 fo Y g(w)—{x_z six € (5,10] g
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dOmf— =[1,5]N(5,8] =
dom% = (5,10]N (0,2] — {;} =
dom% = (5,100N (5,8] = (5,8

NS .
g (2) = 5 3 sixel[l,2]— {2},
f V=Y 2-2 )
5 six e (5,8]
BN | o e e
4. Dado el siguiente grafico de f:
¥

Y

Responder:

a) ;Cudles son los intervalos de monotonia?

b) iEs f acotada? ;Por qué?

d
e) Determinar f(—5), f(0), f(5), f(7).

266

)
)
c) (Es f par, impar o ninguna? ;Por qué?
) ¢Es f periédica? ;Por qué?

)



Solucion.

(—5,0) U (5,7) creciente; (0,5) decreciente
Si, ya que recf = [—4,3] U {6}

a

b

d) No es periédica ya que AT tal que f(z +T) = f(x) en [-5,7).
f(=5) =—=2, f(0) =3, f(5) = —4, f(7) no tiene.

)
)
c¢) Ninguna ya que no hay simetria con respecto al eje y y origen.
)
e)

Prueba n°2 ano 2010

1. Sea

f<x):\/2x—\/|a:+3]

2 +2x +4

. Determinar el dominio de f.

Solucién.

Es necesario que 2z — /| 2+ 3| > 0 ya que (z +1)*+3 > 0,Vz € R.

22 > /| © + 3| es necesario que x > 0.

422 — 1 —3>0 A 4952—1—3:4—320
0 A b —4dac<0

z € (—oo,—=|U[l,400) A VzeR pero x>0



2. Sea f la funcién definida por:

2 —x—2

o) = s size[—-1,3)—(2),
|z —3|, six < —1

a) Determinar analiticamente rec(f).

b) Graficar claramente f.

Solucion. ) ( 2)( )
T8t —x — T —2)(x+ .
o) = —5 sixe[-1,3) — {2}, P , sixz e | 1,3) = {2}, _
|z —3|, six < —1 —x + 3, six < —1
r+1, sizel[-1,3)—{2} ;fo
-z + 3, six <=1 ;fs

a) —1<e <3, v#2
02z+1<4, z+1#3=recfi =[0,4)\ {2}
r<—1= —1r>1— —2x+3>4= recfy = (4, +0)

recf =1[0,4) U (4, 4+00) — {3}

b)
Y 4
5 ———
73—
1 1
1 1
13 !
| 1 1
2 T L
| 1 1
L1 SF L
ﬂl/ —— —
1 (o] 1 2 3
BN | oo e e e e FIN
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3. Sean f y g las funciones definidas por:

3x
f@)=v2e =9 y gla)={ [of

|lz+1], siz< -5,

siz e (1,3),

Determinar la expresion analitica de f o g con su correspondiente dominio.

Solucién.
3 . 1.3 3x size(1,2) g,
RE S12 € y )y 3
fl@)=v2r—-9 y g(x)= [z] = ?x, six €12,3) g,
|lz+ 1], siz< -5, Cr—1 siz<-5 g
9 3 3
Dom(fogq) = x€(1,2)/\3x2§ = 1<.’L‘<2/\SL‘2§ = 5,2
(@) = f(3z) = v6z =9
Dom(fogg):{x€[2,3)/\3§>g}:{2<x<3/\x23}:@
11 11
Dom(fogg):{x<—5/\—x—1>g :{x<—5/\x<—7}:<—oo,—?}

Vbxr — 9, six € [%,2 ,
(fog)(z) = . i’
v—2r—11, six € (—oo,—;}
BN | oo e e e e FIN

A
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Justificando claramente, determinar:

a) Dominio de f. Recorrido de f.
b) Valores de x para los cuales f(z) > 0.

c¢) Los tramos donde f es estrictamente creciente y los tramos donde f es estricta-

mente decreciente.

d) Si f es o no acotada.

Solucion.

a) domf = [a, h], recf = [f(a), f(g)]-
b) x € (b,d)U (0, h].

c) [ es estrictamente creciente Vx € (a,c) U (e, g).

f es estrictamente decreciente Va € (¢, e).

d) f es acotada ya que recf = [f(a), f(g)].

Prueba n°2 ano 2011
1. Graficar: f(x) =|3x —2 |+ |4 — x|

Solucion.
flx)=|3z -2+ |z —4]

Siz<2:f(z)=-3r+2—-x+4=—-42+6
<x<4d:fx)=3r—-2—-x+4=22x+2
>4:f(r)=3r—2+2x—4=4x—6

—4x +6 six<§,
Sfle) =9 22+2, si?<a<d,
4x — 6, siz >4
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=]
W pa1—
e

2t 2 —6—va2— 37 +2
2. Sea f(z) = vilte +\5/x e Determinar dominio de f.
T

Solucioén.

Es necesario que: x # 5 y
P?+r—6=(r+3)(r—2)>0= 1€ (—00,-3|U[2,+0) ¥
?=3rx+2=(z—-2)(r—1) > 0=z € (—00,1]U[2,+00)

codomf = (=00, =3|U[2,+00) \ {-5}

a) Determinar Dom(f).
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b) Determinar Rec(f).
c¢) Intervalos de x donde f(x) >0
d) ;Es f acotada? Justifique.

Solucion.
a) domf = (=5,2)U(2,7]
b) recf =[-5,5]
¢) flx) 20 Vre|[-1,2)U (5,7
d) f es acotada ya que recf = [—5, 5]
BN | o e e e e e e e e e
4. Sean

22 =2z, siz>1 ;q

fla)=vz+3,z> 33/9(){

—3—x, siz<1l ;9

Determinar la expresion analitica de f o g y su respectivo dominio.

Solucion.

fl@)=vr+3,223 y g(fﬁ)z{

22 —2x, siz>1 ;¢
—3—x, siz<1 ;¢

dom(fog)) ={x>1A2* -2z >3}
={z>1A(x—=3)(x+1) >0}
={r>1Az € (—o00,—1]U[3,4+00)} = [3, +0)

flor(x)) = f(2* = 22) = Va? — 20 + 3

dom(fogy) ={x <1

flg(z))=f(-3—2)=+v/-3—2+3

(z) Va2 —2rx+3, six >3,
r) —
g V=3 -, siz < —6



Prueba n°2 ano 2012
1. Sea f(z)=|z+2|+|2—x|—]x|—1conze[-3,3]

a) Graficar claramente f.

b) Analizar la paridad y el acotamiento de f. Justificar analiticamente.

Solucioén.
flx)=lx+2|+|2—2|—]|x]| -1 conVz € [-3,3]

Si-3<r<-2: fla)=—2—-242—2x4+2—-1=—-2—-1
Si2<2<0: f(z)=x+24+2—a04+2x—-1=2+3
Sio<ze<2: f(r)=2r+24+2—2x—v—1=—-20+3
Si2<x<3: f(r)=x+24+2r—-2—-—0v—-1=2-1

—x—1, si —3<xr< -2
T+ 3, si —2<z<0
—x 4+ 3, si0<z<?2
x—1, si2<z<3

fx) =

f(=x)=|—z+2|+|2=(-2)| |-z | -1
=l—z4+2|+|24+x|—|x]|-1=f(x)

. f es par

Como recf = [1,3] f es acotada.
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2. Sean f y g las funciones definidas por:

Vi—x, sizx< -2

(1—z)? siz>2

f:-L0) =R f(z)=—x+1 y g(x):{

Determinar dom(g o f) y su expresién analitica.
Solucién.

Vi—x, siz< -2, ¢

(1—2) siz>2, ¢

f:-L0) =R f(z)=—2z+1 y g(x):{

dom(gro f) ={z e [-1,00 A —z+1< —2}
—{re[-1,0) Az >3} =1

dom(gao f)={x e [-1,00 A—z+1> -2}
={ze[-1,00 Az <3} =[-1,0)

= (x2—2x+4)(4—:v2) eterminar dom
3. Seaf(x)_\/x(ﬂ—x—Z)(\/M)'Dt dom(f).
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Solucion.
(2% — 2z +4)(4 — 2?)

x(z? — 2z —2)(Va? + 10) >0

Perox? —2x +4=(z—1>+3>0Ve e Ry Va2 +10>0Vzr € R
(2—x)(2+x)

Es necesario que:

" >0, 2
(x—2)(x+1) =z v#
T+ 2 <
(x+1)-z
—w -2 -1 0 4o
x+2 - + + +
x+1 _ _ + +
* - - - +
- s _ N
domf = (—o0,—2] U (—1,0)
BN | oo e e e e e e FIN

4. Sea las funciones f; = /—z, fo(x) =ax + by f3(x) = 2% — 5. Sea f definida por:

fl(x)7 sl < _17
f(x) =4 fa(z), si —1<2<2,
fs(x), sixz > 2.

a) Determinar los valores de ”a” y ”b” para que f sea una funcién, esto es, determinar
aybtal que fi(=1) = fo(=1) y f2(2) = f3(2).
b) Graficar f y determinar rec(f).

Solucion.

fiz) : y/—x, six < —1,
fo(z):ax+0b, si —1<z<2,
f3(x) - % -5, siz > 2.

fz) =
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0) fi(=1) = fo(—1) = 1=—a+b

-2 1
3a=—-2— CL:? — bzg
—2 1
f2($)=?90+§
b)
Y A
3w
X
| — .
-3 2

Prueba n°2 ano 2013
1. Graficar f(z) =|3x—2| — |z —4|

Solucion.
flx)=|3z 2]~ |z—4]|

Siz<2:f(r)=-3z+2+2—4=—20—2
<rx<d:fle)=3z—-24+x—-4=42x—-6
>4:f(r)=3rx—-2—x+4=2x+2

—2x — 2 six<§,
cflr) =4 dx—6, sii<a<d4,
2z + 2, six >4
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v

1
I =
Solucion.
fla) = e > 0
T)=+——"""—
|z —1]+1
1 1
— == siz>1,f
= <1
e riFl . Sagp STSbLE
1 1 1 1-— —1
Para fiiy= - —2=->1=—=--1>0=—= — 2 >0=—= 2~ <0
T Y Yy Y ()
:>y€(071]
1
Para fy: y = +2:>—yx+2y—1:O:>xy—2y+1:0
2y —1 20—1— —1
— =Y <1:>u<0:>y—<0:>y€(0,1)
Y Y )
. recf =(0,1]
FIN | oot e e



22 —1, si0<z<3

4—3;5’ si _3<x<0yg(ﬂf) eterminar

3. Sean f(z) = {

a) Expresién analitica de f + g.

b) Monotonia de cada tramo de f + g.

¢) Acotamiento de f + g, si es que tuviese.

d) Graficar f + g.
Solucién.

4—3x, si —3<x<0 :fi
= , gx) = =3

/(@) {x2—1, §0<z<3 :f 9@

a) dom(f1+¢g)=(0,3)NR =(0,3)
(i) =2 —1-3=2"—14
dom(fz + g) = (—=3,0]NR = (—3,0]
S (fotrg)(w)=4-32-3=1-32

z?—4, siz e (0,3)
1 -3z, size(=3,0]

(f +9)(x) = {

D) 0<zi <19 <3=2l<ai= a3 —4<a25—4= f(r1) < f(22)
. [ es estrictamente creciente en (0, 3)
—3< 21 <13<0= =311 > 31y = —3r1+1> -3+ 1 = f(x1) > f(22)
.. | es estrictamente decreciente en (—3, 0]

) 0<r<3=0<2?’<9= —4<2?—4<5= recf =(—4,5)
3<r2<0=0< 12<3=0<-3r<9=1<-3xr+1<10

oree(f+g)=1[1,10) U (—4,5) = (-4, 10)

. [+ g es acotada
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X
— —t— >
-2 -1 o 1 2 3
—4
BN | o e e e e
Vi—x, stz <0
4. Sean f(x) = ’ x) =|3x—2].
F@) =L sy vale) =l s 2]
Determinar Dom(f o g) y la expresion analitica correspondiente.
Solucion.
Vi—z, six<0 :fi 3r—2, siz>2 g
flz) = . v gla) =3z —2]= N T
(1—2)* siz>1 :fy —3x+2, siz<i g

o fa(ga(r)) =

2
dom(flogl):{x2§/\3:z:—2<0}
2 2
2
dom(flog2):{x<§/\—3$+2<0}
2 2
:{x<§/\x>§}=@
2
dom(fQOgl):{x>§/\3x—2>l}
2
:{x>§/\x21}:[1,+oo)

fo(3z —2) = (1 — 32+ 2)? = (3 — 3z)?
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2
d0m<f2092)2{$<§/\—3$+2>1}
1

2
:{x<—/\:c<§}:(—oo,—

3
c fa(g2(2)) = fo(=3z +2) = (1432 — 2)* = 3z — 1)°

Prueba n°3 ano 2009

1. Calcular los siguientes limites

)i 1 + cos(mx)
m-———->=
“ o o +1
x
2r +3\ 2
b) 1i
) Jim, (Qx - 1)
Solucion.
, l+4+cos(mz) ., 1l+4+cosm(z+1)
a) lim —————= = lim =
z—=1 32 — 2x + 1 2—0 22
r—1=2z  Si x—>1=2—-0
., l4cos(mz+m) |, l—cosmz 1+cosmz
Ii = lim . = lim
2—0 22 2—0 22 1+ cosmz  2—0
o /senTma2 2 2
= lim < ) - = —
z=0 \ T2 1+ cosmz 2
2 3 E 4 2x—1 ﬁ
T+ 2 , !
b 1/ p— 1 1 pry
uggo(x_l) i3 <+2$_1) ] ‘
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sen2x + asen®z — 2senx

2. Determine a € R talque lim =4
20 cosx — cos?x
Solucién.
. sen2x 4+ asen’x —2senw
lim =4
2—0 cosT — cos? x
| 2senxcosT + asen’r — 2sen i senx [2cosxr+ asenx — 2 1+ coszx
im = lim .
z—0 cos T — cos? z—0 COS T 1 —cosx 14 cosz
. senzx [ —2(1 —cosz)+ asenzx
= lim ( ( 2) ) (14 cosx)
0 COS T sen? x
. —2sen’x + asenz(l + cosx)
= lim = 2a
70 sen x
S20=4=
BN | o e e e e e e e e e FIN
r+14+——, six<—1,
3. Sea f(x) = 9,2 S
_, six > —
x?2+1
Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales, verticales y oblicuas si es que
existen.
Solucién.
r+1+ 1 six < —1,
flx) = 2x2x
_, sixz > —1
2+ 1
1)2+1 242 2
z——1- r+1 z——1-— r+1 z——1- r+1
..x = —1 es asintota vertical.
2 2
b) lfm —— =0

T —+00 x(mQ -+ 1)
lim

2
=2=0b

z—4o00 2 4+ 1

..y = 2 es asintota horizontal.

r+1+ 2 1)2+1 1—y)?+1
P s N RN s o e SN P € el )l
T——00 €T T——00 ;L’(x—i—l) y——+o00 y2—y
Seaxr=—y.Six — —00 =y — +00
L l—2y+y?+1
lim 5 =1l=m
yotoo Y —y

1 2 — 2
fm (z+1 )= tm TS g TV
T—>—00 x4+ 1 rz——oc0 x + 1 y——+00 —y—|—1

.y =z + 1 es asintota oblicua izquierda

281



BN | o e e e e
23— a3
, six > a,
4. Sea f(z) = L= a
9(3 _ 3
M’ Slx<a/

r—a
Determine ”a” y luego redefina la funcion para que sea continua en xy = a

Solucioén.

3 —ad

) si x> a,
fa) = g0
9( )

r—a
f(a) no esta definida
. 2’ —a® _ . (z —a)(@® +az+a®) _ 22
z—at T — @ z—at r—a

limQM_ng(%)—% S/ﬁ‘l‘%—FW
T—a~ r—a _at—m* r—a W—l— ,3/a$+\3/p
9 3

— lfm 9 roa -

v (0 — a)(Va® + az + Vad) 3V Va?

3
- 942 — 3.8 — —
.3a_W:>\/a__1:>
PO
, six > a,
r—a
f(x) = 3, siz = a,
9( _ 3
(Vz) \/E’ six <a
r—a
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Prueba n°3 ano 2010

sen x

1. Determinar la ecuacién de la tangente y de la normal a la curva y = x en r =

Solucion.

T
_ senx 1 -0
=2 \loen (5,7)

Iny =senxInx

1

-y = ene + (Inz) cosx

Yy x

v =y (senx + (Inx) COS$>
T

Ectgy—5=0x—-—5=y=x
Ec.normal:y—g:—(x—g):>y+x—7r:
BN | oo e e

2. Derivar
F(x) = cos*(z* — ' +2%) — In*(tg(2® — Tx))

Solucién.
y = cos®(z? — e’ +27) — In'(tg(2? — Tx))
Yy = 3cos?(zt — e’ 120 (—gen(zt — e 120)) (4xd — 7’120 (322 4 2))

V1—z, six <],
3. Seaf(x)_{<1_x>2’ siz>1

a) Analizar si f es continua en x = —1
b) Calcular f'(1), si existe.
c¢) Calcular f'(z).
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Solucion.

f(w):{\/l—x, siz<1 ,fi

(1—2)? siz>=21 ,fi

a) Continua en x = —1
f(=1)=V2
ll'm1 Vi—z=+2

T——
=—>. f es continua en x = —1

b) fescontinuaenz =1y

filz) =V1—2= fi(z) = 2\/%
. f-(1)3 . f no es derivable en x = 1

1 .
0 flx) = W, s six <1,

—2(1—2x), siz>1

1
. Calcular:
sen(z—a)
a) lfm (2 . f) ok
r—a a
(1—x)s, siz<0,
b) lim , Si = 1-— 3 )
) M f(w), st fl) =4 Locosde oy
241 — e
Solucion.
Sen(CC - a/) a—z sen(zx—a)
NPEPATR ] e
a) lim (2—f> (a—x)* _ gy [<1+1—f> }
r—a a r—a a
o 71,59(11@—)&)
— lfm (1+a_$)”] e
r—a a
(1—a)s, siz<0,
b T) = 1— 3
) f( ) o5 oT siz >0

2 41— e’
-9

lim (1 — aj)% = lim [(1 + (—.:c))—%} =e?

x—0~ z—0~
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1 —cos3z 1+ cos3zx it sen? 3z 1 1

lim 5 - = lim : . 5
0+ 22 +1—e3*" 14cosdz  zo0+ 22 1+ cos 3z fc2—(e3; -1
[ (o032 2 9 1 9 1 9
= 11m . . P ——
=0t | 3% l+cos3z 1_¢€2-1.3 2 1-3 4
32

BN | oo e e e FIN
5. Trazar el grafico de una funcion f que satisfaga las siguientes condiciones:
f debe ser continua en (—oo, —2), [-2,1), [1, 3], (3,8) y ademds f(—2) =1,
lim f(z)=0, lim f(z)=+oo, limf(z)=-1, lim f(z)= —o0,
z——4 T——2" z—0 z—1-
1i =2, U =4, I =—1, I =0, I =2
M f@) =2 i fe) =4, [lip flo)=-1 i) =0l i)
Solucién.
¥
° '
4 ,;_2 \_1\
FIN
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Prueba n°3 ano 2011

1. Hallar, si existe, un nimero ¢ € (—2,2) en el que la recta tangente a f(x) = arctg (%)
—x

sea paralela a la recta que une (0,0) y (5, 1).

Solucién.
ce(-2,2)
f(x) = arctg ( 5=
x) = arc —
& 2—x
;o 1 2—x+x 2 B 2 B 1
Y _1+(2wi)2 (2—2)2 4d4—dx+a2+a2? 222—4dr+4  22-22+2
my =&
1 1 9 9
02_20+2:5:>C —2c4+2=5=c"-2c-3=0=(c—3)(c+1)=0=
c=3¢(-2,2) c=-1€(-2,2)
FIN | ettt FIN
2. a) Siarctg (Q) = In /22 + y?, verificar que ¢y’ = Tt Y
x r—y

b) Encuentre f’, para f(z) = /2% — 2 + cos(e*” — 3) + log(3z2 + 4).

Solucion.

1
a) arctg <Q> =In/2%2+y? = §1n(x2 +4?)
T

1 vy —y 12+ 2yy

1+g_§ 2 2 x2 492
2wy -y w+yy )
R :I2+y2:>y(x—y)=x+y
Tty
LY =
r—y

b) f(z) = v2% =2+ cos(e*” — 3) + log(3z> + 4)

1 6
y = g(xZ —2)75 .2z —sen(e*” — 3) - ™ - 2z + 3:62—::41(%6
BN | o FIN
3. Considere la funcién f(z) e
. Considere la funcién f(z) =
x2 44

a) Determine f'(z), f"(x)

286



b) Encuentre maximos y/o minimos relativos y puntos de inflexion.

¢) Determine intervalos de crecimiento y concavidad.

d) Asintotas.

)
)
)
)

e) Bosqueje el grafico de f(z).

Solucioén.
@) = 5
, rT4)4 — 420 —42?+16 —4(z —2)(z +2
) o= (352 TIE @ aE <(x2 +)4(1)2 )
v (@74 4)2(—8x) — (—4a® +16)2(a* + 4) - 2z
() = e
(22 4+ 4)(—8x) — (—42® + 16)2 - 2
(22 + 4)3
—8x3 — 322 4+ 162 — 64  8z® —96x  8z(z? — 12)
B (22 + 4)3 T @ AP T (@2 4y
~ 8x(r — V12)(z 4+ V12)

(2 4)°

Six<—-34:f <0, f’"<0= f esdecreciente y céncava hacia abajo
Si —34<zx<-2:f <0, f">0= f esdecreciente y céncava hacia arriba.

- en x = —24/3 hay un punto de inflexién y = —‘/75
Si—2<z<0:f >0, f”">0= f escreciente y céncava hacia arriba.
c.en ¢ = —2 hay un minimo con f(—2) = —1
Si0<zx<2:f >0, f’"<0= f escreciente y concava hacia abajo.
. en z = 0 hay un punto de inflexién con f(0) =0
Si2<x<34:f <0, f”"<0= f esdecreciente y céncava hacia abajo.
c.en z = 2 hay un méximo con con f(2) =1

Six>34:f <0, f">0= f es decreciente y céncava hacia arriba.

. en z = 2¢/3 hay un punto de inflexién con con f(2v/3) = \/7§
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:O:m

i 4x
b> IETOO 3 + dx

4
lim S 0) =0=0b= y = 0 asintota horizontal
z—400 \ 22 + 4

c)

—3,4 -2 -1 1 2 3,4

Prueba n°3 ano 2012

1. Considerar la siguiente funcion:

(x —1)(2® — 2 —12)

hw) = x2 —bxr+4

Analizar la continuidad de A en los puntos x = 4 y x = 1. Clasificar sus discontinuida-
des, y redefinir h, si corresponde.

i?l;lc_ié@'_ Dt~ =12) _ (=1 =4 +3)
R e Pl [ CESSY

=(x+3). z#4a#1

a) Parax =1
h(1) = no esta definida.
lim(z +3) =4
z—1

h tiene en x = 1 una discontinuidad reparable haciendo h(1) =4
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b) Para xz =4
h(4) = no esta definida.
lim(z+3)=7
r—4

h tiene en x = 4 una discontinuidad reparable haciendo h(4) =7

(x —1)(2* — 2 — 12)

=(x+3), siz£1 A x#4,

x?2—br+4
h(z) = 4 siz =1,
7, siz =4

2. Hallar todas las asintotas de la siguiente funcién:

_ 32® — 2+ sen(x)

/(@) r+1
Solucion.
flz) = 3% — 2 + sen(z)
a r+1
0) lim 3z% — 2 + sen(z) o
r——171 x+1
..x = —1 es asintota vertical.
3x2 —2 32?2 —2 1
b) lim ’ + sen(z) = I ’ -sen(x) | =3=m

z—+00 x(x+1) aotoo \ 22+ 4w

. 32° — 2 +sen(z) ar) — lim 3z% — 2 +sen(z) — 32 — 3z
T—+00 r+1 z—+00 z+1

—3r —2 1
= i . =_3=9
:c—1>1-iT-loo r+1 + z+1 sen(x)
.y = 3x — 3 es asintota oblicua derecha.

. 32% — 2+ sen(x) . 3y’ —2—seny

z——00 x(z+1) y—r+0o0 Y2 —y
2 _— JE— —

lm 3z° — 2 +sen(z) 32 ) — lim 3z — 2+ sen(z)
T—>—00 z+1 ——00 x+1
— g Y2V gy,

y—400 —y+1

..y = 3x — 3 es asintota oblicua izquierda.



3. Realizar en cada caso lo que se pide:

2% —1
a) Calcular lim
20 sen(x

)
sen(x)

b) Calcular lim

x—mT T — T

c¢) Calcular el valor de k& de modo que lim (Va2 +kzx+1—1z) =2

T—00
Solucion.
271
2¢ —1
a) lim =lim —~2—- =1In2
z=0sen(xr) =0 sen(z)
x
, sen(x . sen(m+ 2 , —senz
b) hmﬁzhmgzhm =1
=T T — T z—0 —Z z—=0 —Z

Seaz=zx—m.Sie —>mn=—2—0

o vVat+k 1 2+ k 1—a?
¢) lim (Va2 + Fz +1 - 2) v+ hrkr+1+2x 0 x°+ kT + x

. = lim
=00 Vit kr+14+a w2024+ kr+14+2

, kx +1 , z(k+2)
= lim = lim =

k
Al MGk R J Ny

4. Encontrar los valores de ¢ y k de modo que la funcién:

x + 2c, stz < —2,
flx)=¢3cx+k, si —2<x<]1,
3r — 2k, siz>1
sea continua en R.
Solucion.
T+ 2c, six < —2,
flx)=¢3cx+k, si —2<x<]1,
3xr — 2k, sixz>1
a) en x = —2

f(=2)=—6c+k
lim (x+2¢) = -2+ 2¢

r——2-

lim (3cx + k) = —6c+k

r——21

2t 2= —Geth—[e—k=7]
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b) enzx =1

f(1)=3-2k

h’r? (Bex + k) =3c+k
T—1"

lim (3z —2k) =3 — 2k
z—1t

3c+k=3-2k=3c+3k=3=|c+k=1]

8 —k=2 AN c+k=1

1
c c 5
2
1
BN | o e e e e e e e e e FIN
Prueba n°3 ano 2013
1. Calcular los siguientes limites
5x2—6x+9 _ ex2—6x+9
1
a) 3 (x — 3)sen(x — 3)
b) h'm( ) ,a,b,k € R
T—00 Tr — a
Solucion.
5z2—6x+9 _ ex2—6z+9 5(9&—3)2 _ e(513—3)2 5(90—3)2 -1 e(9&—3)2 -1
Ii =1 =1 — .
@) a3 (x — 3)sen(x — 3) 3 (x — 3)sen(x — 3) 3 (x — 3)? (x —3)?
1
sen(z—3) =Inb—1
z—3
—b z—k b xz—k _ph— z—k
b) lim ("T ) — lim <1+ (x —1)) — lim (1+w) =
r—oo \ L — Q T—00 T — Q r—00 r—a
o (a=b)(@=k)
— Db\ ot roa
lfm (1+a ) ] — et
T—00 T —aq
FIN
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2. Determine a € R tal que lim

In(z? + ax) — In(z? — azx)

z—00 x—1

=35

Solucion.

lim
T—r00

In(z? + azx) — In(2® —ax) .

2 z 2 z 2 2ax
h’mln(x J”W) zlimln<1+ ax ) — lim In (1+ ax )

.CL’_I
2ax -
r~ —ax 12—H.CE

w00 r? — ax z—00 2?2 —ax z—00 2?2 —ax
Ine** =5
5
20=5=|a=
2
A FIN
4 + 5 — 42 : . , :
3. Sea f(z) = . Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales, ver-

ticales y oblicuas si es que existen.

Solucion.

No hay asintotas verticales.

o dxr+5—423
Im ————=—4=m
x—+00 $($2 + 1)
, dr + 5 — 423 . dx 45— 473 + 423 + 4
llm ([ ———+4x ) = lim
z—+00 2 +1 T—+00 2 +1
8r+5

0 = b = y = —4x asintota oblicua derecha.

11m =
zoto00 22 4+ 1

. dr+5—4a? . —dy+ 5+ 43
lm ——— = lim =—-4=m
T—>—00 3+ y——o00 —y3 -

Seax=—y.Six — —00 — Yy — +00
i dr + 5 — 423 , 8x+5 ,  —8y—+95
lim | ———+4z | = lim = lim ——— =

T——00 2 +1 z——oco 12 + 1 y—=+oo Y2+ 1
..y = —4x asintota oblicua izquierda.

No hay asntotas horizontales.

FIN | ot FIN
2(1 —
( \/E), six>1,
11—z
4. Sea f(x) = -3, six =1,
3 5 2c — 2
(r + 5) sen(2x ) Go<l

2¢2 +8x —10
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Analizar la continuidad de f(z) en x = 1. Si fuese discontinua, justificar si es o no

reparable y redefinir si corresponde.

Solucién.
a) f(1) = =3
2(x — 1 2(x — 1
D) lim 3(z+5)sen2(x ): lm 3sen2(x ):3

es1- 2z +5)(x —1) es1- 2z —1)
20— x) 21— . 20-t)(1+t+¢*) 21 +t+1t?)

R B L B BT Rl L 1 I S L R ) B
3

r=t5.Sir—>1t—t—>1
- litm f(2) =3 # (1)

.. f tiene en x = 1 una discontinuidad reparable.

Redefiniendo o1
<_—\/§)’ Sl :L‘ > 1’
11—z
f(z) = 3, six =1,
3 _
(x 4 5) sen(2x 2)7 Go<l
222 +8x — 10
BN | e e e e e e e e e FIN
Prueba n°4 ano 2009
1. Aplicando L’Hopital, calcular:
, (sena + sen 3:17) g
lm | —
z—0 \ sena — sen 3z
Solucion. .
) (sena + Sen3m> sen e
lm| —
z—0 \ sena — sen 3x

3\ sn3z
y = (w) Aplicando In y luego lim
sena — sen 3¢ z—0
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1 sen a + sen 3x

limIny = lim In
=0 t—0sen3r  sena — sen3x
sena —sen 3z (sena — sen3x)(3 cos3z) — (sena + sen 3x)(—3 cos 3x)
. sena + sen 3z (sena — sen 3z)?
= lim
z—0 3 cos 3x
i 3sen a cos 3r — 3 sen 3x cos 3x + 3 sen a cos 3x + 3 sen 3 cos 3z
= lim
20 3 cos 3z (sen? a — sen? 3x)

6 sen a cos 3z

lim 5 5
2—0 3 cos 3x(sen? a — sen? 3x)

, 2sena
= lim 5 5
z—0 sen® a — sen? 3x
, 2sena
= lim
z—0 sen? a
= lim
z—0 sen a
, 2
_'_ llnly — Esena
x—0
1 FIN
1+ cosmx 2 £ 1
——  six ) . )
2. Sea f(r) =< 22 -2z +1’ " Analizar la continuidad de f en x = 1. Si fuese
R siz=1

discontinua, justificar si es o no reparable y redefinir f si correspondiese.

Solucién.
f(1)=3

1+ cosmx . —msenmx ., —mwlcosmr WX W
m-—-————-= 1m—:hm—:_7é_
=132 —2x4+1 221 27— 2 z—1 2 2 2

Como h'rq f(z) existe, .". f tiene en x = 1 una discontinuidad reparable.
T—r

1+ cosmax iz 1
———, six ,
fz)=q2* -2 +1
5, six=1
BN | oo e e e FIN
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3. Sea sen(2x + y) = x. Verificar que y"(%,0) = 2.

Solucioén.
sen(2z+y) =y = (2+y')cos(2x +y) =1
1 —2cos(2z + y) ,
= y'(3,0) =v2 -2
cos(2z + y) V(5,0 =v2
=22+ 9y)sen(2x +y) +y"cos(2x +y) — ¥ (2+y)sen(2x +y) =0
—4sen(2z +y) — 2y’ sen(2z +y) + y” cos(2z +y) — 2y sen(2x +y) — y? sen(2x +y) = 0
—4sen(2z +y) — 4y’ sen(2x + y) + y” cos(2x + y) — y?sen(2z +y) = 0
2—4v2+4
_4.\%_4(\/5_2).\%_“/”.\%_—:0

4 — 42484y —244V2 - 4=0= |y =2

2cos(2z +y) +y cos(r+y)=1=y =

4. Sea 23 + ay® — 3zy = 0. Determinar a € R tal que la pendiente de la tangente a esta
curva en (1,3) sea igual a la pendiente de la tangente a f(z) = (Inz)” en el punto de

la abscisa z = e.

Solucion.

22+ ay’ — 3zy = 0 = 322 + 3ay*y’ — 3xy — 3y =0
6 2

2 o I — I —
—3+2Tay’ —3y' —9=0=y 570 -3 0a_1

flz)=(nzx)*. Siz=e=y=1

-y =—-—+1In(l
Y Inx $+n(nx)
1
y’:y<1—+ln(lnx)):>y(e 1)=140
n
) =1=—=9 1=2— _1
"9a—1 ¢ B a—3
FIN | ottt et e e FIN

5. Siy=3b*arctg /7%= — (3b+ 2x)Vbx — 22, b € R, verificar que:

) 4

v = Vbr — 2
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Solucion.

y:3b2arctg~/£—(36+2:U)\/b:c—x2
1 vVb—z b—zx+z b—2x
: : — (3b+ 20) ——= — 2Vbx — 22
l+3% 2z (b—x) (3b+ x)2\/b:17—x2 e
2(p _ — _
_3b (b—x) bWb—x  (3b+22)(b—2z) W
b 2/ (b — )2 2Vbr — 22

y = 3b2 .

B 3b% — 3b% + 6bx — 2bx + 422 — 4bx + 422 B 812 B 472
2Vbxr — x2 20Vbxr — 22 \bxr — a2
;L 4
Y Vbr — 22
BN | e e e e e e e e e e e e FIN

Prueba n°4 ano 2010

27?2 si —1<2<0,
1. Sea f(r) = ¢ 1 —cos2nmx G0<g<l
22(1—x)?’

Analizar la derivabilidad de f en z = 0.
jJustificar claramente. No usar L’Hopital!

Solucioén.
Enxz =0
f(0) =272 lim 27* = 27
z—0~

. 1—cos2mx 1+ cos2rx . sen’27mx Ar? 1 Ar? 9

lim . = lim . . — =
e—0t 22(1 — )2 14cos2mx  zm0t (2mx)? (1 —2)%? 14 cos2mzx 2

.. [ es continua en x = 0. Luego
0 si —1<z<0,
/ — 201 _ )2 1 _ 2, _ _ )2
f(x) x*(1 — x)*(sen27x)(27) — (1 — cos 2mwx)(—x* - 2(1 — x) 4+ 22(1 — x) )7 G0<z<l
41— )t
0 si —1<z<0,

Moy — & 2201 _ 202 _(1_ N2 9,201 _

f(x) (1 — x)* (27 sen2mzx) — (1 — cos 2mx) (22(1 — )= — 223(1 31:))7 G0<z<l
x4 (1 —x)?

fL=0
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i3

.. f no es derivable en x = 0.

. Sea f(z) = (z — 1)[z]. Graficar f para x € [0,2]. A partir del grafico y justificando
claramente, determinar si existen f’ (1), f.(1) y f'(1).

Solucioén.

Si0<z<1l=[z]=0

sil<z<2=[z]=1

sizx=2=[z]=2= f(z) =2
0 si0<x <1,

flz)=qax—1, sil<x<2,
2, six =2

f-(1) = 0 pendiente recta horizontal.

f+(1) = 1 pendiente recta diagonal.

/()P punta en z = 1.

FIN | oottt et e e FIN

. Si T es la tangente a (—) + (Q) =2, n € Nen (2,3), demostrar que la suma de los

3
segmentos que 71" determina sobre los ejes coordenados es 10.

Solucion.

BRIOR

2
r\n—1 1 Y n—1 1 ;L
n(3) atn(3) gv=0
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y=3=-2(-2)

2y —6=-3x+6
r+2y—12=0

Six=0=y=6
sty=0=—= =4

1
. Derivar: ,
_sen®e” +1In'(2? + 1)
Y tgv3xt + at
Solucioén.

sen® e + In'(22 + 1)
tgv3xt 4 at
tgv/3x* — at (3 sen?e®” - cose® - e” - 2r + 4 (2% + 1) - fo)
I

’ tg>v/ 3zt + at
(sen® e + In*(2% + 1)) - sec? /321 + a? - 2\/%
tg?v/3x* + a*
tg V3zt —at (3 sen?e®” - cose® - e” - 2r + 4 (2% + 1) - xﬁl)

’ tg*V3z* + at
(sen® e + In*(2% + 1)) - sec? /3% + a? - \/%

tg®v/3x* + a*

FIN | ottt et e e e
V1=
. Sea y = arctg V_ "% Verificar que 49" — 6y’ + 3 = 0.
v1+cosx
Solucion.
vV1—cosz
y = arctg

v1+ cosx
4y — 6y +3=0
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senzx —senx
vV1+cosr — — /1 —cosxr - ——
, 1 2v/1 — cosx 2v/ 1+ cosx

— .
14 COS T 1+ cosx
1+ cosx
~ l+cosz senx(l+cosx+1—cosw)
2 (14 cosz)2senx

2 1 .,
1 2 Y

A -6y +3=0-34+3=0

Prueba n°4 ano 2011

1. Derivar: s
r 2 —secvxr +4

sen3(ez'~2)

y:

Soluci(;?n.

A —secvVz + 4

© sen3(e”'72)

sen?(e'2) (=3 F — sec v/ Atg Vo 4+ i)

/

vy = 6(pzt—2
senf(e?"—2)
(273 — sec vz + 4)2sen?(e? ~2) - cos(e® ~2) - ¢ =2 . 423
senf(e**~2)
FIN | ettt e e

2. Si arctg Y \/x? + y?, verificar que y” =
x

Solucion.

1
arctgy =Iny/22+9y2 = 5111952 + 9/
x
1 vy —y 1 2x+42yy

12 2 2 2ty
1 (2 — y) z+yy
—(x — —
:1:2_|_y2 y y x2+y2
Tty

xy’—yy’=x+y:>y’=x_y
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p_ @y A+y)—@+y)A—y) s+zy—y—y/—ar+ay —y+yy

=P (P
v 2xy — 2y B 2$§—,Z -2y B 202 + 2xy — 2xy + 2y B 2(x? + y?)
(z —y)? (x —y)? (x —y)? (x —y)?
BN | oot e e e e e FIN

. Verificar que las rectas tangentes a las curvas:
x
3z —4y? —2yarctgr’+y =0y y*(x+y) = = —In(y+1) +¢e™ — 1 son perpendiculares

3
entre si en el origen.

Solucién.
3z — 4y® — 2yarctga® +y =0
3— 1202 — 2
VY =27
en (0,0): 34y =0=y =—-3=my,
x
ylety) =g -ly+1)+e” -1

20 — 2y arctga® + 1y =0

/

P49 + 2w+ 9) = 5=+ ey +)
en (0,0) : O:%—y’iy’:%:mm
-3 % = —1 las tangentes son perpendiculares.
FIN | oottt e FIN

. Aplicando L’Hopital, calcular:

sen 2z 4+ 2sen®r — 2sen x

a) lim 5
20 cos T — cos?

b) lim(cos4z?) a1
z—0

Solucién.
) i sen2x + 2sen’z — 2senx i 2cos2x +4senx - cosx — 2cos T
a) lim = lim
z—0 cosT — cos? x z—0 —senz + 2cosT -senx
it —4sen2x —4sen’x +4cos’x + 2senzx 4 A
= 111m = - =
20 —cosx +2cos?x — 2sen?xw 1

, 2 z%l
b) 91611)1(1)((:0843: )

y = (cos4z?)+* aplicando In y lfim

z—0
. o1 9
limIny = lim — Incos4x
z—0 z—0 4
In cos 422 . —sendx? - 8x
=1m -—,=1m ——F
a—0 ot =0 cos4x? - 4x3
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—2tgda® sen 422 4

= lim = lim —2 5 5 = -8
z—0 T z—0 4x cos4x
S limy =e®
x—0

Prueba n°4 ano 2012

1. Verificar que la recta tangente a 23 + zy? + 23y> = 3 en (1, 1) pasa por (6, —6).

Solucion.

3+ xy? + 2%y =3

322+ +x-2y -y + 2 3yPy + 3%y =0
en (1,1):342y+1+3y+3=0

7
5y/:—7:>mt:—g
7
.'.EC.tg:y—lz—g(x—l):>7x+5y—1220

Para (6,—6): 42—-30—12=0
.. la recta tangente pasa por (6, —6).

£3)- F(3)+ §1n<2) — In(2).

Solucion.

f(z) = In(x + Va2 + 16)

ooy 1 . 2z
fw) = (x + Va2 + 16) (1 * 2vVx? + 16>

) = 1 . Vzz+16+ x| 1
 (z+ V2% + 16) Vi2+16 | Va2 +16
r@-:
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, 2 B 1 2 B 2 B
f3)- f(3) + R In(2) = [In(3 + 5)] - £ + R In(2) = - In(2) + R In(2) =1n2
BN | o

3. Aplicar logaritmo y derivar:

)= (sen(z? — 62212 (arcsen(z))

Solucioén.
(sen(z? — €27))3 (arcsen(z))?
Yy = v
1
Iny = 3 Insen(z? — €**) + 2In(arcsen(z)) — 2° Inz
ly’ _ 1cos(z® — e*) (22 — 2¢*7) Lo 1 1 202
Yy 3 sen(x? — e27) arcsen(x) /1—22 =

2 (z — €*¥) cos(x? — e2?) 2

/
=y |2 +
v=u [3 sen(z? — e%7) arcsen(z)v1 — 22

— 22— 32%Inx

4. Aplicando L’Hopital, calcular:

In (ﬁ) + In (1_50—“’”2>

I
a) Jm 5
272 —4 \"P?
b) Ii R
) i (2952 +x— 1)
Solucion.
1—a? z(l—2 T
() am () metem g
a) lim =lm ——— = lim ————
r—0t ) 3x z—0t 3x z—0t 3x
- 1 1
= lfm 2% = lfm —— ==

z—0+ 3 x—0+ 3(1 + x) 3
21‘2 _4 z+3
b) Ii _
) om0 <2J;2 +a— 1)
21:2 _4 z+3
V= (2x2 - 1)
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2224

222 — 4 In ==
lim, o+ Iny = lim, 43— =1im, 222 o1
mo —or@+ I oy = limeor (z +3)
202 4x—1  (22%4z—1)dz— (222 —4) (4a+1)
2224 (22242-1)2

_(x + 3)—2
(823 + 42 — 4w — 82 — 22 + 162 + 4)(z + 3)?
—(222 —4)(222 +x — 1)
(2:p2+12m+4)(x+3)2_1, 22 + ... L
(222 — )22t —1) et -

= lim,_,g+

2
—Mat ) 42

, _1
Solimy=e2
z—07t

Prueba n°5 ano 2012

1. a) Determinar m y n de modo que:

( x2—5\3/x2+3+4> 3
mx +n — = —

r+1 4

lim
T—00

4

b) Utilizando L'Hopital, calcular:

lim (senx)"*.
z—07F

Solucion.

2) lim mx+n_a:2—5\3/x2+3+4
~ lim mz2+mx+nr+n—2x2+5vx2+3—-4
_ lim (m —1)a?+ (m+n)x + 522 +3+n—4

Es necesario que el limite 3 = m —1=0=
., (I+n)z+5Va2+3+n—4 3
lim =14+n=— —

3 7

n:——_lz__
4 4
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b) lim (senz)'&”

z—0t
y = (senx)™? aplicando In y lim
z—0t
Insen x o sen?z - cos T

lim tgz - Insenx = lim = lim i — = lm ———— =0
z—0+ z—0t cotgx a0t —cosec? T a0+ senx

Imy=¢"=1

" z—0+

BN | o e e e e e e e FIN

2. Sea f definida por:
WIS gil <z < 2,

flz) = a, six =2,
234322 —92—2 :
a6 stz > 2

Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 2.

Solucion.
WIS ] < g < 2,
flz) = a, sixz =2,
e
f(2) =

lim 3\/x—1—3\/3—x 3WVr—143V3—=x _ i 9z —1)—9(3 —x)

fm
o2~ r —2 3z —14+3V3—a3 o2 (x —2)3vVr —1+3v3 —x)
2z — 2) , 2 18

=9 lim =9 lim =—=3
T2~ (x—2)(3\/a:'— +3vV3—1x) T2~ 3\/x—1+3\/3—:c 6
L x4 32 -9z —2 . (zr—=2)(2?*+5x+1) 15
lim = lim = =
es2t 241 —06 =2t (z—2)(z+3) 5
la=3
FIN | oottt ettt FIN

3. Verificar que la curva definida por 2xy + sen y = 2z pasa por el punto P(0, 7). Ademés
encontrar la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal en el punto P.

Solucién.

2xy + seny = 2z
2:0-m+senmr=0+0=0
. P(0, ) € curva

22y + 2y + cosy -y =2
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2r —y =2 = mp =27 — 2

. Hallar los valores de a y b para que la funcion

) = {aler b

14227

sea derivable en z = 1.

Solucion.

fla) = {aa:l—i— b

1422

1
Como debe ser continua en z = 1, se debe cumplir que a + b = 5

six <1,
stz > 1,

six <1,
stz > 1,

Ademaés
a six <1,
f’(l’): —2x : 1
m, st > 1,
-2 1
' _ ' - - __Z
F)=a fi0)=—7=-3
1
=——=0=1
=73
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Prueba n°4 ano 2013

3z + x%sen(x® +1) six <0,
(Ine**) -In(14x), siz>0,
Calcular f'(0) y f’(e), si es que existen.

1. Sea f(z) =

Solucién.
3z + x?sen(x® + 1) siax <0,
fz) = 32 .
(Ine’) -In(1+x), siz >0,
Como f es continua en z = 0, calcularemos f” (0) y f.(0)
3+ a?cos(x® + 1) - 322 + 2zsen(z® + 1) six <0,

/ —
J'w) = 3¢ - = +3In(1 + ), siz >0,
- f2(0) =3y fL(0) = 0 son distintos = f'(0)7
3e
'(e) = —— +3In(1
f'(e) 1+e—i—3n( +e)
FIN | oottt e FIN

2. Sea f(z) =Invx + va? + 3. Comprobar que:

4(x* + 3) 1
9 /+— "n_ _
Y PR 2+ 3
Solucién. .
f(x)zln\/x—i—\/x?—i—?):51n(:c+\/1:2—|—3)
1+ 2z 3
f/(aj>—1 2vVz2+3 . VL +3+[E _ ]_ —1($2+3)_%

_§x+\/$2—|—3_2\/ZB2+3($—|—\/£E2—|—3) 02 +3 >
1 —
f'(@) = =@ +3)7 2 -

2(x? +3)*
4(x® + 3 2 1 A(z2+ 3 —x
g A 2 1T ey
T 22243 x 2(x%2 4 3)2
o 2 -l
224+3 Va?+3 V22 +3
1 FIN

3. Determinar el o los puntos de z+ /Ty +y = 1, en los cuales las rectas tangentes tienen
pendiente igual a —1 siendo x > 0, y > 0

Solucion. ) 5
Ty +y —Y — 4\/TY
= 1 _— 1 e O e =2 VvV 7
T+ /Ty +y + W +y Y P W

Comom =1y = —1

306



Tty

5= ~1=0==7]

1
.'.$+I+x=3m=1:>x=§=y P(%,%)

4. Determinar m € R tal que las curvas 5z — 4y® — 2y - arctga® +y = 0y y*(z +y) =

dx
— —In(y + 1) 4+ e* — 1 sean perpendiculares entre si en el origen.
m

Solucion.
Sa — 493 — 2y -arctga? +y =0
5—12y%y — 2y - 22x 4 2y arctga? +y' =0
1+ 2t
en (0,0) =y} = —5
4x
ylety)=———lnly+1)+e? -1

/

4 y
2(1 4+ /) + 21/ == Y ( gy
v 4+y) +2uy (z +y) — y+1+6 (zy +y)

4
0.0):0= — — ), = ¢, =
en (0,0) o Y

4
m

Prueba n°5 ano 2013

1. Determinar a € R tal que:
o ae®+Inzx
lm —— =3
z—o0 e¥ 4+ x

Solucién. .
a4+ Inzx . aet + o o axet+1
Iim —— = lim = lim —
z—o00  er 4+ x z—o0o €% 4 1 T—00 x(ex —+ 1)
) axe® + ae” . xet 4+ et 4 e”
e L PN sl pepyy
z—oo re® +e* + 1 z—o0 xeT + T + e
0 1 P FIN
2. Calcular: .
) sen a + sen 3x \ su3e
lim [ ———
z—0 \ sena — sen 3x
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Solucion.

1
) sen a + sen 3x \ sn3e
lim | —mM8M8M—
z—0 \ sena — sen 3x

1
se se 3 sen 3x
(M> aplicando In y lim

sena — sen 3x z—0

, , 1 sen a + sen 3z
Inlim y = lim -In
z—0 z—0 sen 3z sen a — sen 3x
sena—sen3z _ (sena—sen 3z)3 cos 3z+(sen a+sen 3x)3 cos 3z
— lm = a+sen 3z (sen a—sen 3x)2
z—0 3 cos 3x
2sena 2sena 2

= lim 5 5 = - =
z—0 sen? a — sen? 3z sen? q sena

, 2
. ]_lm y — @sena
z—0

3. Determine a,b,cy d tal que f(x) = az® + bx? + cx + d sea tangente al eje X en x = 2
y tenga un punto de inflexién en (0,4).

Solucion.

f(z) = ax® + bz* + cx +d
fl(r)=3az® +2br +c=en v=2: 12a+4b+c=0

f'(x) =6ax+2b=en z=0: 2b=0=[b=0]
(0.4) € f

(2,0)ef: 8a+4b+2c+d=0

12a+c¢=0
8a+2c+4=0
— 12a+¢=0
1
da+c+2=0=—=8a—-2=0— a=7
B 12_ 3
c= 1=
BN | e e e e e e FIN
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4. Analizar y graficar determinado dominio, interseccién con los ejes, extremos, intervalos

de monotonia, intervalos de concavidad y puntos de inflexion.

x
22 -9

y:

Solucién.

x
y=— 9.Intersecciénxzo:y:&y:O=>x:()
l‘ —

Domf ={x € R—{-3,3}}
Asintotas: x = £3

2 —9—1 2 -9
"= = ov +3
VT oy = ogp <0V
, (@2 =92 (—2x) + (2 — 9)2(x* — 9)2z  —22° + 18z + 4a® + 361
N (22 — 9)* N (22 —9)3

22 4+ 54r 2x(x® +27)

(22 -9 (22 —-9)3

Six<—=3:f <0y f”<0= f decreciente y céncava hacia abajo

Si —3<x<0:f <0y f">0= f decreciente y céncava hacia arriba; x = —3 es

asntota

Si0<xz<3:f <0y f”"<0= f decreciente y céncava hacia abajo

en = 0 hay punto de inflexién con f(0) =0

Six>3:f <0y f">0= f decreciente y céncava hacia arriba; x = 3 es asntota




5. Determinar el drea méxima de un tridngulo rectéangulo cuya hipotenusa mide v/8cm.

Solucion.

Y
0,y)
V8
= ——» X
(x,0)
P24yt =8=y=4v8—22
A_x-y_m/S—ﬁ
2 2
1 —2x 1—2?+8—22 —22+4+14
A/:_ x.—_|_1/8_x2):_ —
2( 2¢/8 — 72 2 /8 —uz? V8 — x2
—2?2+4=0
— x =42

Siz< 2= A >0= A crece
Siz>2=—= A" < 0= A decrece

en x = 2 hay un maximo.

.:A=2-V8_4 2

= 2. — = 2 area maxima.

2 2
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Prueba n°1 ano 2009

1. C: 2% =22+ 16y — 31 = 0y AV A’ el tridngulo formado por el lado recto de la curva
dada y los segmentos obtenidos al unir el vértice de ella con cada extremo del lado recto.
Demostrar que los dngulos interiores del tridngulo, correspondientes al lado recto, son

iguales.

Solucion.
22— 22+ 16y —31 =0

2?2 —2x+1=—16y+ 31+ 1= —16y + 32
(x —1)? = —16(y — 2)

e
il -

i X“r
= Erl —an ’ﬁ
LI i
Al-7,-2) 4'(3-2)
dp=—-16 p=—-4= F(1,-2)
|AA | =16 = A'(9,-2) y A(-7,-2)
4 1 4 1
30 _1 —(3) 1
t :2 = — = 2 —:> et
ga=170 "2 B39 "3~ 7F
BN | o e e e e e e e e e e e e e FIN



2. Sea C': 4?2+ 122 — 6y + 33 = 0. Determinar el drea de la regién encerrada por la cuerda
que une al vértice de C' con el punto de interseccién de C con y = —2, el eje focal de
C, la directrizde C'y y = —2

Solucién.
y?+ 120 —6y+33=0

Y’ —6y+9=—-120-33+9=0 (y—3)*=—122 —24 = —12(x + 2)

Y
' Y
€(1,3 _
(=2.3) (1,3) -
/ 1 * X
’/%f | B(1,-2)
= —2
A%9/,5,-2) ’
, 49 1o
Siy=-2=4+120+12+33=0=0=——= = A(-33,-2)
dp = —12 = p= -3 = directriz :x =1
[AB| +|VC] —= 1+%#+4+1+2 97 485
A= P2 BO|l=—12  —  Z(342)=—.5=— u.
2 |BC] 2 B+2) =3 24 ¢
BN | o e e e e e e e e FIN



3. Identificar y graficar y = 3+ v/8 — 22 — 2z, y = 3 + 2y/x + 4. Determinar sus puntos

de interseccion y achurar la region que ellas encierran.

Solucion.

b

M (—2.3 + 292)

|

P,(~4,3) C(—13)

y=3+V8—1?2-2r = (y—3)* =8—a?-2r = (2*+22+ 1)+ (y—3)* =9 =
(z+12+(@y—-3)?2*=9

.y =3++8— 122 — 2z es la mitad de una circunferencia.

y=3+2Vr+4= (y—3)  =4(z +4)

oy =3+ 2Vx + 4 es la mitad de una paréabola.

Puntos de interseccion:

3+V8—22-2r=3+2z+4

8— a2 —2x =42+ 16

P +6r+8=0= (r+4)(z+2)=0=
r=—-4=y=3= P(—4,3)
T=-2=y=3+2V2= P(—2,3+2V2)

El punto P, y P, son puntos de interseccién.
Las curvas dadas encierran la regién achurada.
BN | e FIN



4. Sea C': 922 — 16y* — 362 + 96y + 36 = 0. Determinar las ecuaciones de las asintotas y
achurar claramente la regién limitada por ellas, la rama de C' con y < 0 y la recta que

contiene al lado recto de la misma rama.

Solucién.
922 — 16y — 367 + 96y = —36

O(a? — 4 + 4) — 16(y? — 6y + 9) = —36 + 36 — 144
9(z — 2)% — 16(y — 3)> = —144

- 2 _22
y 93) _(x16) =1.Dedonde > =9 = a =3
V=106=b=4y*—-a*=0=*=25=c=5

TN

Fz-2 )\ N

Ecuacién asintotas: 16(y — 3)* — 9(x — 2)*> =0

My —3)—3(r—2)=0=— 3z — 4y +6=0
4y—3)+3x—2)=0=3c+4y—18=0

BN | e FIN



Prueba n°1 ano 2010

1. Determinar el area del triangulo formado por las asintotas de zy = —4 y por la asintota,
de pendiente positiva, de 422 — 9y + 16z + 18y + 43 = 0.

Solucion.

7/3

42?44 +4) -9y —2y+1)=—-43+16—-9=—36

9(y — 1) —4(x +2)? = 36

3y—1)—2(x+2)=0

3y—1)+2(x+2)=0

3y—3—2r—4=0=22—3y+7=0]
3y—3+2x+4:0:>’2x+3y+1:O‘2x—3y—|—7:0eslaasintotadependiente
positiva.

Siy:O:>x:—gSix:0:>y:§

(=}



2. Determinar la ecuacion de una elipse sabiendo que tiene su centro sobre y = —2, uno
de sus vértices coincide con el de la curva 6z — 8y + 15 — 22 = 0 y uno de sus focos
coincide con el foco de la curva dada.

Solucién.

22 —6r+9=—-8y+15+9=—8y+24
(r —3)? = —8(x —3)

V(3,3) 4p=-8 p=-2 . F=(31)

¥(3.3)

V'(3,-7)

20=10—a =5

S 6 5 a2t - =P=0=16=0b=4 (C(3,-2)
CcC = CcC =

_ 2 2 2
s Ee. (z=3) +(y+ ) =1
16 25

3. Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por las intersecciones de C :
2?2+ +22x—6y—16 =0y Oy : 22 +y* — 62 + 2y = 0 y tiene su centro sobre la cuerda
comun de Cy y Cj.



Solucion.

4+ y? + 22— 6y —16 =0 (1)
2> +y* —6x+2y=0 (2)

Restando (1) y (2)

8r —8y—16=0 xz=y+2
Reemplazando en (2)

v +dy+4+yt—6y—12+2y =0

2 =8=—= P =4=y=42—y=2=1=4=—= A(4,2)
—y=-2=—2=0= B(0,-2)

A(4,2

B{n.—zu}

El centro de la circunferenciar es punto medio entre A y B, es decir, C'(2,0) y el radio

esT=+4+4=18

. Ec. circunf : (v —2)* +y* =38



4. En un mismo sistema de coordenadas graficar claramente: y = 4, x = —2,/y, * = 0,
y = /b — 22, achurando la regién que ellas limitan.

Determinar los puntos de interseccién correspondientes a la regién.

Solucién.

y=4

T =—2./y (22 = 4y)
z=20

y=V5—2F (244 =5)

Y
: CI
y=4%
V5
B
A
i
T G —>

Para A:
22 =4y

> +y?=5
Para B: y = /5 — 22, 2 = 0= B(0,V/5)

Para C: y =4, x = 0 = (C(0,4)

Para D: x = —2,/y, y =4 = 2 = —4 = D(—4,4)

BN | e FIN

—dy+y?—5=0=y*+4y—-5=0= (y+5)(y—1) =0



Prueba n°1 ano 2011

1. Determinar la ecuacion de la hipérbola, en la forma ordinaria, cuyas asintotas son
2v+y—3=0,2xr—y—1=0, su eje focal es paralelo al eje X y pasa por el foco de
la curva 3% + 8x — 12y — 12 = 0.

Solucion.
y?+8x — 12y —12=10

y? — 12y + 36 = —8x + 12 + 36 = —8z + 48
(v — 62 = —8(z — 6)

Y
M

B Yoviss)

-'_._.-._'_'_._'_,.r" 74K

dp=-8=>p=-2 - F(4,6)

2r+y—3)2r—y—1)=k
4o =22y — 20+ 2wy —y P —y —6r+3y+3=%
4a® —8x —y* +2y+3=k

(4,6) € Hip: 64—32—36+124+3=4k - k=11

42 =224+ 1) - (P —2y+1)=11-3+4-1
4z —17°—(y—1)72 =11
(x—1)* (y—1)?* _

11 - 11 =1




2. Dadas las ecuaciones 922 + 2y2 + 362 — 12y + 36 = 0, 422 — 9y? + 162 + 54y — 65 = 0,
x = 4. Identificarlas y graficarlas claramente en un mismo sistema de ejes coordenados,

achurando la regién que ellas encierrran.

Solucién.

9(x? + 4 +4) +2(y* — 6y +9) = —36 + 36 + 18
(x+2)2 + =3 =1 elipse C(—2,3)

4(z* +4x+4)—9(y —6y+9)=65+16—-81=0
4xr+2)? -9y —3)72=0

2 +2)-3(y—3)=0 2z+2)+3y—3)=0

20 =3y +13=0 22+ 3y — 5 = 0 Asintotas hipérbola

r =4 recta || eje Y

3. El arco de un puente es semieliptico, con el eje mayor horizontal. La base del arco tiene
30m de longitud y su parte mas alta, con respecto a la base, mide 10m. Determinar la

longitud de la cuerda paralela a la base y a bm de altura de ella.

11



Solucion.

i'd
M
10
[x:5)
5
X
fige 15 =

IQ y2

T A
525 100
10022 + 225¢2 — 22500
10022 + 225 - 25 = 22500 —> 10022 = 2\2/5_00 _ 5625 = 16875
16875 62527 2533
100 100 v 10 =153

X

. Sea 42? + y* — 8z — 4y + 4 = 0. Su eje mayor coincide con el eje transverso de una
hipérbola que pasa por (0,2 — 2v/5). Determinar el drea del tridngulo formado por las
asintotas de ella y el segmento paralelo al eje X que pasa por uno de los vértices de la

hipérbola.

Solucién.
4’ +y? —8r —4dy+4=0

Yz —1)24+(y—2)P2=4= (z— 1)+
V=1=0b=1

12



'
b

(y—2? (x—1)

Hipérbola: a = 2 = 5 7 =1 =0 (y—2)% —4(z — 1) = 4
a

Pero (0,2 —2v5) € Hip: 200* — 4 = 40> = 160> =4 = V? = 1

My =22 —4(x -1 =1= (y—2)*— 16(z — 1) =4

Asintotas:

y—2—-4(z—-1)=0=4r—-y—-2=0

y—2+4(zr—-1)=0=4dx+y—6=0

3 3
Siy=4=1r=-= B|(=,4
2 2
1 1
———= A=
rmlo (2)
3 _1
AA:222-2:1ua

13



Prueba n°1 ano 2012

1. Determinar la ecuacién de la parabola cuyo vértice es el punto medio de la cuerda
comtn a las curvas Cy : 22 + 9> +42 —8y+7=0y Cy 2> + 9> — 100 — 8y +7=0y
cuyo foco es el centro de Cj.

Solucion.

Py 4 —8y+T7=0 Cy(-2,4) (3)
2?4y — 100 —8y+7=0 Cy5,4) (4)
Restando (1) y (2)
r=0=2=0= 1y -8y+7T=0=(y-TNy—-1)=0=y=7 y=1
= (0,7),(0,1) pto. medio (0,4)

Ec. parabola:
(y — k)* = dp(z —h),p >0 |VF| =5

ooy —4)r =20z
YA
(0,719
V(0.4) e
(D1}
-> X
1 FIN

2. Sea C': 22%+2y* — 241 —24y+134 = 0. Determinar el drea del cuadrildtero formado por
la tangente a C' en (5, 8), el eje X, el radio de C' correspondiente al punto de tangencia
dado y la perpendicular trazada desde el centro de C' al eje X.

14



Solucion.

C:20% +2y* — 24 — 24y + 134 =0
2+ —120—12y+67=0 C(6,6) r=+5

D(5,8

> B(6,0)
A(-11,0)

2 1 ,
mr:_—1:—2:>mT:§:>ec. tg y—-8=35(r—-5)=r-2y+11=0
—y=0=2=-11 = A(-11,0), B(6,0)

17-6
Apape = —5— =51 | AD |= /256 + 64 = 8v/5
8v5/5
Apacp = 5 =20
A=514+20="71 w.a
FIN | oottt FIN

. Determinar los puntos de interseccién de la recta L con C : y?> —4a — 2y +1 = 0,

sabiendo que L pasa por el foco de C'y es paralela a % — % = 1.

2

15



Solucioén.
v -2y +1l=dr= (y— 1) =4z

il I
=

)
L}

A
L L
3

dp =4

p=1= F(1,1)
Ec.L:y—lz%(m—l)ij—y—lejszy—l—l:(y—1)2:
2 +1) = 1y* —2y+1=2y+2= 1> —4dy—1=0

4 4 4
_ + /16 + _ j:22\/3:2i\/g

Y

)
2+v5+1 3445 3+/5
o +\é_+ _ +2f:>A< +2f72+\/5>

:2—\/3+1:3—¢5:>B<3—\/3

2-v3)

. Hallar la ecuacién de la elipse cuyo eje focal es paralelo al eje X, su centro es el vértice
de x = 292 +12y+24 y corta a los ejes X e Y determinando segmentos cuyas longitudes

son 16 y 8, respectivamente.

16



Solucion.

r=22+12y+24 =2(* +6y+9) =2 —-24+18=2—-6= (y+3)* = 3(z — 6)

- V(6,-3)

_62 32
Eec. elipse : (@ 5 ) + (y+3) =1
a b?

Interseccion con los ejes:
Segmento de 16 unidades en el eje X = (—2,0) y (14,0)
Segmento de 8 unidades en el eje Y = (0,1) y (0, —7)

¥
M

(0,1) € Elipse : 35 + 32 =1 = 36b* 4 16a® = a*b*
(—2,0) € Elipse : % + 5 =1 = 640 + 9a* = a’V* =

36b% + 16a% = 64b% + 9a? = Ta? = 28b?> = a? = 4b* = 36b% + 64b? = 4b* —

40> =100 = b* = 25 = a®> = 100

Y 2
CE S
100 25

17



Prueba n°1 ano 2013

1. Determinar la ecuacion de la elipse sabiendo que los extremos de su eje mayor son el
vértice y el foco de y? — 40x + 4y — 316 = 0 y que la longitud de sus lados rectos es
igual al didmetro de 2522 + 25¢y* — 50z — 50y — 31 = 0.

Solucién.
y? + 4y + 4 = 40z + 316 + 4 = 40z + 320

(y +2)? =40(z + 8)

- X
(Z2-2)
4p =40 = p =10
S V(=8,-2)y F(2,-2)
o 20=10 = |a = 5]
. C(=3,-2)
252 + 25y% — 502 — 50y = 31
25(z% — 2 + 1) + 25(y* — 2y + 1) = 31 + 50
81 9 18
_12 _12:—:> :—:}2 :d:—
-1ty -1 = === -
202 1
‘.—:—8:>b2:9
a 5
32 22
Ec.elipse:<x+ ) +(y+ ) =1

25 9



2. Determinar la ecuacion de la circunferencia cuyo didmetro es igual a la longitud del
segmento que se forma al intersectar la curva 18y — x2? — 6z + 27 = 0 con el eje X y

cuyo centro es el vértice de dicha curva.

Solucion.

22+ 62 +9=18y +27+9 = 18y + 36
(x+3)2=18(y +2) = V(-3,-2) = Cy
y=0= 22 +6x—-27=0
(x+9)(z—3)=0

rn=—9 y x2=3

Aoy = 12 = dg = 2r = 12 = [ = 6]

Ec.circunf : (v +3)*+ (y +2)* = 36

16 — 22

12
de coordenadas, graficarlas, achurar la regién que ellas encierran y obtener los puntos

2

3. Sean y = — , v° = —4y, y = —4. Identificar cada curva. En un mismo sistema

de interseccion correspondientes a la regién achurada.

Solucion.

16 — 22 x? y_2
1
3

1202 + 22 =16 = —
12 vt 6"

—4y = 2? parabola
y = —4 = recta

y=— = 1 "mitad de elipse”

Para A y B:
?=—-dycony=—-4=2=16= v =+4= A(—4,-4) y B(4,—4)

19



ParaC' y D:
16 — 22

12
16 —12y° = —4dy =3y  —y —4=0= By —4)(y +1) =0

— 12y° +2° =16 =

2? = —4y con y = —

y:§noessolucién;y:—1:>:c2:4:>:c:i2

.C(2,-1) y D(-2,-1)

. Sea C una elipse cuyos focos son (0, 2) y (=6, 2). Circunscrito a C' se dibuja un rectangu-
lo cuyos lados son paralelos a los ejes focal y normal de la elipse. Si el area del rectangulo
es de 80cm?, determinar la ecuacién de la elipse.

Solucion.

F'(~62) [-#-------1% £ S o Fio.-2)

-4

i 2 X
Cetipse = (=3,2) y ¢ =3
2a - 2b = 80
ab = 20
Peroa2—022192:>
4%—b2:9:>400—b4:9b2:>b4+9b2—400:0:>
Siz=0V=2>+92—-400=0= (2 +25)(x —16) =0
x = —2b5 no es solucién
t=0=16=|b=4]|=[a=5]

o) A ) S
25 16

BN | L e e e e e e e e e e FIN



Prueba n°2 ano 2009

1. Graficar la siguiente funcion:

x+1, si x € [—3,0),
fle)y=qa?=2x+1, sizel0,3],
4, siz e (3,7).

Del grafico, determinar: recorrido, ceros, puntos de intersecciéon con el eje Y, paridad,
intervalos de monotonia y acotamiento.

Solucién.
Y 4
L
3 ——
2 ——
1
| IAI I I X >
3 7 0 1 3 7
—21
recorrido = [—2, 4]
ceros = {—1,1}
inter. con el eje y= {1}
paridad = no tiene
inter. de monot. = (—3,0) U (1,7) creciente
= (0,1) decreciente
acotamiento = es acotada ya que recf = [—2,4]
FIN



1 1
2. Sea a € R una constante. Sea f(z) = p—] +2yg(x) = p— +a.
T — T —

a) Determinar, justificadamente, dom(f) y rec(f).

b) Determinar el valos de a para que se tenga (g o f)(x) = z para todo x.

Solucion.

2) f(x):1+23:’—2:2x—1

r—1 r—1
domf =R — {1}

-1
yr —y =2x — 1 x(y—2)zy—1:>:c:y—2
y_
corecf =R —{2}
20 —1 1
) ati@) =9 (251 ) = 5 s
. r—1
W+a:x:>a:—1+a:x
-2
x—1
a=1
BN |

3. Considerar las siguientes funciones

_J2x -3, size(0,2] ) WV, sizell,5]
f@)_{ 6, size(58, ° g(x)_{:c—z siz € (5,10]

Determinar el dom (%) y su expresion analitica.

Solucion.

J22 -3, size(0,2] fi, ) Ve, stz el[l,5] g,
f(x)—{ y g<x>_{x—2, siz e (510] g,

22



domZ = [1,5] N (0,2] - {g} =[1,2] - {

3

J1
g1 _ VT
(E) (z) = 2r — 3
dom% = [1,5/N (5,8 = 0
92
domE = (5,10 N (0,2] — {5} =1
dom% = (5,101 N (5,8] = (

(%) -5

NG .
g (@) = 5o 3 51x€[1,2]—{%},
f V=Y 2 -2 )
e siz € (5,8]
0 1
4. Dado el siguiente grafico de f:
Fab g
b .
o
/ } X
5 Fant : -

5,8]

3
2

Responder:

a) ¢ Cuadles son los intervalos de monotonia?

b) ;Es f acotada? ;Por qué?
c

d

)
)
) ¢Es f par, impar o ninguna? ;Por qué?
)

JEs f periédica? jPor qué?

23
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e) Determinar f(—5), f(0), f(5), f(7).

Solucion.

a

b

(=5,0) U (5,7) creciente; (0,5) decreciente
Si, ya que recf = [—4,3] U {6}

)

)

¢) Ninguna ya que no hay simetria con respecto al eje y y origen.

d) No es periédica ya que AT tal que f(z +T) = f(z) en [-5,7).
)

f(=5) = =2, f(0) =3, f(5) = —4, f(7) no tiene.

e

Prueba n°2 ano 2010

1. Sea

2+ 2x+4

f<x):\/2x—«/|1‘+3|

. Determinar el dominio de f.

Solucién.
Es necesario que 2z — /|  +3 | > 0 yaque (z +1)*>+3 > 0,Vz € R.

22 > /| © + 3| es necesario que x > 0.

4o* 2|+ 3| = —42* > 2 +3 > 42°
r+3<4® A x+3> 42’
42 -2z —-3>20 A 45 +2+3>0
(dz+3)(z—1)=0 A b —4dac<0

3
xe(—oo,—z]u[l,—i—oo) AN YreR pero x>0



2. Sea f la funcién definida por:

x?—x—2

flo)=4 z-2 siw € [-1,3) = (2),
|z —3|, six < —1

a) Determinar analiticamente rec(f).

b) Graficar claramente f.

Solucién. ) ) ( 2)( )
ror- : r—2)(x+ :
f@) = -2 stz e [-1,3) — {2}, _ P , size[-1,3)—{2},
|z —3], siz<—1 —x + 3, sizx<—1
r+1, size[-1,3)—{2} ;fo
—x + 3, six <=1 ;fo

a) —1<x <3, v#2
0=2zx+1<4, z+1#3=recf; =10,4)\ {2}
r<—-1=—-2r>1— —2+3>4=recfy = (4,+00)

recf =1[0,4) U (4,4+00) — {3}

b)
Y A
5__
71—
1 1
1 1
13 — 1
1 1 1
2 Lo
1 1 1
' 1E i
iV —
1 9 1 2 3
FIN | ottt e e e e FIN



3. Sean f y g las funciones definidas por:
3z

f@)=v2r=9 y gla)=1< [

|lz+1], siz< -5,

stz e (1,3),

Determinar la expresion analitica de f o g con su correspondiente dominio.

Solucién.
3 13) 3x sixz e (1,2) g,
—, siz € (1,3), 3 )
fe)=v2 =9 y gla)=1] [l =y 5 sizel2d) g
|lz+1], siz< -5, o1, siz<-5 g
9 3 3
Dom(fog1) = x€(1,2)/\3m>§ = 1<x<2/\x>§ = 5,2
flgi(x)) = f(3z) = V6x —9
3 9
Dom(fog2):{x€[2,3)/\§/§}:{2<x<3/\x>3}:@
9 11 11
Dom(fogg):{x<—5/\—m—1>§ :{m<—5/\x<—5}:(—oo,—ﬂ

{ vbxr — 9, six € [%,2

A

o
:
L=y
o)

T e T
]
>




Justificando claramente, determinar:

a) Dominio de f. Recorrido de f.
b) Valores de x para los cuales f(z) > 0.

¢) Los tramos donde f es estrictamente creciente y los tramos donde f es estricta-

mente decreciente.

d) Si f es o no acotada.

Solucién.
a) domf = la,h], recf = [f(a), f(g)].
b) x € (b,d)U(0,h].

c¢) [ es estrictamente creciente Vz € (a,c) U (e, g).

f es estrictamente decreciente Vz € (c,e).

d) f es acotada ya que recf = [f(a), f(g)].

Prueba n°2 ano 2011

1. Graficar: f(z) =|3x —2 |+ |4 — x|
Solucion.
flx) =3z -2+ |z —4]

Siz<2:f(z)=-3v+2—a+4=—4x+6
r<4d:f(r)=3r—-2—x+4=20x+2
4: f(x) =3z —-24+x—4=42x—-6

—4xr +6 silx <

fr) =< 22+2, sii<r<4,
4xr — 6, six >4

27



6

A 4

Z 26— viZ 3z 12
2. Sea f(x) = Vet +\5/x e Determinar dominio de f.
T

Solucién.
Es necesario que: © # 5y

?4+r—-6=(@+3)(zr—2)>0=x € (—00,-3]U[2,+0) ¥
??—3x+42=(—-2)(z—1)20= 1z € (—00,1] U[2,+0)

cdomf = (—o0, =3] U [2,+00) \ {—5}

28



a) Determinar Dom(f).
b) Determinar Rec(f).
¢) Intervalos de x donde f(z) >0
)

d) (Es f acotada? Justifique.

Solucion.

F@)=0 Vre[-1,2)U(5,7]
/

es acotada ya que recf = [—5, 5]

22 -2z, siz>1 ;q
—3—x, siz<1l ;g

fl@)=vVa+3,223 y gla)= {
Determinar la expresion analitica de f o g y su respectivo dominio.

Solucion.

fl@)=vVr+3,223 y 9(93)2{

2> —2x, siz>1 ;g
—3—z, siz<1l ;g0
dom(fog)) ={x>1AN2* -2z >3}
={z>1AN(z-3)(x+1) >0}
={x>1Az € (—00,—1]U[3,+00)} = [3, +00)

flor(x)) = f(2* — 2x) = Va? — 22+ 3

dom(fog)={r<1AN=-3—2>3}
<1

flga(z)) = f(=3—2)=V-3—2+3

() Vaz—2r+3, siz >3,
Sog(x) =
g V=3 -z, six < —6



Prueba n°2 ano 2012
1. Sea f(z)=|z+2|+|2—2|—|x|—1conze[-33]

a) Graficar claramente f.

b) Analizar la paridad y el acotamiento de f. Justificar analiticamente.

Solucioén.
f(x):|x+2|+|2—a7|—|x|—1coan€[—3,3]
Si-3<r<-2:f(r)=—2—-24+2—zv+ar—-1=—-0—-1
Sl—2<x<0 flz)=z+24+2—2x4+2r—-1=2+3
SlO\x<2 f()—a:+2+2—x—x—1:—:1:+3

)

Si2 <z flz)=z+24+2—-2—-az—-1=z-1
—x—1, si —3<r< -2
J(x) = j;:i’))) Sisi_O 2<<1:i<20
r—1, si2<z<3
a)
Y 4
. X
—?i —Iz —il 0 i 2= 3
b)
flmo) = e +2][+[2— () [ - [ -2 ]-1

=l —z+2|+ 242 |- |z|-1=f(2)

30



. f es par
Como recf = [1,3] f es acotada.

2. Sean f y g las funciones definidas por:

V-2, six< -2

(1—2)% six>2

fi[-L0) =R, f(x)=—-z+1 y g(x):{

Determinar dom(g o f) y su expresién analitica.
Solucion.

Vi—x, stz <=2, ¢

f:[-L,0) =R f(z)=—2z+1 y g(x)_{(l—x)Q siz>2, g

dom(giof)={re[-1,00 AN —z+1< -2}
—(re[-1,00Az>3) =0

dom(goo f) ={x € [—1,0)/\ —r+1> -2}
={zre[-1,00 Az <3} =[-1,0)

g (f(2) = g2~z + 1) = (1 + 7 — 1)? = 22

g(f(x) =2%, Vre[-1,0)

= (2" 20+ )4 - 2') rminar dom
3. Sea f(a:)—\/x(ﬂ_x_?)(\/m).Dete dom(f).

31



Solucion.
(2° — 2z +4)(4 — 2?)

w(z? —x —2)(V2Z +10)
Pero 2> —2r+4=(x—1)?+3>0V2 e Ry V22 +10>0Vz € R

Es necesario que:

(2—1x)(2+x)
" >0, 2
G-2atD.z° %7
T+ 2
(x+1)-2
—0o0 -2 -1 0 4o
x+2 - + + +
x+1 _ _ + +
* - - - B
_ R - N
domf = (—o0,—2] U (—1,0)
BN | L e e e e e e e e e e FIN

4. Sea las funciones f; = /—z, fo(x) = ax + by f3(x) = 2> — 5. Sea f definida por:

fi(z), six < —1,
f(x) =< fa(x), si —1< <2,
f3(x), six > 2.

a) Determinar los valores de ”a” y ”b” para que f sea una funcién, esto es, determinar
aybtal que fi(=1) = fo(=1) ¥ f2(2) = f3(2).
b) Graficar f y determinar rec(f).

Solucion.

filz) /=, six < —1,
fl) =21 fa(x):ax+b, si —1<x<2,
fa(x) : 2% — 5, six > 2.



a) fi(=1) = fo(-1) = 1=—a+Db
12(2) = f5(2) = —1 =20+
3

—2 1
a o= 3
—2 1
fg(m):?l‘—i—g
b)
Y A
3¢
X
I i i >
-3 2
c) recf =[—1,400)
BN | e FIN
Prueba n°2 ano 2013
1. Graficar f(z) =|3x —2| — |z —4|
Solucioén.
flx) =|3e =2 - |z —4|
Siz<2:f(x)=-3c+2+c—4=—-2z—-2
siZ2<e<4:f(z)=3r—-2+z—4=42—-6
six>4d: f(x)=3r—2—x+4=22x+2
—2x — 2 six<§,

Sf@)=X 4 —6, sii<a<d4,



v

1
f(x)_|m—1|—i—1

Solucion.

flr) = e > 0

r)=————
|z —1]+1
1 1
—_— = siz>1,fi
= <1
it Sagp STSbLA

1 1 1 1-— —1
Paraflzy:—:>x:—>1:>——1>0:>_y;():>y_<0

z Y Y Y
=y € (0,1
Para fo: y = +2=>—yx+2y—1=0:xy—2y+1=0

—x

2y — 1 2y — 1 — -1

— = <1:>u<02>y—<02>y6(0,1)

Y Y Y

. recf = (0,1]

FIN | ottt et e



-1, sl0<z<3

4—3.’[, sl —3<$<0 yg(x) eterminar

3. Sean f(z) = {

a

b

Expresién analitica de f + g.
Monotonia de cada tramo de f + g.

C

d

Acotamiento de f + g, si es que tuviese.

)
)
)
) Graficar f +g.

Solucion.

f(m):{i;?w’ si —3<z<0 :fl,g($)=—3

—1, si0<z<3 :fy
a) dom(fi+¢g)=(0,3)NR = (0,3)
LAt =2 —1-3=2*—4
dom(fa+g) = (=3,0]NR = (=3,0]
S (fotg)(@)=4-3r-3=1-3x

2 —4, size(0,3)
1 -3z, size (=30

(f +9)(z) = {

D) 0<m <1y <3=12i<as= 22 —4<zi—4= f(x1) < f(x2)
. [ es estrictamente creciente en (0, 3)
—3<r <2< 0= =321 > 31y = —311+1> -3+ 1= f(x1) > f(22)
.. f es estrictamente decreciente en (—3, 0]

() 0<z<3=0<2’<9= —4d<a?—4<5=recf =(—4,5)
3<r<0=0<2<3=0<-3z<9=1<-32z+1<10

- rec(f+g) =[1,10) U (—4,5) = (—4, 10)

. [+ g es acotada
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Vi—x, siz<O0
(1—x)? siz>1
Determinar Dom(f o g) y la expresién analitica correspondiente.

4. Sean f(x) = vy g(z) =] 3z — 2.

Solucioén.
l—z, siz<0 :f 3r — 2, six}% D01
fly=g YT n RS ) a2 S I
(1—x)? siz>1 :f —3r+2, siz<i g
2
dom(flogl):{x2§/\3x—2<0}
2 2
fezgnae<gt=0
2

dom(flogz):{:c<§/\—3x+2<()}

2 2
={z<-Az>-}=
fo<ine>2}=0

dom(fooq)={x>-AN3x—-2>1}

Wl N Wl N

36



~ fa(91(2) = f(32 = 2) = (1 = 32 +2) = (3 - 3x)?

2
dom(fQOgg):{x<§/\—3x+2>l}

2 1 1
:{$<§/\$<§}:<—007§]

L folge(2)) = fo(=3z +2) = (1 + 3z — 2)? = (32 — 1)?

Prueba n°3 ano 2009

1. Calcular los siguientes limites

1 + cos(mx)
lim ————~=>
O e ot
T
2 3\ 2
b) lfm ( v ) 2
z—oo \ 20 — 1
Solucion.
2) Tim 12—1— cos(mz)  lim 1+ cosm(z+1) _
z—=1 32 —2x + 1 z2—0 22
r—1=2  Si z—-1=2—0
. 1+cos(mz + ) o 1—cosmz 1+cosnz _ sen’mz 1
lim = lim . = lim .
z—0 22 Z—0 22 14+cosmz 2=0 22 1+ cosmz
o /senTma2 2 2
= lim ( ) . = —
=0\ 7z 14+ cosmz 2
9 3 f 4 2z—1 2(2‘?—1)
, T+ 2 * B
2 g}gﬁo(zxq) = Hm (1+2$—1> ] -
FIN | oot
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sen 2z 4+ asen?x — 2sen

2. Determine a € R talque lim =4

20 cos T — cos? x

Solucion.

. sen2r 4+ asen’z — 2senw
lim 5 =4
z—0 cosT — cos?x

it 2sen x cosx + asen®x — 2sen x i SO0 (2cosx+asenx—2> 1+ cosx
fm = lim

z—0 Ccos T — Ccos? x z—0 COS T 1 —cosx 1+ coszx

sen x (—2(1 —cosx)+asenx

sen? z
—2sen?x + asenz(1 + cosx)

) (14 cosz)

== lim = 2a
z—0 Sen r
S20=4—=
BN | L e e e e e e e e e e FIN
r+1+ , six < —1,
. Sea f(z) = 92
[EZ——}—]_’ six > —1
Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales, verticales y oblicuas si es que
existen.
Solucion.
z+ 1+ E six < —1,
flz) = 29[:296 .
12—“, six>-—1
1 1)2+1 242 2
r——1- z+1 r——1- z+1 z——1- r+1
.. x = —1 es asintota vertical.
2 2
b) T
z—rtoo x(x2 + 1)
212

..y = 2 es asintota horizontal.

r+14+ 5 1)2+1 1—y)?+1
lm "= (+1)°+1 _ lfm (A-y +1
T——00 €T T——00 Qj(;(j -+ 1) y——o00 y2 -y
Seax=—y.Siz—> —00 =y — +00

L l—2y+y?+1

lim 5 =1=m

y—=too Y2 —y

38



, ,  xT+2 . —y+2

Iim (x+1 —x | = lim = lim =
T——00 x4+1 z——oo L + 1 y—+oo —Y + 1
.y =1x + 1 es asintota oblicua izquierda

BN | e e e e
23— g3
) six > a,
4. Sea f(z) = - a
9( & _ 3
M) Slx<a

T —a
Determine "a” y luego redefina la funcién para que sea continua en xy = a

Solucién.

3 —a?

, six > a,
1) =1 o7
9( 3

T —a
f(a) no esta definida
lim 3 —ad _ lim (x —a)(2? + ax + a?) _ 32
r—at T — Q z—at Tr—a

o QWD =V _ (YD) =V Ve faw V@
r—a— r —a _x—m* r — a W+W+W
9 3

— lfm 9 r-a -

o (o —a) (ViR + Y+ Va) - 3V VP

3
. 2 _ 3/ 8 __ _
.3a —w:\/a =1=|a=1]
3 — ad
, six > a,
r—a
f(z) = 3, siz = a,
9( 3
(V) \/57 siz <a
r—a
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Prueba n°3 ano 2010

1. Determinar la ecuacién de la tangente y de la normal a la curva y = x

Solucion.

T m
— Sen T 1 _
y=r A\l en (27
Iny =senxlnx
1
—y = Senxjt(lnx)cosx
Y x

v =y (sena: + (Inz) cosx)
x
,, T m (1
N=T(240)=1
/55 (5+9)

Ectgy—S=2—-5=y=x
Ec.normal:y—%z—(m—g):>y+a:—7T:O

sen x

en r =

BN | e

2. Derivar
flz) = cos*(a* — e +27) — In*(tg(2® — 7x))

Solucién.
y = cos®(zt — e’ +20) — In*(tg(a® — Tx))
y' = 3cos?(zt — e 120 (—sen(zt — e 127)) (4% — 7727 (322 4 2))

— 41n®(tg(2® — T2)) - e ) sec?(z® — Tx) - (32% = 7)

V1i—z, siz <],

(1—2) siz>1

3. Sea f(x) = {

a) Analizar si f es continua en z = —1
b) Calcular f'(1), si existe.
c¢) Calcular f'(x).
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Solucion.

f(x):{\/l_x’ siz <1 | f

(1—2)? siz>1 ,f

a) Continua en x = —1
F-1) = V2
lm v1—2z=+2

r——1
=—>.. f es continua en z = —1

b) fescontinuaenz =1y
—1
e 1 —_ :> / —_
fl(x) \% z fl(x) Zm
S fL(D)F -, f no es derivable en z = 1

1
 siz<l,
O fle)={ 2=
—2(1—2z), siz>1

4. Calcular:

sen(z—a)

a) lfm (2— f) (eo)?

T—a a
(l—x)%, siz <0,
b) lig(l)f(x), si f(z) = 1 — cos 3w

2l >0

Solucién.
sen(z — a) a—z sen(z—a)
" 15 e
o tin (2= ) @ g (14 1- )]
r—a a r—a a
" _l.se(n(f—)a)
— lim <1+a_x>a_z] ek
T—a a
(l—x)%, six <0,
b T) = 1-— 3
) J(z) o8 oT sixz>0

22+ 1 — 37’
-9

lfim (1 — 2)7 = lim [(1 + (—x))*%] =e?

z—0~ z—0—
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1—cos3z 1+ cosdx ~ sen’?3x 1 1

1 : -1 : :
o0 72 +1—e3* 1+ cosda o0t a2 1 4 cos 3z w2—(e3;2—1)
PECE ? 9 1 9 1 9
z—0+ 3r 1+cosdr 11— 63;”2;1 .3 2 1-3 4
BN | o e e e e
5. Trazar el grafico de una funcion f que satisfaga las siguientes condiciones:
f debe ser continua en (—oo, —2), [—2,1), [1,3], (3,8) y ademds f(—2) = 1,
lim f(x) =0, lim f(z)= 400, lim f(z)=-1, lim f(z)= —o0,
T——4 z—>—2- 20 z—1~
It =2, I =4, U =—1, I =0, U =2
lm f(z) =2, lim f(z)=4, lm f(z) , lm f(z) =0, lim f(z)
Solucién.
Y
B f
4 -i—Z \71\ Bi X
BN | e

42



Prueba n°3 ano 2011

x
1. Hallar, si existe, un nimero ¢ € (—2,2) en el que la recta tangente a f(z) = arc tg (2 )
—x

sea paralela a la recta que une (0,0) y (5,1).

Solucién.
ce(—2,2)
f@) = arctg (5=
x) = arc ——
& 2—ux
;L 1 2—x+x 2 B 2 B 1
y_1+ﬁ (2—2)2 4—4dr+a24+22 22—4dxr+4 22 —22+2
mr:5
: 1 1 2 2
m:gic —2c+2=5=c¢ —20—3:O:>(C—3)<C+1):O:>
c=3¢(-2,2) c=-1€(-2,2)
FIN | oot FIN
2. a) Siarctg (g) = In /2% + y?, verificar que 3/ = v g
x x—y

b) Encuentre f’, para f(z) = /22 — 2 4 cos(e®” — 3) + log(3z? + 4).

Solucion.

1
a) arctg (g) =In/22+y? = §1n(x2 + y?)
x

1 vy —y 12z +2yy

1+4 22 2 a24y?
v wy -y oty
2+y? 22 :x2+y2:>y’(x—y):x+y
Tty
LY =
r—y
b) fzx) = Va2 =2+ cos(e*” — 3) + log(32> + 4)
1 6
y = g(ﬁ —2)75 .22 —sen(e” — 3) - e” - 2z + ﬁloge
FIN | ettt et e e FIN
3. Considere la funcién f(z) e
. Considere la funcién f(z) =
244

a) Determine f'(z), f"(x)
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b) Encuentre maximos y/o minimos relativos y puntos de inflexion.

Cc

d

Determine intervalos de crecimiento y concavidad.

Asintotas.

)
)
)
)

e) Bosqueje el grafico de f(z).

Soluciénzlx
fo) = 1
,oy o (@t)d—da-22 —42? 416 —4(z—2)(z +2)
a) / (x) - (xQ 4 4)2 - (xz + 4)2 - (xQ T 4)2
1 _ (22 + 4)*(—8z) — (—42* +16)2(x* + 4) - 2z
() = —
(22 +4)(—8x) — (—42? +16)2 - 2
o (22 + 4)3
_ —8x® — 32z +162° —64  82® —96x  8u(x? —12)
= (22 +4)3 - (22 4 4)3 - (22 4 4)3
8z(x — V12)(z + V12)

(224 4)3

Six<—=34:f <0, f’"<0= f esdecreciente y céncava hacia abajo
Si —34<zx<-2:f <0, f">0= f esdecreciente y céncava hacia arriba.

V3
2

o en £ = —2v/3 hay un punto de inflexién y = —
Si—2<z<0:f >0, f”">0= f escreciente y céncava hacia arriba.
c.en x = —2 hay un minimo con f(—2) = —1
Si0<zx<2:f >0, f"<0= f escreciente y céncava hacia abajo.
. en x = 0 hay un punto de inflexién con f(0) =0
Si2<x<34:f <0, f’"<0= f esdecreciente y concava hacia abajo.
c.en z = 2 hay un méximo con con f(2) =1

Six>34:f <0, [f’">0= f es decreciente y céncava hacia arriba.

. en z = 2¢/3 hay un punto de inflexién con con f(2\/§) = \/73
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=0=m

, 4x
b) xEI—&I-loo 3 + Az

4
lim L 0)=0=b= y = 0 asintota horizontal
z——+oo \ 2 4+ 4

c)

Prueba n°3 ano 2012

1. Considerar la siguiente funcion:

(x —1)(2? —x —12)

W) = 2 —bhx+4

Analizar la continuidad de A en los puntos x = 4 y x = 1. Clasificar sus discontinuidades,
y redefinir h, si corresponde.

Solucioén.
(z—1D(2?—2—-12) (z—1)(z—4)(x+3)

M) = sy woda-n @ty wrdesl

a) Parax =1

h(1) = no esta definida.

il_}Ir% (x+3)=4

h tiene en x = 1 una discontinuidad reparable haciendo h(1) = 4
b) Paraxz =4

h(4) = no esta definida.
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ilig(x—i-?)) =7

h tiene en x = 4 una discontinuidad reparable haciendo h(4) =7

(x —1)(2* — 2 — 12)

=(x+3), siz#1 A x#4,

22 —bxr+4
h(z) = 4, siz =1,
7, siz =4

2. Hallar todas las asintotas de la siguiente funcién:

~ 32° — 2 +sen(x)

/(@) r+1
Solucié§1.2 ) (@)
r° — 2+ sen(x

2) lim 32% — 2 + sen(z) e

r——1t x+1

..z = —1 es asintota vertical.

32? — 2 + sen(z) 3z —2 1
b 1, — i . = 3 =
) M — T Am (e ey @ "
2 _ 2 _ a2
lm 3z —2+sen(x) ar) — lim 32° — 2 +sen(z) — 3z — 3z
T—+00 rx+1 T—r+00 r+1
—3xr —2 1
— . — 33—}
x—lgli-loo r+1 + z+1 sen(x) s
.y = 3x — 3 es asintota oblicua derecha.
2 _ 2 2 _ 2 _

¢ lim 3z + sen(x) ~ lim 3y seny _ o _ .

T——00 x(gj‘ -+ 1) y——+o00 y2 -y

3?2 — 2 —3r — 2
i (3F +sen(z) ar) — 1 r — 2+ sen(x)
T——00 x+1 T——00 x4+1
—3y —2 —seny
= 1/ —= —3 — b
y—lgloo —y+1
..y = 3x — 3 es asintota oblicua izquierda.
BN | e e e
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3. Realizar en cada caso lo que se pide:

2 —1

a) Calcular 1im
z—0 sen(x)
(z)

Se1n

b) Calcular lim
x—mT T — X

c¢) Calcular el valor de k de modo que lim (Va2 +kx+1—2x) =2

T—00
Solucioén.
v _ 1 271
a) lim =1lim - =1In2
z—0 sen(z) -0 sen(@)
x
, sen(xr) ., sen(m+2z) ., —senz
b) lim =lim ——= = lim =1
=T T — X z—0 —Zz z—0 —z

Seaz =z —m.Six—=>1m1=2—0
Vit kz +1 24 k41— a?
¢) lim (Va2 +kx+1—2x)- S e U P e ’
@—300 Vl+kr+1+x 2202+ kr+1+x

kx +1 k+ k
= lim v = lim z(k+2) 2522:

4. Encontrar los valores de ¢ y k de modo que la funcién:

T + 2c, six < —2,
flx)=<3cx+k, si —2< o<1,
3x — 2k, siz>1
sea continua en R.
Solucion.
T + 2c, six < —2,
flx)=<3cx+k, si —2< o<1,
3x — 2k, siz>1
a) en x = —2

f(=2)=—6c+k
lim (z+2c¢) =—-2+2c

T——2"
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lim (3cz + k) = —6c+k

z——27F

24 2= —Geth—[Be—k=7]

enz =1

F(1)=3—2k

lim (3cx + k) = 3c+ k
T (32 — 2k) — 3 — 2%
z—1t

3ct+k=3-2k=3c+3k=3=|ct+k=1]

S8 —k=2 N c+k=1
1
C C 3
2

Prueba n°3 ano 2013

1. Calcular los siguientes limites

)

5m2—6x+9 _

(&

2 —6x+9

v=3 (r — 3)sen(r — 3)

) (x_b)x—k
lim
z—oo \ T — @

Solucion.

a,bkeR

(z—3)*

5r2—6r+9 _ 612—6r+9 5(2:—3)2 —e
lim = lim
=3 (x —3)sen(x —3)  2-3 (z — 3)sen(

L =Inb—1
sen(z—3) o=

z—3
—b z—k —b
lim (x ) = lim [1+ * -1
=00 \ L — @ z—00 €T —qQ
(a—b)(a—k)

x—3)_




In(z* + ax) — In(z? — azx)

2. Determine a € R tal que lim - =5
T—00 €T
Solulcié%. e
. n(z* + ax) — In(z* — ax) _k
T—00 ;Cfl
2 (L‘27L1£1} 11?220/%0‘:1:"1)
2?2 +ax\” 2ar " 2ax 20
I (7)) — (14 — lmln |1+ —
z—00 x? —ax z—00 x? —ax z—00 x? —ax
Ine** =5
5
20=5=|a=—
2
BN | e e FIN
4 + 5 — 4a3
3. Sea f(z) = +— Determine las ecuaciones de las asintotas horizontales, ver-

ticales y oblicuas si es que existen.

Solucion.

No hay asintotas verticales.

, 4w+ 5—42?
s lim ——=—4=m
x—-+00 x(xQ + 1)
, dxr + 5 — 42° . A4r 45 — 42 + 423 + 4o
Im | ——— 442 ) = lim
e 22+ 1 a5+ oo 2 +1
8 5
— lim > R 0 = b = y = —4x asintota oblicua derecha.
z—4o0 2 4+ 1
. dr +5— 423 . Ay + 5+ 48
s lim ———— = lim =4 =m
T——00 3+ y——+o0 —y3 -y
Sear = —y. Six - —00 — y — 400
4 5 — 4x3 8 5 -8y +5
i (207 ) = e 20— 2 g
T——00 2 +1 -0 12 4+ 1 y—+oo y2 +1
..y = —4x asintota oblicua izquierda.
= No hay asntotas horizontales.
BN | o e e e e e e e e e FIN
2(1 —
( \/5), six > 1,
11—z
4. Sea f(z) = -3, six =1,
3 2r — 2
(x 4+ 5) sen(2x )7 i<l
222 + 8x — 10
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Analizar la continuidad de f(z) en & = 1. Si fuese discontinua, justificar si es o no

reparable y redefinir si corresponde.

Solucién.
@) £(1) = -3
2(x —1 2(x —1
D) lim 3(z +5)sen2(x — 1) _ lim 3sen2(x — 1) _3

a1 2(x+5)(z —1) es1- 2(x—1)

1-— 113 1— 2 1 2
lm 2( \/E):h,m2( t)zﬁmz( t)(1+t+t):1,m2( +t+t):3
em1t 1= Yzr o1 1—¢2 t—=1  (1—1)(1+1) t=1  (1+1)
r=t.Sir—1t —t—>1

“lim f(x) =37 /(1)

.. f tiene en x = 1 una discontinuidad reparable.

Redefiniendo o1
(_—\/E)’ Sl :L' > 1,
11—

flz) = 3, siz=1,

3 _
(x 4 5) sen(2x 2)’ dz<l

222 + 8x — 10

N | e e e e e e e e e e FIN

Prueba n°4 ano 2009

1. Aplicando L’Hopital, calcular:

1

) sen a + sen 3 \ sen3«
lim | —mM8M8M—
z—0 \ sena — sen 3x

Solucién.

) sen a + sen 3z \ sen 3«
im (| ———————
z—0 \ sena — sen 3x

1

<sen a + sen 337) sen 3z

Aplicando In y luego lim
sen a — sen 3x z—0

20



, ) 1 sen a + sen 3x
limIny = lim In
z—0 z—0sen3xr sena — sen3x

sena —sen3z  (sena — sen3x)(3 cos3z) — (sena + sen 3x)(—3 cos 3x)

Jy SCRLa + sen 3x (sena — sen 3z)?
= lim

z—0 3 cos 3z

i 3sen acos 3x — 3sen 3x cos 3x + 3sen a cos 3x + 3 sen 3x cos 3z
= lim

20 3 cos 3z (sen? a — sen? 3x)

6senacos 3z

= lim
z—0 3 cos 3z (sen? a — sen? 3x)

, 2sena
= lim 5 5
z—0 sen? a — sen’ 3x
, 2sena
= lim 5
z—0 sen?a
2
= lim
z—0 sen a
, 2
. hmy — @sena
x—0
FIN | oot e e e e FIN
1+ cosnx

SRR 1
2. Sea f(x) =< 22 —2x+1’ ste 7

z siz=1
discontinua, justificar si es o no reparable y redefinir f si correspondiese.

" Analizar la continuidad de f en x = 1. Si fuese

Solucién.

=3

i 1+ cosmx L CTsen T —m?cosmx w2 y T
m—————— =lim—— " =lfm——— = £
=132 —2x+1 2=1 27— 2 z—1 2 2 2

Como lin% f(x) existe, .". f tiene en x = 1 una discontinuidad reparable.
T—

1+ cosnx
flz)=q2* =2+ 1

PR

six # 1,

six=1

o1



3. Sea sen(2x +y) = x. Verificar que y"(5,0) = 2.

Solucion.

sen(2x +y) =y = (2+y)cos(2z +y) =1

1 —2cos(2z + y) -
2cos(2 4 9) + o/ cos(2o +) = 1 = 5/ = 2SI y(5.0) = vE -2

—2(2+4y)sen(2z +y) + y" cos(2z +y) — ¥ (2+ ¢') sen(2z + y) =0
—4sen(2z +y) — 2y sen(2z +y) + y” cos(2z + y) — 2y’ sen(2z +y) — y* sen(2x +y) = 0
—4sen(2z +y) — 4y’ sen(2x + y) + y” cos(2x +y) — y*sen(2z +y) =0
2—4v/2+4
1 1 1 _
iR ey - N
442484y —244V2-4=0= |y =2

4. Sea 22 + ay® — 3xy = 0. Determinar a € R tal que la pendiente de la tangente a esta
curva en (1,3) sea igual a la pendiente de la tangente a f(z) = (Inz)” en el punto de

la abscisa z = e.

Solucion.
23+ ay® — 3y = 0 = 322 + 3ay®y — 3vy — 3y =0
6 2

2 - - = ! — =
= 3+27ay -3y —9=0=y 5a—3  0a_1
flz)=(nz)*. Sizx=e=y=1

1 1
—y’:i — 4+ In(Inx)
Y Inx =z
1
y = (1—+ln(lnx)):>y(e 1)=1+4+0
n
2 1
9a—1 = 9a == |a 3
BN | o e e e FIN

5. Siy = 3b*arctg , /3= — (3b+ 2x)Vbr — 2%, b € R, verificar que:

, 4a?

v = Vbr — 22
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Solucion.

y = 3b% arc tg bi — (3b+ 22)Vbr — 22
Vb—x
1 Vb—x2 b—x+x b—2x

. . — (3b+ 22) —— — 2Vbx — 2?

1+ 2z (b—ux)? ( EN s
20 — _

_3b (b—=x) bvb—ax  (3b+2z)(b— 2x) PN

b 2z (b — z)? 2v/bx — 2

y = 3b*-

_30% — 3b% + 6bx — 2bx + 4a® — 4bx + 42 82 A
2y bx — 22 Wb — 2 bxr — a2
, o Aa?
Y Vbx — 22
FIN | o FIN
Prueba n°4 ano 2010
272 si —1<2x<0,
. =<1 2
1. Sea f(z) cos ml:'7 Q0<z<l
x2(1 — x)?

Analizar la derivabilidad de f en x = 0.

jJustificar claramente. No usar L’Hopital!

Solucion.
Enx=0
f(0) =272 lim 27* = 27°
z—0~
. 1—-cos2rx 14 cos2nx . sen?2mx  Arn? 1 47 )
hm . = lim . . e — 27T
e—0t 2(1 —x)2 1+4cos2mx  a—0t (2mx)?2 (1 —2)?> 14 cos22mx 2

.. f es continua en x = 0. Luego

0 si —1<z<0,
@)= | £l afomInon) - U —sosdre(cat 201U g,y
0 si —1<z<0,
710 = | L remane) - (- eostra)@el o 2 0m0) gy ey
=0
i
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. f no es derivable en z = 0.

2. Sea f(x) = (x — 1)[z]. Graficar f para = € [0,2]. A partir del gréfico y justificando

claramente, determinar si existen f’ (1), fi(1)y f'(1).

Solucion.

' (1) = 0 pendiente recta horizontal.

JL(

f+(1) = 1 pendiente recta diagonal.

f'(1)$ punta en z = 1.

1 FIN

. Si T es la tangente a <§> + <%> =2,n € Nen (2,3), demostrar que la suma de los

segmentos que 1" determina sobre los ejes coordenados es 10.

Solucion.

BROR

2

In—l ]_ yn—l 1 ,

L CZ g 2y =0
”(2) 2+n<3) 3 Y

o4



Ec. tg:

3
y—3=—35(-2)

20 —6=—-3x+6
3r+2y—12=0

Size=0=—=y=6
sty=0=—x=4

FIN | oo e e
. Derivar: )
_sen®e” +In'(2? + 1)
tgV3zt + at
Solucion.

sen® e”” + In*(22 + 1)
tgv3xt + at
tg v3zt — at <3 sen®e”” - cose® - e” - 2x 4 4Ind (2% 4+ 1) - 2 >

2
/ <41

’ tg?v/3z1 + a?
(s (3 + 1)) - sec? VBT F o - A
tg?V/3a" + at
tgvart—at <3 sen?e” - cose” - e” - 2z + 4ln (22 4+ 1) - 22 )

241

/

’ tg?v/3xt 4 a*
(sen® e*” 4 In*(22 + 1)) - sec® V32t + at - \/?%

tg?v/3x* + a*

BN | e e e
V1=
. Sea y = arctg V_ " EPT Verificar que 4y" — 6y’ +3 = 0.
V1+cosx
Solucién.
V1 —cosx
y = arctg

v1+cosx
4" — 6y’ +3=0
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sen x —senx
vV1+cosyr —— — /1 —cosx - ———
, 1 2¢/1 — cosx 2v/1 + cosz

yzl 1—COS£L" 1+ coszx
14 cosx
_ l+cosz senz(l+cosx+1—cosm)
B 2 (1 4+ cosx)2senx
21,
“1 2 YT
A6 +3=0-3+3=0
FIN | oot
Prueba n°4 ano 2011
1. Derivar: .
_x7z —secyVx+4
sen3(ex'=2)
Soluci(gn.

r~ 2 —secvz+4
y:

sen3(ex'~2)

cent(er'2) (~4a~F —see VEF T8 VAT T )

¥y = 6(pzt—2
senf(er"~2)
(272 — secv/z + 4)2sen?(e® ~2) - cos(e® ~2) - e 2. 423
senb(ez!-2)
FIN | ottt
2 2 2
2. Si arc tg% = In\/2? + y?, verificar que y" = (v —+y§3>
Solucién. )
aurctgg =Iny/22+y2 = 3 In 22 + 12
x
1 vy —y 1 22+ 2yy
R
1 29/ — ) = r+yy
22 1 ¢ ¥y=Y ="y 2
/ / / T + y
Ty —yy =r+y=y l—
p_ =y (A+y)—@+y)A-y) zt+ay —y—y/—ar+ay—y+yy
(z —y)? (x —y)?

o6



2wy’ -2y 2$z—iz -2y 22 4 2xy —2zy + 27 2(2 +y7)

~ (z—y)? (x—y)? (z —y)? (z —y)?

!/

. Verificar que las rectas tangentes a las curvas:
T
3r—4y? —2yarctgr?’+y =0y y*(r+y) = = —In(y+ 1) +e* — 1 son perpendiculares

3
entre si en el origen.

Solucién.
3z — 4y® — 2yarctga? +y =0
3—12¢% — 2
VY - 2
en (0,0): 34y =0=y = —3=my,
T
vty =g -hly+1)+ev -1

21 — 2y arctga? +y =0

/

1
VA+y)+20)(z+y) =5 —

3 y+1
1
en((),()): 0:§—y,:>y/—§—mt92
1
-3 3 = —1 las tangentes son perpendiculares.
FIN | oottt e e FIN

. Aplicando L’Hopital, calcular:

sen 2z + 2sen®r — 2sen x

a) lim 5
20 cosz — cos?

b) lim(cos 4:162)9%
z—0

Solucién.
sen2x + 2sen’x — 2sen x , 2cos2x +4senx - cosxr —2cosx
a) lim 5 = lim
2—0 cosx — cos? x 2—0 —senx + 2cosx - senx
it —4sen2x —4sen’x +4cos’x + 2senz 4 A
= ]11m = — =
0 —cosx +2cos?x — 2sen?xw 1

, 2 3%4

b) glclgr(l)(cosélx) 1
y = (cos4x?)=? aplicando In y lim
z—

1
lim Iny = lim — In cos 4z°

z—0 z—=0
i In cos 422 . —sendx? - 8z
=lim—— =llm ——F——
=0 =0 cos4a? - 4a3

57



. —2tgda? sen 422 4
=lim —=—— =1im -2 . = -8
=0 72 0 422 cos 412

Slimy =e”
z—0

Prueba n°4 ano 2012

1. Verificar que la recta tangente a 2® + zy? + 23y> = 3 en (1, 1) pasa por (6, —6).

Solucion.

24 oy? + 2% = 3

3r2+ P+ -2y -y + 2 3yPy + 32y =0
en (1,1):34+2y +1+3y +3=0

7
5y':—7:>mt:—g

7
. Ec. tg: y—lz—g(x—l):>7x+5y—12:0
Para (6,—6): 42—-30—-12=0
.. la recta tangente pasa por (6, —6).

2. Sea f(x) = In(z + V22 + 16). Verificar que:

F3)- £/3)+ £ n(2) = n(2).

Solucion.

f(z) =In(x + Va2 + 16)

, B 1 . 2x
Jlw) = (x 4+ va? + 16) (1 * 2vVx? + 16)

) = 1 . Vzz+16+x | 1
(x4 V22 + 16) V2 +16 | a2+ 16
@)=

o8



s

Solucion.

y— (sen(z? — 62‘212(&1"0 sen(z))?

1
Iny = = Insen(z® — €**) + 2In(arcsen(r)) — 2° Inx

J = 1cos(2® — €*)(2z — 2¢*") P 1 1 et 2,2

1
y 3 sen(z? — e2?) arcsen(xr) /1—22 =

2 (z — €*¥) cos(2? — )

/
—y |z +
vy=yv [3 sen(z? — e27) arcsen(z)y/1 — 2

[\]

~—

4. Aplicando L’Hopital, calcular:

In (ﬁ) +In (%)

a) lim
z—0t 3x
9 2 4 x+3
b) lim _sr Tzt
=0+ \ 2224+ 2 —1
Solucién.
x 1—x2 x(l—x x
) ln(l—x)+ln< z ) L ln—(l(l_)x()l;) o In(1+2)
a) lim = lm ———— = lim ———
z—0+ . 3z z—0+ 3z z—0+ 3z
- 1 1
= lfm &= = lfm —— ==

=0t 3 z—0t 3(1 + [IZ’) 3

22_4 z+3
b) lim (ot
z—0+ \ 222+ — 1
23:2_4 z+3
y:(2$2+x—1)

29



222 —4

22 — 4 In =F——
lim, o+ Iny = lim,, 3)n————— = lfm, 2221
~or Iy =iy (@ 3)In 57 g = e (z+3)-1
222421 | (222 4z —1)4z— (222 —4)(d2+1)
2224 (222+2—1)2

= lim,_,o+ “+3)?

(823 + 42 — 4w — 823 — 22% + 162 + 4)(z + 3)?
—(222 —4)(222+x — 1)
(22% + 12z + 4)(z + 3)* 20t + ... 2 1

=i - - = _Z
Qa2 )22 ta—1) e T )T 12

= lim, o+

= lim,_,g+
, _1
Solim y=e2

z—0+

Prueba n°5 ano 2012

1. a) Determinar m y n de modo que:

, 22 — b2 +3+4 3
Iim | max+n— = ——

b) Utilizando L’Hopital, calcular:

lim (senz)®®.
z—0*
Solucién.
2) lim mx+n_:c2—5\3/:c2+3+4
~ m ma?+mr+nr+n—ax2+5va2+3—4
i (m—1)2*4+ (m+n)z+5vVr2+3+n—4

Es necesario que el limite 3 =—=m —-1=0—
3

. (14 n)z+5va2+3+n—4

lim =l4+n=—=
3 1 7

n—=—— — e

4 4
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b) i te>
) x;r(r)g(sen x)

y = (senx)®” aplicando In y 1im
z—07t
Insen o8z sen’x - cosw

lim tgx-Insenz = lim = lm —=f— = lim ——— =0
r—0F z—0+ cotgx r—0+ —cosec T  z—0+t sen

Im y=¢"=1

=0t

FIN | ottt et e FIN

2. Sea f definida por:
WELAITE gl < < 2,

flz) = a, six =2,
234322 —92—2 :
P el six > 2

Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 2.

Solucion.

Wt lSVEer gl <z < 2,
flz) = a, six =2,
234322 -9z — :
f2)=a
lim 3Wr—1-3V3—x 3\/x—1+3\/3—x_lim 9z —1)—9(3 —x)
z—2- r—2 3Wr—143V3—z 22 (z—2)(3vVae —1+ 33 —x)
2z — 2) 2 18
=9 lim =9 lim =3

o2 ($—2)(3\/x— +3v3 — 1) 23z —1+3V3—2 6
e +32°—9zx -2 . (z—2)(x*+5x+1) 15

If - =23
eost 22tz — 6 oozt (z—2)(z +3) 5

la=3
5 FIN

3. Verificar que la curva definida por 2xy + sen y = 2x pasa por el punto P(0, 7). Ademads
encontrar la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal en el punto P.

Solucién.

2zy +seny = 2z
2:-0-m+senmt=04+0=0
. P(0,m) € curva

2xy + 2y + cosy -y =2
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2 —y =2 = myp =21 —2

Ec. Tg:y —m= (27r — 2)x
-1 1

Ec. N Ly —7m= =
c. Normal: y — 7 27r—2$ 2_27Tx

4. Hallar los valores de a y b para que la funciéon

ar+b six <1,
f<x>:{ 1

11227 S1 T 2 1,
sea derivable en x = 1.

Solucion.

ar+b six<l1,
f($):{ 1

13220 Sll’}]_,

1
Como debe ser continua en x = 1, se debe cumplir que a + b = 5

Ademas
a six <1,
f/<$): —2x . 1
m, St > 1,
—2 1
/ _ / - = __
1
=7

Prueba n°4 ano 2013

3z + x?sen(z3 +1) siz <0,
(Ine3®) - In(1+x), siz >0,
Calcular f'(0) y f'(e), si es que existen.

1. Sea f(x) =

Solucién.

)3z +aPsen(z® +1) siz <O,

Jw) = (Ine*) -In(1 + ), siz >0,

Como f es continua en z = 0, calcularemos f’ (0) y f%(0)

) = {3 + 22 cos(x® 4+ 1) - 322 + 2z sen(x® + 1) six <0,
3:13-1J+w+31n(1+a:), si x>0,
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- f2(0) =3y f.(0) = 0 son distintos => f"(0)7

3e
'(e) = —— +3In(1
Fe) = 1o+ 31+ o
BN | e e e e e e e e e FIN
. Sea f(x) =Invz + Va2 + 3. Comprobar que:
PR
T 2+ 3
Solucién. )
flx)=InvVz+vVa?+3= 51n(x+\/x2+3)
2z o o

_5334—\/:624—3_2\/952—1—3(95—1—\/352—1—3) 2v/x2 + 3

1 3 —XT
"z)=—=(2*+3)"2 21 = ——
o) = =gt - s
,'_2y’—|—4(x2+3)y”:2 1 +4(x2+3)‘ —x 3
v 2VE+3 | © 221 3)
o 2 -
Va?+3  Va?+3  Va?+3
FIN | oottt FIN

. Determinar el o los puntos de x + /zy 4y = 1, en los cuales las rectas tangentes tienen

pendiente igual a —1 siendo x > 0, y > 0

Solucién. / )
zy' +y —y — 2,/TY
Vv =l=14+""—— 4y =0=y = Y
TV i 2\/Ty v Y x+2\/xy
Comom =1y = —1
1+ o= y=a
N
1
cobetesfrsl=aesg=y 2P
FIN | oottt e FIN

. Determinar m € R tal que las curvas bz — 4y> — 2y - arctgz® +y = 0y v*(z + y) =

4z . y .
— —In(y + 1) + €™ — 1 sean perpendiculares entre si en el origen.
m

Solucion.
Sx — 4% — 2y -arctga? +y =0

5— 12y — 2y - 4-2m+2y’arctgx2+y’20

14+

63



en (0,0) = y; = —5
4
Plo+y) = — —In(y+1) + e —1

4 Y
2(1 4 y/) + 2/ == W (xy
v +y) +2yy (@ +y) = — y+1+6 (zy' +y)
4 4
OO:O:——,:> A —
en (0,0) ==

FIN

Prueba n°5 ano 2013

1. Determinar a € R tal que:

Solucién. .
, ae®+1Inx . aet+ - ., azxe®+1
lm ——— = lim = lim —
z—o00 et 4+ x z—oo €% 4+ ] T—00 ,jl,’(ez + 1)
i axe® + ae” . xet+ et 4 e”
=llm —=qagllm ——— =|a=
z—oo pe¥ +e* + 1 z—oo pe¥ + e* 4 ¥
5
2. Calcular: )
B sena + sen 3x \ sen3e
Im|( ———
z—0 \ sena — sen 3x
Solucién. X
) sen a + sen 3x \ sen3«
Im | —m—
z—0 \ sena — sen 3x
sen a + sen 3x \ son3* ) ,
—_— aplicando In y lim
sena — sen 3x z—0
i , 1 sen a + sen 3x
Inlim y = lim - In
z—0 z—0 sen 3z sen a — sen 3
sena—sen3z _ (sena—sen 3x)3 cos 3w+ (sen a+sen 3x)3 cos 3z
;. sena-+sen3x (sen a—sen 3x)2
= lim
z—0 3cos3x
2sena 2sena 2

= lim 5 5 = - =
z—0sen?a —sen?3x  sen?a  sena
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2
. lim y = esena
" 20

3. Determine a,b, c y d tal que f(x) = ax® + bz* + cx + d sea tangente al eje X en z = 2
y tenga un punto de inflexién en (0,4).

Solucion.

f(@) =az® +bz® +cx+d
fl(x)=3az® +2br +c=en z=2: 12a+4b+c=0

f'(«) =6az +2b=>en 2 =0: 20=0=|b=0]
(0,4) € f -

(2,00 e f: 8a+4b+2c+d=0

12a +c=0
8a+2c+4=0
— 12a+c¢=0
1
da+c+2=0—81—-2=0— a:Z
12
—_2__3
Ty
FIN | ottt e e FIN

4. Analizar y graficar determinado dominio, interseccién con los ejes, extremos, intervalos

de monotonia, intervalos de concavidad y puntos de inflexion.

X

2 -9

y:

Solucion.

x
Y= 9.Intersecciénx:O:y:O;y:0:>:v:O
x —

Domf ={x € R—{-3,3}}
Asintotas: £ = £3

?—9—1x-2zx —r?—9
'= = <0V +3
VT Twmoop oot
, (@ —=9)2(—2x)+ (2* — 9)2(2* — 9)2¢  —22° + 18z + 42 + 36z
B (x2 —9)* B (x2 —9)3
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228+ 54 2x(2® +27)
(22 -9 (22 —9)3
Six<-=3:f <0y f”"<0= f decreciente y concava hacia abajo

Si —3<z<0:f <0y f">0= f decreciente y céncava hacia arriba; r = —3 es

asntota

Si0<zx<3:f <0y f”"<0= f decreciente y céncava hacia abajo

en = 0 hay punto de inflexién con f(0) =0

Sizx>3:f <0y f">0= f decreciente y céncava hacia arriba; x = 3 es asitota

>

5. Determinar el drea méxima de un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa mide v/8cm.

Solucion.

0,¥)

(x,0)
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2?4yt =8=y=+V/8—-22

A_:C'y_x\/S—az:2
22

1 —2x 1—224+8—22 —a2+4
A=l x.—+\r_mz>:_ _

2( 2v/8 — 2 2 V8 —2a2 V8 — 12
—1*4+4=0
— x =12

Sizx<2= A">0= A crece
Siz>2=— A" < 0= A decrece

en z = 2 hay un maximo.

—4 2
A= 82 =2. 5= 2 drea maxima.
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