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PRESENTACION DEL DOSSIER

Este Dossier presenta el curso completo de Introduccion al Algebra que se dicta en
el primer afio de las carreras de Ingenierias de la Universidad de Tarapaca. Creemos
que este material de apoyo a la docencia es importante tanto por la gran cantidad de
alumnos que pueda hacer uso de él, como para facilitar la coordinacion de los
académicos que dictan la asignatura en los diferentes grupos.

El objetivo de realizar este Dossier es el de reforzar a los alumnos de la Asignatura
Introduccion al Algebra de Ingenieria, y a otros que eventualmente pudieran recurrir a
ellos, de modo de fortalecer los contenidos del area de Algebra necesarios como
conducta de entrada en las diferentes asignaturas de sus carreras y les permita
enfrentar con mejores elementos de juicio las dificultades que pudieran presentarse en
el desarrollo de su curriculum como estudiantes.

Otro de los objetivos es facilitar la Coordinacion de la asignatura, el avance de los
contenidos y profundidad de ellos entre los Académicos que dictan la asignatura

El Dossier Introduccion al Algebra tiene la ventaja de concentrar en un solo
ejemplar todos los aspectos que contempla el desarrollo del programa de la asignatura
citada, repartidos en 6 Unidades: Conjuntos Numéricos, Expresiones Algebraicas,
Ecuaciones de Primer grado con una incognita, Ecuaciones Lineales, Ecuaciones de
Segundo Grado con una incognita y Logaritmos. Otra ventaja es la inclusion de
pruebas resueltas, realizadas en la asignatura durante los Gltimos cinco afios.

Finalmente, nos sentiremos honradas de recibir cualquier sugerencia que
signifique mejorar este dossier, comprometiendonos a efectuar las actualizaciones
pertinentes y adecuar este texto en beneficio de nuestros estudiantes.






UNIVERSIDAD DE TARAPACA
FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE ASIGNATURA

IDENTIFICACION

ASIGNATURA : INTRODUCCION AL ALGEBRA
N° HORAS SEMANALES : DIEZ ( 6,2,0)

PRE-REQUISITO : ADMISION

CARRERA : ESCUELAS DE INGENIERIAS

SEMESTRE CURRICULAR : PRIMER SEMESTRE

SEMESTRE ACADEMICO : 2014

OBJETIVOS GENERALES

Capacitar al alumno para:

e Desarrollar un razonamiento légico que le permita enfrentar problemas de la vida
real.

e Utilizar el lenguaje matematico con su rigurosidad Idgica, para caracterizar
situaciones problematicas.

e Reconocer y aplicar correctamente los elementos de la aritmética y de la operatoria
algebraica, necesarios como conducta de entrada en las diferentes asignaturas de la
carrera.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Capacitar al alumno para:

e Reconocer los diferentes conjuntos numéricos y sus propiedades algebraicas.

e Manejar operaciones en los conjuntos numéricos N,Z, Q y R.

e Ultilizar operatoria del algebra elemental.

e Plantear y resolver problemas en que se aplique los conceptos y operatoria
aritmética y algebraica.

e Resolver sistemas de ecuaciones lineales de 2-ecuaciones con 2-incognitas e
interpretar geométricamente sus soluciones.
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e Resolver ecuaciones de segundo grado.
e Operar en el conjunto de polinomios reales (R[X]).

COMPETENCIAS A DESARROLLAR

HABILIDADES:

e Capacidad de analisis, sintesis y evaluacion.

e Capacidad de aplicar en forma eficiente las propiedades matematicas relativas a la
asignatura.

e Capacidad de identificar y resolver problemas.

e Capacidad de trabajar en equipo.

e Capacidad de expresar las ideas escritas 0 habladas en forma clara y precisa.

VALORES Y ACTITUDES:

e Responsabilidad ante sus compromisos academicos.
e Confianza en si mismos.
e Perseveranciay honestidad en su quehacer.

CONTENIDOS PROGRAMATICOS

UNIDADES:
l.- CONJUNTOS NUMERICOS
1. Los nameros naturales (N ):

1.1 Propiedades Algebraicas.
1.2 Divisor y maltiplo de un nimero natural.
1.3 NUmero primo, nimero compuesto y numeros primos entre si.
1.4 NUmero par e impar.
1.5 Minimo comun multiplo y maximo comun divisor.
2. Los nameros enteros (Z):

2.1  Propiedades Algebraicas.
3. Los nameros racionales (Q ):

3.1 Definicion y propiedades algebraicas.
3.2 Amplificacion y simplificacién de fracciones.
3.3 Decimal finito y decimal infinito periodico y semiperiddico.
3.4 Conversion de estos decimales a fraccion.
4. Los nimeros irracionales (1):
4.1 Caracteristicas y propiedades.

5. Los nameros reales (R =Qul ):
5.1 Propiedades Algebraicas




5.2 Operatoriaen R,
5.2.1 Adicién y multiplicacion.
5.2.2 Potencias de exponentes enteros. Propiedades. Notacion cientifica.
5.2.3 Radicacion. Operaciones con raices.
5.2.4 Racionalizacion. Tipos de racionalizacion.
5.2.5 Operaciones combinadas.
5.3 Valor absoluto de un nimero real y sus propiedades.

Il.- EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1. Definicion de expresion algebraica y términos semejantes.

2. Reduccion de términos semejantes. Evaluacion de expresiones algebraicas.

3. Polinomios. Definicion.

4. Adicién y multiplicacion de expresiones algebraicas, productos notables.

5. Division de expresiones algebraicas.

5.1.  Division de polinomios de una variable. Algoritmo de la division. Division
sintética.

5.2.  Cuocientes notables.

6. Factorizacion: factores y divisores de un polinomio.

l1l.- ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

1. Resolucion de ecuaciones de primer grado.
2. Ecuaciones con paréntesis y ecuaciones fraccionarias.
3. Problemas de planteo que se resuelven con ecuacion de primer grado.

IV.- ECUACIONES LINEALES

Ecuaciones lineales con dos 0 mas incognitas y su interpretacion geométrica.
Sistemas de ecuaciones lineales y su interpretacion geométrica.

Meétodos de resolucion: igualacion, sustitucion y reduccion.

Clasificacion de los sistemas lineales: compatibles e incompatibles.
Problemas que involucran ecuaciones lineales.

arwnPE

V.- ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

1. Forma general de la ecuacion de segundo grado.

2. Meétodos de resolucion. Por factorizacién, por completacion de cuadrados y por
formula.

3. Propiedades de las raices de la ecuacion de segundo grado.

4. Discriminante.

5. Algunas ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales.




VI.- LOGARITMOS.

1. Definicion.

2. Propiedades. Cambio de base.

3. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales.

4. Algunas ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales que involucren logaritmos,
exponenciales y radicales.

ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

Exposicion de contenidos.

Resolucion de guias de ejercicios.

Dialogo y analisis reflexivo de los contenidos.
Trabajo grupal en talleres.

Una sesion a la semana de tutoria.

EVALUACION

e Pruebas.
e Controles
e Prueba optativa

BIBLIOGRAFIA

Bésica:

e PRADO & OTROS. Precélculo, enfoque de resolucion de problemas. Pearson.
Meéxico, 2006

e STEWART, J . Precélculo: matematica para el calculo. Thomson internacional.
Meéxico, 2001.

e SWOKOWSKI, EARI W. Algebra y trigonometria con geometria analitica. México
Cengage Learning, 2002.

Recomendable:

e CISTERNAS M. & MEDINA M. Tépicos de calculo: Nimeros Reales, Funciones
de una.... Apuntes Universidad de Tarapaca, 2000

e LEHMANN CHARLES M. Algebra. Limusa, México, 1981

e MILLER, HEEREN & HORNSBY. Matematica: Razonamiento y aplicaciones.
Pearson. Octava Edicion México, 1999.

e TAYLOR & WADE. Matematica Basica. Limusa, México, 1967.

DIRECCION UNIDAD ACADEMICA DIRECCION DE DOCENCIA
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UNIDAD I CONJUNTOS NUMERICOS

La Unidad de conjuntos numéricos considera seis secciones fundamentales, de modo de
capacitar al alumno para que: reconozca los diferentes conjuntos numéricos y sus
propiedades algebraicas, reconozca y utilice correctamente las operaciones aritméticas en
los conjuntos numeéricos N, Z, Q y R.

En esta Unidad se presentan, en forma gradual, los conjuntos numéricos desde los
numeros Naturales hasta los numeros Reales. Asi como también los conceptos basicos
relacionados con conjunto numéricos, sus caracteristicas, operaciones, propiedades,
subconjuntos notables.

Se indican en cada seccién definiciones, ejemplos, ejercicios desarrollados y/o
propuestos, con el objeto que el alumno desarrolle la capacidad de expresar las ideas
escritas en forma clara y precisa. Finaliza la unidad con ejercicios propuestos con su
respectiva respuesta.

Las secciones donde se desarrollan los contenidos de esta unidad son:

El conjunto de los numeros naturales(N)

El conjunto de los numeros cardinales (N,)
El conjunto de los numeros enteros (Z).

El conjunto de los nimeros racionales (Q)
El conjunto de los numeros irracionales (I)
El conjunto de los numeros Reales (R)

o0 s wbdhE

1.1. El conjunto de los nimeros naturales(N)

Este Conjunto esta formado por el conjunto de nimeros que utilizamos para contar.
El conjunto de los nimeros naturales es denotado por N.

Geométricamente, su primer elemento, llamado unidad, se representa en la recta por
un segmento con cierta unidad de medida, y se simboliza por el 1.

1
Se generan otros nimeros agregando cada vez una unidad de medida

< [
< |

A
v
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Es decir,
1+1=2
1+1+1=3
1+1+1+1=4

1 es el primer elemento del conjunto de los nimeros naturales.

En general,
Si n es natural entonces (n+1) es natural y se llama Sucesor de n.
Todos los nimeros naturales, excepto el 1, tienen un antecesor. El antecesor de un
natural n se expresa como (n-1).

Asi,
N={1,1+1,14+14+1,14+1+1+1, ...}

N=1{1,234,..}

El conjunto de los nimeros naturales (N) tiene la caracteristica de tener infinitos
elementos y es un conjunto ordenado, es decir, es posible determinar entre dos elementos
cual es menor entre ellos.

1.1.1. Operacionesy propiedades en N

En N, se definen las operaciones de adicion y multiplicacion

Adicién de niUmeros naturales

Va,b eN: a+beN
Los términos a y b se llaman sumandos vy, a + b se llama suma.
Ejemplo
Sean 3, 7€ N entonces 3+7=10€ N

Donde 3 y 7 sonlossumandosy 10 eslasuma.

e Propiedades de la adicion en N:
1. Clausura (o Cerradura): Va,b € N: (a+b) €N

2. Conmutatividad: V a, b € N:a+b=b+a
12



3. Asociatividad: Va, b c€ Noa+(b+c)=(a+Db)+c

Multiplicacion de numeros naturales
Va,b € N: a-be N
Los términos a y b se llaman factores y, a-b se llama producto.
Ejemplo
Sean 3, 7€ N entonces 3-7 =21
Donde 3 y 7 son los factoresy 21 esel producto.

e Propiedades de la multiplicaciéon en N:

1. Clausura (o Cerradura): Va,b € N:(a-b) EN

2. Conmutatividad: V a, b € N: a-b=b-a

3. Asociatividad: V a, b, c€ N:a-(b-c)=(a-b)-c

4. Existencia de elemento neutro multiplicativo: V a N, 3!1 € N:
a-l=a=1-a,

En N se cumple la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto a la adicion.

5. Distributividad: V a, b, c € N:
i)a-(b+c)=a-b+a-c (Distributividad a Izquierda)

Ejemplo
2-(3+5=2-3+2-5
2-8=6+10
16 = 16

ii)(a+b)'c=a-c+b-c (Distributividad a Derecha)
13



Ejemplo
B3+5:2=3-2+5-2
8-2=6+ 10
16 = 16
1.1.2.  Algunos conceptos en N

e Conjunto de los niUmeros pares.

Todo n€ N que es mdltiplo de 2, se llama numero par. Es decir,
nespar & n =2k, k €N. Luego

NUmeros pares = {n = 2k / k € N}

Para cada valorde k € N, setiene {2,4,6,8,10,12, ...}

A
v

Nota: los pares consecutivos estan separados por dos unidades.
e Conjunto de los nimeros impares.

Todo n € N que se expresacomon = 2k — 1/ k € N, se llama numero impar, es
decir, mnesimpar &n=2k—-1, ke N. Luego

NUmeros impares = {n =2k — 1 / k € N}

Para cada valor de k € N, setiene {1,3,5,7,9,11,...}

A
v

Nota: los impares consecutivos estan separados por dos unidades.

Observacion
Los elementos consecutivos de estos conjuntos se expresan de la siguiente forma.

1. Naturales consecutivos: n y (n+ 1), n € N.
14



2y3; 5y6; 11y12;100y 101, son nUmeros consecutivos.

2. Numeros naturales Pares consecutivos: 2ny (2n+2)o2ny2(n+ 1),
ne N
4y6; 12y 14; 38y40, son pares consecutivos.

3. Numeros naturales Impares consecutivos: 2n—1) vy 2n+1) o (2n—1)
y2n+1)—1. neN.
5y7; 13y15; 71y 73, sonimpares consecutivos.

Ejemplo

1. Sean a,b € N, demostrar que si a es un numero pary b es un ndmero impar,
entonces el nUmero ab es par.

Solucion:
Se sabe que a es nimero par, entonces a = 2n, n € N, y b es un ndmero impar,
entonces b = 2k — 1, k € N.

Luego ab=2n-k—-1), nkeN
=4nk — 2n
=2(2nk —n), si 2nk—n = r €N, entonces
= 2r.

Por lo tanto, queda demostrado que a-b  esun ndmero par.

2. Sea a € N unnlUmero par. Demostrar que a? + 3a — 2 s un niimero par.
Solucién:

Se sabe que a es numero par, entonces a = 2n, n € N, luego reemplazando en
a’ +3a —2 , setiene

a’?+3a—2= (2n)>+3(2n) -2
=4n? +6n—2
=2-2n*+3n—-1), si 2n®+3n—1 = t € N, entonces
= 2t.

Por lo tanto, queda demostrado que a? + 3a — 2 es par.

e Divisor y multiplo de un nimero natural

Si b,c €N, b esdivisor de c siysolosiexiste a € N tal que: ¢ = ab.
15



En otras palabras, si a,b,c € N tal que ¢ = ab, entonces “a” y “b” se
Ilaman factores 0 divisores de “c” y“c” es multiplo de a y multiplo de b.

Observacion
Diremos que b divide a ¢, denotado por b/c si ysolosiexisteuna € Ntal ¢ = ab
Ejemplo

1. 15=3-5, 15esmdultiplode 3 yde5.
3 es factor de 15, es decir, 3 divide a 15 (3/15)

5 es factor de 15, es decir, 5 divide a 15 ( 5/15)

2. Determinar el conjunto de todos los divisores naturales del nimero 72.

Expresamos en factores el nimero 72:

72=1-72
72 = 2-36
72 = 3-24
72 = 4-18
72 = 6-12
72=8-9

Luego, el conjunto de todos los divisores naturales de 72 es:
{1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,36,72 }

3. Escribir los divisores comunes de 24, 18 y 32.

Divisores de 24: 1,2,3,4,6,8,12, 24.
Divisores de 18: 1,2 3,6,9, 18.
Divisores de 32: 1,2, 4,8, 16, 32.

Luego los divisores comunes son: 1y 2.
e NOmero primo, namero compuesto.
Sea p €N, p # 1, sedice que “p” s un numero primo si los Unicos divisores de

p son py 1
Si “p” no es un numero primo, entonces “p” €S UN nimero compuesto.
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Nota:
- Todo numero compuesto se puede descomponer en factores primos, es decir,
puede ser expresado como producto de nimeros primos.

- Esta descomposicion en factores primos es unica, salvo el orden de los factores.

Ejemplo

17 =17-1 = 17 es un ndmero primo.
15= 5-3 = 15 esun ndmero compuesto.

Criba de Eratostenes

La criba de Eratdstenes es un algoritmo que permite hallar todos los niUmeros primos
menores que un nimero natural dado.

La Criba de Eratdstenes consiste en eliminar los niUmeros que no sean primos y que por
tanto sean multiplos de algin namero.

Si quieres obtener nimeros primos, que se encuentren entre 1 y 100 en la siguiente tabla,
sigue los pasos indicados:

- Tachael nimero 1, ya que por definicion, no es primo ni compuesto.

- Encierra el nimero 2 y tacha sus maltiplos o sea, el 4, el 6, el 8, etc.

- Encierra el nimero siguiente, que aun no se elimina, o sea el 3, y tacha sus
maultiplos.

- Encierra el nimero siguiente, que aun no se elimina, o sea el 5, y tacha sus
maultiplos.

- Repite el paso anterior, hasta terminar con todos los numeros.

El proceso termina cuando el cuadrado del mayor nimero confirmado como primo
es mayor que el nimero final de la lista.

Los nameros encerrados son los nimeros primos.

Los restantes corresponden a los numeros compuestos, con excepcion del 1.
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L2 s Jl4 Js J[e J7 |8 Jo J1o

11 |12 |[13 J[14 |15 |16 27 |18 |19 | 20
121 |[22 |[23 |[24 |25 |26 |27 |28 |29 | 30
131 |[32 |[33 |[34 |[35 |3 |37 |38 |39 |40

|51 |52 |53 |[54 |55 |56 |57 |58 |59 | 6o

61 |62 |[63 |64 |65 |66 |67 |68 |69 | 70

|71 |[72 |[73 |[74 |75 |76 |77 |78 | 79 || 80

181 |8 |[83 |84 |85 |8 |8 |8 |89 | 90

|
|
|
|
|41 |42 |43 |[44 |45 |46 |47 |48 |49 |50 |
|
|
|
|
|

91 |92 |[93 |[94 |95 |96 |[97 [ 98 ] 99 | 100

Ejercicio
Escribir todos los factores primos de 42.
Se descompone en forma sucesiva

42 =2-21

42 = 2-3 -7, hasta obtener solo factores primos.

e Minimo comun maltiplo

El minimo comdn mdltiplo mcem de dos o mas numeros naturales es el menor
natural que es el multiplo de todos ellos.

Para determinar el mem de un conjunto de nimeros naturales descomponemos los
numeros en sus factores primos. Se eligen todos los factores distintos elevados a la mayor
potencia. El mem es el producto de estos factores.

Ejemplo
Calcular el mem de 2,9,7,21y 3.
Solucion:
2=2
9 = 32
7 = entonces mem (2,9,7,21,3) =2-32-7 = 126.
21=3-7
3=3 )
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Ejemplo
Determinar el mem de 24, 16 y 34.

Se descompone en factores primos los nimeros dados.

24 =23-3
16 = 2* entonces mem(24,16,34) = 2*-3-17 = 816.
34=2-17

e Maximo comun divisor

El maximo comdn divisor MCD de dos 0 mas numeros naturales es el mayor natural que es
divisor de todos ellos.

Para determinar el MCD de un conjunto de nimeros naturales descomponemos los nimeros
en sus factores primos, se eligen los factores comunes con la menor potencia. EI MCD es
el producto de estos factores.

Ejemplo

Calcular el MCD de 15, 6,y 9.

15=3-5
6=2-3 entonces MCD (15,6,9) = 3.
9=3-3

Calcular el MCD de 36, 54,y 24.

36 = 2%2- 3%
54=2-33 entonces MCD (36,54,24) = 2-3 = 6.
24 =23-3

e NUmeros primos entre si.

Dos nimeros naturales son ndameros primos entre si (o primos relativos), si, no
tienen ningdn factor primo en comun, es decir, si no tienen otro divisor comin mas que 1.

Ejemplo
Sean los numeros naturales: 15 y 14.  Si los expresamos en factores primos,

tenemos: 15= 3-5 y 14=2-7
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Se observa que no hay factores primos comunes. Por lo tanto los nimeros 15y
14 son primos entre si.

Nota: Dos nimeros naturales son primos entre si, si el MCD entre ellos es 1.

Ejemplo
Los nimeros 21 y 26 son primos entre siya que no tiene divisores primos
comunes, en efecto
21=3-7 y 26=2-13
Luego MCD{21,26} =1

Observacion

a) El mcm de dos nimeros primos, es igual a su producto.
mem{7,17} =7-17 = 119

b) EI mcm de dos nimeros, tales que uno de ellos es un factor del otro, es igual al
mayor de ellos.

mem{5,65} = 65
c) ElI MCD de dos numeros, tales que son primos entre si, es igual a 1.
MCD{3,35} =1

d) EI MCD de dos nimeros, tales que uno de ellos es un factor del otro, es igual al
menor de ellos.

MCD{3,21} =3
e) El producto de dos nimeros es igual al producto de su mcm y su MCD.
Sean numeros 12y 66 entonces
mem{12,66} = 132 y MCD{12,66} = 6
Luego 12-66 = 792 y mem - MCD = 1326 =792
Ejercicios

1. Un carpintero quiere cortar una plancha de madera de 256 cm. de largo y 96 cm. de
ancho, sin que sobre ningin pedazo, en cuadrados del mayor tamafio posible.
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¢Cudl debe ser la longitud del lado de cada cuadrado?
¢ Cuantos cuadrados se obtienen de la plancha de madera?

Solucion:

Se descomponen en factores primos
96 = 3-2° } luego el MCD ( 256,96) = 25 = 32
256 = 28 ’

El Largo se puede dividir en 8 partes de 32 cm cada uno y el ancho se puede dividir
en 3 partes de 32 cm cada uno.

La longitud del lado de cada cuadrado es 32 cm.

Se obtienen 24 cuadrados de la plancha de madera.

256 cms.

32 32 32 32 32 32 32 32

32

32 96 cms.

32

2. Un viajero va a Iquique cada 18 dias, otro cada 15 dias y un tercero lo hace cada 8
dias. Al 19 de Agosto de 2014 han coincidido en Iquique los 3 viajeros.
¢En cuantos dias, como minimo, volveran a coincidir en Iquique?
¢Cual sera el dia donde se vuelvan a encontrar?

Solucion
Se descomponen en factores primos.

18 =2-3%
15=3-5 ¢ luegoel mcm(18,15,8) =23-32-5 =360
8 =23

Los viajeros volveran a coincidir en 360 dias.

Se encontraran el 14 de Agosto del 2015.
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Observacion

En N no siempre es posible resolver la ecuacion a + x = a. Esta ecuacion solo
tiene solucion para x = 0, pero 0 € N.

De ahi la necesidad de ampliar el ambito numérico a N,

1.2.  El conjunto de los numeros cardinales (N,)

Los nameros cardinales indican el nimero de elementos que tiene un conjunto.
Un conjunto puede tener una cantidad finita o infinita de elementos.

Ejemplo
El cardinal de A = {a, b}, es2
El cardinal de B = {4,5,6}, es3
El cardinalde C= { }, es 0

El conjunto de todos los nimeros cardinales se expresa como:
Ny =Nu{0}= {0,1,234,..}

Observacion

1. Todo nimero natural es cardinal, es decir, N c N,,.

2. Nj con la Adicion cumple las propiedades de clausura, conmutativa y asociativa
(N c Ny).
Ademas N, cumple la propiedad de Existencia de elemento Neutro aditivo:

Va€eNy 310 € Ng:a+0 =a=0+a

(0 es el elemento neutro aditivo).

Observacion

- En N, sélo es posible resolver la ecuacion a + x = b,cona, b € N si y solo si
b= a.

Es decir, Si b >a, laecuacion ax + b = 0, tiene solucion en N.
Porejemplo 24+x=7, x=5€ N
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Si b=a, laecuacion ax + a = 0, tiene solucién en N,,.
Por ejemplo 3+ x =3, x=0€ N

- Si b <a,porejemplo 6+ x = 2, laecuacion no tiene solucion en N,.

Luego ampliamos el &mbito numérico a Z, donde la ecuacion a + x = b, con a,b €N
siempre tiene solucion.

1.3.  El conjunto de los niimeros enteros (7).

El conjunto de los nimeros enteros queda definido por
Z={x/a+x=b, V abeN}
Asi, expresado el conjunto por extension queda como:
Z={.-3-2,-10123,..}
Es decir,

Z = {opuestos de N} U {0} U N.

En Z se tienen los siguientes subconjuntos notables:

Enteros positivos Enteros no negativos
Zt ={1,2,3,..} 7t = 7% u {0}
Enteros negativos Enteros no positivos
Z-={..—4,-3,-2,—-1} Zy =7~ U {0}
Asi, Z =17 u{0} u zZ*

Nota:

1. Nc Nyc Z
2. 0¢Z,0¢Z
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1.3.1. Operacionesy propiedades en Z

En el conjunto de los nimeros enteros (Z) se define las operaciones de:
Adicion Va,b €Z: (a+b)eL

Multiplicacién Va,b €Z: (a-b)€eLZL

+ Regla de los signos para la adicién en Z

e Si los nimeros tienen el mismo signo, se suman los valores absolutos y
al resultado se le coloca el signo comun:
3+5=8
(-3)+(-5)=-8
e Si los nimeros son de distinto signo, se restan los valores absolutos (al mayor le
restamos el menor) y al resultado se le coloca el signo del nUmero con mayor
valor absoluto:
—-3+5=2
3+ (=5)=-2

+ Regla de los signos para la multiplicacion en Z.

+ por + = +
- por - = +
+ por - = -
- por + = -

Propiedades de la adicion y multiplicacion en Z.

1. Clausura (o Cerradura): si a, b € Z, entonces:
(a+b)eEZ AN (a-b)EL

2. Conmutatividad: V a,b € Z:
a+b=b+a A a-b=b-a

3. Asociatividad: Va,b,c € Z:
a+b+c)=(@+b)+c AN a-(b-c)=(a-b)-c

4. Distributividad: Va,b,c € Z:
a-(b+c)=a-b+a-c (Distributividad a Izquierda)
(a+b)-c=a-c+b-c (Distributividad a Derecha)
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5. Existencia de elemento Neutro aditivo: Ya€eZ, 3! 0 € Z:
a+0 =0=0+a (0eselelemento neutro aditivo).

6. Existencia de elemento Inverso aditivo: Va € Z, 3! (—a) €EZ:
a+(—a)=0=(—a)+a (—aeselelemento inverso aditivo de a ).

7. Existencia de elemento Neutro multiplicativo: V a € Z, 3! 1 € Z:
a1 =a=1-a (1 es el elemento neutro multiplicativo).

8. Propiedad del cero: V a € Z:
a-0=0=0-a

Observacion

1. En Z siempre es posible resolver la ecuacion a+x =b, con a,b €.
La solucion, parax ,es x = b + (—a)

Notacion: b — a = b + (—a), operacion llamada sustraccién.
Es decir, la diferencia entre dos enteros, se puede expresar como la suma
del primer entero y el inverso aditivo del otro.

2. VYa,b€Z a—b=c, c¢€Z. donde a sellama minuendo, b se lama sustraendo
Yy ¢ resta 0 diferencia.

Observacion

En Z también son validas las siguientes definiciones dadas para los numeros
naturales.

1. Sia,b,c €Z talque c = ab, entonces ay b se llaman factores o divisores de ¢
y ¢ se llama multiplo de a y maltiplo de b.

2. Unndmeron € Z, es parsin = 2k, k € Z.
3. Unnimeron € Z,esimparsin=2k+1 0 n= 2k—1, k €.

4. Un entero p es primo, si siendo distinto de cero y distinto de +1, solamente admite
como divisoresa +1 y +p.
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5. Todo ndmero natural es entero. Es decir N c Z.

6. OrdenenZ

.3 < -2 < -1 <0< 1 <2< 3< 4 < 5.
Todo nimero negativo es menor que cualquier nimero positivo.

Ejercicios

1. Determinar por extension el conjunto de todos los divisores enteros del nimero 64.

Solucion
64=1-64 = (—1)-(—64)
64=2-32 = (=2)-(-32)

64=4-16 = (—4)-(-16)
64=8-8 = (-8)-(-8)

Luego, dos divisores enteros de 64 son
{—-1,1,-2,2,—4,4,-8,8,—16,16,—32,32,—64, 64}

2. Demostrar que en Z, el producto de numeros pares es par, y que el producto de
ndmeros impares es impar.
Solucion
Sean a y b nimeros pares, entonces
a=2p, pEL
b=2q, q€Z
a-b=(2p)-(29)
= 4pq
=2-(2pq), 2pq €L por clausura
=2r con r = 2pq.

Luego, a - b esparenZ.

Ejercicios
1. Demostrar que el producto de nimeros enteros impares es impar.
2. Sean a y b nUmeros enteros impares.

Demostrar que (a + 5)3 - (b + 3)3 + 8, es un nlmero par.

¢En Z, es posible resolver siempre la ecuacion bx =a con a,b € Z?
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1.4. El conjunto de los nimeros racionales (Q)

En el conjunto de los NUmeros Enteros no siempre es posible resolver ecuaciones de
laforma bx =a, cona,b €Z.

Veamos 4x = 12 = x =3, 3€EZ
2x=-14 = x=-7, (-7)€EL
5x =19 = no existe x € Z que satisfaga la ecuacion.

Por lo tanto, la ecuacion bx = a, cona,b €Z, tiene solucion en Z siysolosi a es
multiplode b o b esdivisor de a.

Luego, si a no es multiplo de b, la ecuacién no tiene solucion en Z.

Para solucionar esta dificultad, se hace necesario ampliar el conjunto de los enteros, al
conjunto de los Nimeros Racionales (Q)

Este conjunto estd formado por todos los nimeros que se pueden escribir de la forma

siendo a y b numeros enteros y b # 0.

Asi,
Q={x/bx=a, Va,beZA b=+ 0}
a
Q={x/x=— , con a,b€ZAN b;tO}
b
. 4 3 1 27 102 2
Luego, algunos racionales: —- ; —=; —; —; —; 5=, etc.
1 5’ 2’ 3 8 3
Observaciones
1. Subconjuntos notables en Q.
Racionales Positivos: Qt = {...;%, 1;%; 2;%; 3; ...}
Racionales Negativos: Q  ={.;-2; —g; —1; —%; .
Racionales no negativos: Qf =Q*tu{0}
Racionales no positivos: Qy, = Q™ u {0}

2. Todo m € Z se puede expresar como % luego me Q y porlotanto Z c Q.
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a NUMERADOR

3. Partes de una fraccion — =
b DENOMINADOR

4. Aguella fraccién cuyo numerador es mayor a su denominador, se  denomina
fraccion impropia.

5. Todo numero Mixto esta formado por una parte entera y una fraccion.

Un nimero Mixto se expresa como suma de la parte enteray la  fraccion:
45

3 3
6>==6+>==
7 7 7
Toda fraccion impropia se expresa como nimero mixto y viceversa, ejemplo:
8 2
—EQ & 2-€Q
3 3
6. Formas de escribir un nimero racional:

Forma de Fraccion: %
Forma de niimero Decimal:  efectuando la division a: b
EEQ = 3:5=06€Q

JEQ = 8:3=266666..= 2,6€Q

7. Existen nimeros que no pueden escribirse de la forma %.

1.4.1. Transformacion de un nimero racional

a) Toda fraccion puede transformarse en nimero decimal dividiendo el numerador
por el denominador.

Ejemplo

= 3:5=0,6
— 7.4 = 1.75 ( Decimal finito

BN w

- Decimal finito: tiene una cantidad finita de cifras después de la coma

= 4:9 = 0,44444 ... = 0,4 Decimal infinito periddico.
cimal infinito periddico: el periodo aparece despues de la coma.

@D O |»

- D
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8= 59:18 = 3,2777 ... = 3,27  Decimal infinito semiperiédico.
- Decimal infinito semiperiddico: tiene decimales que anteceden al periodo

Observacion

De una fraccion se obtiene un decimal finito o un decimal infinito periédico o
semiperiédico

b) Todo decimal finito o decimal infinito periddico o semiperiddico puede
expresarse como fraccion.

Ejemplo

1. Convertir decimal finito a fraccion:
AS= 4 5 B 45 B 9
710 100 27

24 12 6
0,24 = —

100 ~ 50 25

2. Convertir decimal infinito periddico a fraccion:
Se procede de la siguiente forma:
Sea x = 0,3 decimal infinito periddico

10x = 3,3 , amplificamos por 10 la igualdad,
La resta entre ambas expresiones es:

10x = 3,3
x=0,3
9x = 3

Despejando y simplificando se tiene x = % = %
Por lo tanto, 0,3 = é

3. Convertir decimal infinito semiperiédico a fraccion:

Se procede de la siguiente forma:
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Sea x =2,1302 decimal infinito semiperiddico
10000x = 21302,02, amplificamos por 10000 la igualdad, hasta
cubrir el periodo.
100x = 213,02, amplificamos por 100 la igualdad, para cubrir
hasta antes del periodo.

La resta entre ambas expresiones es:
10000x = 21302,02
100x = 213,02

9900x = 21089
21089

9900

Por lo tanto, 2,1302 = 21089
9900

Ejercicios

1. Transformar los siguientes decimales a fracciones:
0,5;3,7;22,36; 0,314; 4,321.

2. Determinar el valor de la siguiente expresion:
720 _
A = (0,0875) (7) (0,45) — 2.1

3. Determinar el valor de la siguiente expresion:

31406 3
e 2
4. 21 5
2 3
1.4.2. Igualdad de nimeros racionales
Definicion
a v . a_< cd=ph-
Sean > ¥ €Q  entonces: S =-oa d=b-c

Observacion

Esta igualdad en @, introduce el concepto de fracciones equivalentes.
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Ejemplos

5 15 - 7 -

sV o representan al mismo namero racional ya que
5 15

8 24

120 =120

. 5 15 . .
Es decir, 5 V3, son fracciones equivalentes

1.4.3. Amplificacién y simplificacion de fracciones

Amplificacion de fracciones: amplificar una fraccion es un multiplicar tanto su
numerador como su denominador por un mismo namero distinto de cero. Es decir:

a an
= o n+0

_ 53 15 _ 15

Asi ==,
24

®lu
|
el &3
|

. 15 -,
También se puede efectuar otro proceso para transformar 22 &N fraccion

. 5 . . .,
equivalente a p Este proceso es la simplificacion

Simplificacion de fracciones: simplificar una fraccion es dividir tanto su
numerador como su denominador por un mismo namero distinto de cero, que sea
factor comun de ambos. Es decir:

an a

E:E’ n+0

. , 15 5 5
Del ejemplo anterior tenemos que 3 "2a-5 " m— s

Observacion
- Una fraccion se dice que es irreducible si estd completamente simplificada.
- Toda fraccidn irreducible estd formada por nimeros primos entre si.

Ejemplos
4 8 7 -21 21 - ..
1 —=—; —=— == Amplificacion
3 5 -15 15
28 14 27 9 . . ..
2. —=—; ——=—— Simplificacion
30 15 81 27
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. . ‘g . . 14 : .
3. De las fracciones simplificadas anteriores, se tiene que o ©s irreducible pues,

. / 9 . .
14 y 15 son primos entresi, pero —-— no es irreducible

27

ya

que

9 y 27 no son primos entre si, lo que implica que se puede seguir simplificando.

1.4.4. Relacion de ordenen Q

Definicion
a c a c
= = - < = -d <
Sean , Y7 €Q entonces T S a d<b-c
Ejemplo
.. , . 3 6
Ordene de menor a mayor los siguientes nimeros racionales: > 3
Se compara entre dos de ellos
. 3 3
h 2y2 = 3.8 <5-6 2
5 8 5 8
i) 2yZ = 6-60 >8-29 252
8 60 8 60
3 29 3 29
iii) §y5:>360>529 > o

. 3
Concluyendo, se tiene o <<

2

o<l o)}

Otra forma para ordenar nimeros racionales:

Se amplifican todas las fracciones igualando los denominadores con el m.c.m de ellos.

Se calcula m.c.m {5,8,60} = 120

Se amplifica cada fraccion, hasta obtener fracciones con denominador 120

3 324 72

5 5-24 120

6 6-15 90

8 8-15 120

29 29-2 58

60 60-2 120
Se comparan los numeradores y se concluye el orden entre ellos

58 72 90 29 3

120 S 120 S 120 " 60 5<
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Ejercicios

Ordenar en forma ascendente los siguientes nimeros:

1 2,
378’12
9 13 23
2. — ;==
14 ° 21 ° 35
3. 0.2875; — ; 2(0.65) ; ==~
500 ° 8 960
3 5 11
4 . ) — ) .
8 12 ° 30

1.4.5. Operaciones en Q

En Q se definen dos operaciones adicion y multiplicacion

l. Adicién de fracciones

1. Adicién de Fracciones Homogéneas:
a,c_atc

a c
V;,EE@. -+ -=

b b b

Ejemplos

3 3 3

6 4 10 2
[ ] - - = —_— = - =

5+5 5 1 2
o 12,74 124 _ 8

7 7 7 7

2. Adicion de Fracciones Heterogéneas:
Para sumar este tipo de fracciones se reduce todas a fracciones equivalentes y que
tengan un denominador comun igual al mecm de los denominadores.

Ejemplo

7 2 73 2'5
) —_ o J— p—
5 + 3 5-3 + 35
_ 21,10
15 15

_ 3

TS
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5 5 5 54
. — _— — —

12 3 12 34
5 20
= — 4 —
12 12
25
12
1 -5 17 -58
o -4+ — = —
8 7 87 7-8
_ 74(—40)
56
_ -33
56

o 3475 _ (=3)-2+11-(-5)
1 2 22
(=6) +(=55)

22
-61

22
17
= 22
22

Observacion

e i i i a, c ad+bc
V,~ €Qconb yd primosentresi, setiene +== “
d b d b d+b
Enefecto, 24 = &4 4 &b _ ad | be _ adibe
b d bd db  bd = bd bd
Ejercicios

Realice las operaciones: 1) ——— )t 343
12 12 = 10 7

. Multiplicacién de fracciones

v

c a ¢ _
» g €@ 3 T

SRS

Antes de multiplicar numerador con numerador y denominador con denominador,
simplificar cuando sea posible.

Ejemplo

Multiplique los siguientes numeros racionales

3.7 21
2:5 10

FNET-N
Ul
N w
[$; W IEN]
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13 8 13-8

13-2- 4

12 26  12-26

3-4-2-13

1.4.6. Propiedades de las operaciones en Q

1.

1

3

Clausura (o Cerradura): si a y b son nimeros racionales, entonces:
(a+b)eQ A(a-b)EQ

Conmutatividad: para a y b, nimeros racionales, se cumple:
a+b=b+a AN a-b=b-a

Asociatividad: para a, b y ¢ nimeros racionales, se cumple:
a+(b+c)=(a+b)+c

A a-(b-c)y=(a-b)-c

Distributividad: para a, b y ¢ nimeros racionales, se cumple:
a-(b+c)=a-b+a-c

(a+b)-c=a-c+b-c

(Distributividad a lzquierda)

(Distributividad a Derecha)

Existencia de elemento Neutro aditivo:vVa € Q, 3! 0 € Q:

a+0=a=0+4+a

(O es el neutro aditivo).

Existencia de elemento Neutro multiplicativo: Va € Q,3!1 € Q

a-l =a= 1-a

(1 es el neutro multiplicativo).

Existencia de elemento Inverso aditivo: Va € Q, 3! (—a) € Q:

a+(—a) =0= (—a)+a

(—a esel inverso aditivo de a ).

Existencia de elemento Inverso multiplicativo:
VaeQ a#0 3atleQ:

1

a-a - =1= a”

., _ 1
Notaciéon a~ 1 = -

Observacion

1. Sustraccion en Q:

2. Ya,beQ, b+ 0

De donde se tiene

1

-a (a”! eselinverso multiplicativo de a).

Vab €Q: a—b=a+ (-b)

-1 R
b €Q/ a-b =a-=

a —
—=a- b1
b
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3. Divisiénen Q:

SRS
Qla
Il
~
S
~—
o
Qla
—
|
=

Il
(S RS
(K%
Il
w|a
o |

Ejemplo

Divida los nimeros racionales

14 7
° —r- = —
5 3

143 _ 7-2-3
57 5.7

ulo

> 16 . 8 _16 15 _ 2:8:3:5 _ 5
24 " 15 24 8 3-8-2-4 4

Ejercicio

Reducir la siguiente expresion:

1.4.7. Potencias de base racional y exponente entero

La expresion x™ se llama potencia enésima de x y es igual a un producto de n factores
iguales a x.

Esdecir, x"=x-x-x-x-x---x (nfactoresx)
Donde x sellamabase y n sellamaexponente de la potencia.

Potencia = (base)¢*ponente

La potencia de una base con exponente par, siempre es positiva; pero la potencia de una
base con exponente impar, depende del signo de la base:

[+]Pe" = + [+]omPar =

[_]par =+ [_] impar
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B |eyes que rigen a las potencias

1 Multiplicacion de potencias de igual base a™-a" = gmtn
am
a™:q" = —=agm™"
2 Divisién de potencias de igual base a"
3 Potencia de potencia (@™t =qagm"
4 Potencia de un producto (a-b)y*=a™-b"
a\" a"
G =%

5  Potencia de un cociente

mem= ()
a = —_ = _
6 Exponente negativo amt a
Con n€eZ, a+0

0" -0 -5

7 Potencia negativa de un cociente

Observacion: a™ b"

b an

g8  Exponente cero a®=1, cona#0
Ejemplos

1. 2m+3 . 2m+4 . 24—2m — 2m+3+m+4+4—2m — 211 = 2048
2. 2% 457 -8 =245-8=-1

3 ()7 +@) @) = @2+ @7+ ) =656

5
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216.353.80%  36.76.53.73.53.(2%)3  212.36.56.79 2
154-.149.302 - 34.54—.29.79.52.22.32 - 211.36.56.79
5 (-2)3(-3)3+5%*-63-5(10)% 634+5%—63—-5-52.22
. —_o\3 —2\3
—27(2) —49(~=7)"2+50 —33E0 72541
_ 5*-5%4  53(55-4) 5% 125
T —(-2)3-1+41 23 T 237 8
129.986.759 39.49.26.496.39.259 . 99.218.26.496.518
163.53.59.99.496.26.56 212.26.518.99.

(123-982-753)3 _ _
8034594906

80-453.4902

Potencias de base 10

| |
0 —
107=1 1071 = 1—0= 0,1
10 = 10
1
2 — —2 = — =
10 = 100 10 100 0,01
103 = 1000 L1
107> = ——= 0,001
10* = 10000 1000

Observacion
El exponente del 10 coincide con la cantidad de ceros que tiene el nimero.

2. El nimero que es menor que 1, tiene exponente negativo.

1.4.8. Notacidn cientifica

La Notacion Cientifica nos ayuda a poder expresar de forma mas sencilla aquellas
cantidades numéricas que son demasiado grandes o por el contrario, demasiado pequefias.

Al escribir un nimero en notacion cientifica, usaremos una potencia de 10 que
multiplica a un nimero siempre entre 1y 10. O sea, el nimero s6lo podréa tener una cifra

delante de la coma decimal.
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Un namero en notacidn cientifica es de la forma
N=p-10% dénde 1<p<10, k€ETZ
Por ejemplo 3,86-10° esun nimero en notacion cientifica

El nimero 3,86 es mayor que uno y menor que diez y esta multiplicado por una potencia
de 10, es decir,

3,86 (ntimero) , 10° (potencia de 10)
1<386<10
Ejemplos

Los siguientes nUmeros no estan expresados en notacion cientifica

1.- 38,6 - 10° el nimero 38,6 tiene dos cifras antes de la coma
decimal.
2.- 0,386 - 10° delante de la coma decimal hay un cero, y debe

tener una cifra distinta de cero.

Ejercicio
Exprese en notacion cientifica
1.- 430000000
430000000 = 4,3 -108
2.- 9563000

9563000 = 9,563 -10°

3- 2555

2555 = 2,555-103
4.-  0,000025

0,000025 =2,5-1075
5-  0,00916
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0,00916 = 9,16-1073
6.- 0,00000003

0,00000003 = 3-1078
Observacion
Desplazamiento de la coma:

1. Si se multiplica por diez un nimero decimal, la coma se desplaza un lugar
hacia la derecha. Si se multiplica por cien, se desplaza dos lugares, etc.

25,115 - 10 = 251,15
25,115 - 100 = 2511,5
25,115+ 10000 = 251150

2. Si se divide entre 10, la coma se desplaza un lugar hacia la izquierda, si se
divide entre 100, dos lugares, etc.

25,115: 10 = 2,5115
25,115: 100 = 0,25115
25,115 : 10000 = 0,00251150

En un ndmero en notacién cientifica no es necesario multiplicar o dividir por diez
para desplazar la coma, ya que esa multiplicacion se puede obtener a partir del exponente
de la potencia del0.

Ejemplos
En los numeros dados en notacion cientifica, cambie el exponente de la potencia de 10.
1.- 7,56 - 10°
(7,56 -10) - 10* = 75,6 10*
(7,56 : 10) - 106 = 0,756 - 10°

2.- 4,33 - 107°
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(4,33 - 10)- 107 =43,3-107°

(4,33: 10)-107*=0,433-107*

Observacion

1. Para mover la coma hacia la derecha, el exponente del diez debe disminuir:
7,56-10° = 75,6 - 10*
433 -107° = 43,3-10°°
2. Para desplazar la coma hacia la izquierda, el exponente del diez debe aumentar:
7,56 - 10° = 0,756-10°
4,33 - 107> = 0,433-107*
u Operatoria en notacion cientifica

Podemos sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros expresados en notacion
cientifica.

Adicion y sustraccion

Para poder sumar dos nimeros en notacion cientifica ambos deben tener el
mismo exponente en la potencia de 10:

- Si las potencias de 10 son iguales como factor comdn, entonces se reducen
como términos semejantes.

- Si las potencias de 10 tienen distintos exponentes, entonces primero se igualan
los exponentes y luego se procede como en el caso anterior.

Ejercicios

Realice las operaciones que se indican

1.- 1,9-10* + 9,9-10* =11,8-10*%

2- 65:1073 +3,1-102=9,6-1073

3.- 3,5-10* + 7,2-10°= 3,5-10* + 72-10* =75,5-10*%
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4- 38-107°-19-10°=38-10"5-19-10"1-10"°
=3,8-10"> — 0,19-107° = 3,61 - 1075,
38:107°-1,9-10°=3,8-10-10"°-1,9-107°
= 38-107°-19-10"°=36,1-10"°=3,61-107°
5-  4,28-107*-1,35-10"3=4,28-10"*-1,35-10-10"*

=4,28-10"*—-13,5-107* = —9,22-107*

Multiplicacién y divisiéon

Mientras que para sumar Yy restar nimeros en notacion cientifica se precisa que
tengan el mismo exponente, que ademas no se alterara por la adicion o la sustraccion, en la
multiplicacion y la division los exponentes pueden ser distintos y, ademas, el resultado
tendra un exponente afectado por la operacion.

Para multiplicar dos nimeros en notacion cientifica, primero se reagrupan los
factores, los nimeros y las potencias, luego se multiplican los nimeros y se suman los
exponentes.

Ejemplo
Multiplique los nimeros en notacion cientifica
3,5-107 y 2,9-10°
Se reagrupan los nimeros y las potencias
(35-107) - (2,9-10%) = (3,5-2,9)-(107-10%)
Se multiplican los nimeros y se suman los exponentes
(3,5-2,9)-(107-10°) = 10,15-10%3

Luego (35-107) - (29-10%) = 10,15-10"3

Para dividir, recordemos que una division puede expresarse en forma de fraccion:
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(6-10°)

6-10°) : (4-10%) = ——=

(6107 = (410 =05
Se reagrupan los nimeros y las potencias

(6-10°) 6 10°
(4-105) 4 105

Se dividen los nimeros y se restan los exponentes

10°

6
4 105

=>-10* = 1,5- 10*
Ejemplos

Realice las operaciones que se indican

1-  6-10% : 8-107% = 0,75-103"® = 0,75-10°
2-  (8-1077):(2-10%) = 4-10-775 = 4-10712

491073 _ 49-107*
1,410°6  14-1077

3-  49-1073: 1,4-10"¢ = = 3-10—4+7 = 3,5-103

1.4.9. Otras caracteristicas de los nimeros racionales

- Esordenado: Dado dos numeros racionales siempre es posible establecer cuél es
el mayor.

- Es numerable o contable: se podria hacer una lista ordenada de todos los
numeros racionales, es decir, se puede establecer una correspondencia biunivoca
con los nimeros naturales.

- Esdenso:  siempre se encontrara un nimero racional entre dos racionales dados.

a+b
2

a,beQIceEQ:a<c<b conc=

a C b

T T | -

A
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1.5. El conjunto de los nimeros irracionales (1)

Recordando que los nimeros racionales son de la forma % con ay b enterosy

b # 0. Se pueden expresar como numeros decimales, entonces

Decimales finitos
infinitos periodicos

Q:

Decimales infinitos
infinitos semiperiddicos

El conjunto de los numeros Irracionales esta formado por todos los que no son de la forma
% con ay b enterosy b=+0. Por lo tanto todo ndmero irracional es un numero

decimal infinito no periddico.
Asi, I = {x/x es un nimero decimal infinito no periddico}

Algunos irracionalesson  ...v2, V3, m, e, 3++2 ,

) s

-

Observacion

1. @ e I son conjuntos disjuntos, es decir, no tienen elementos comunes: Q N1 = @,
2. Lasuma, el producto y el cociente de dos nimeros irracionales no necesariamente
es irracional, puede ser un numero racional.

Ejemplo

1. (2++v3)el y(2—+3) elsinembargo (2++v3)+(2-+v3)=4€N.
2. \/3 €l sinembargo V3-v/3 =3 €Z.

: VB0 _ 4V5 _ 4
3. V80 €l y 45 € sinembargo \/E_3\/§_3EQ'

Los nUmeros irracionales en la recta numérica

A cada namero racional le corresponde un punto en la recta pero en realidad éstos
no completan la recta, también la constituyen los irracionales. En general, representar un
namero con infinitas cifras decimales no periddicas es imposible y por lo tanto nos
tendriamos que conformar con una aproximacion. De todas maneras, hay métodos
geométricos que permiten representar algunos nimeros irracionales en la recta numérica.
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Veamos como se puede representar, por ejemplo, V2. Hay que tener claro
que v2=1,414..., esdecir, 1<+/2<2.

Observa el cuadrado del dibujo, si aplicamos el teorema de Pitagoras para hallar su
diagonal obtendremos esto

— L _F
0 1 V2 2

Con la ayuda de un compas podemos representar exactamente 2 en la recta numérica.

Sabemos que v2 es un nimero irracional, por lo tanto, el punto P de la recta no
puede estar ocupado por ningn otro numero irracional.

|Ejemplos

1. En esta recta representamos los nimeros irracionales—/10 y /5

z Yy
-Ji0 -3 -2 - 0 1 2./5
22 =3+ 1=10 y=2+1P=5
2= 10 y=5
-4 <-J10 <=3 2<.5 <3

2. En esta recta se observa la ubicacion exacta de v2, v/3, V4 y /5

97
\ A
A
A
A
!
!
1

0 1 J2 /3 V4 \75
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1.6. El conjunto de los nimeros Reales (R)

El conjunto de los nimeros reales esta formado por los nimeros racionales y los
irracionales, es decir,

R=QUI
Luego, R estd formado por todos los decimales

( Decimales finitos

Q = infinitos periddicos
Decimales infinitos

infinitos semiperiddicos

I = { Decimales infinitos no periédicos
\

Observacion
NcNycZc Qc R

1.6.1. Subconjuntos notables en R

Reales positivos Rt*={xeR / x>0}
Reales negativos R ={xeR /x<0}
Reales no negativos R = R* U {0}
Reales no positivos Ry, = R™ U {0}

1.6.2. Operatoriay propiedades en R

En R se definen las operaciones de adicion y multiplicacién, las cuales verifican las
siguientes propiedades:

1. Clausura (o Cerradura): si a y b € R entonces:
(a+b)ER A (a-b)ER

2. Conmutatividad: Va,b € R :
a+b=a+b AN a-b=b-a

3. Asociatividad: Va,b,c ER:
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a+b+c)=(@@+b)+c AN a-(b-c)=(a-b)-c

4. Distributividad: Va,b,ceR:
i) a-(b+c)=a-b+a-c (Distributividad a Izquierda)
i) (a+b)-c=a-c+b-c (Distributividad a Derecha)

5. Neutroaditivo: Va€eR, 3! 0 € R:
a+0=a=0+4+a (0esel elemento neutro aditivo).

6. Inverso aditivo: Va€eR ,3! (—a) €R:
a+(—a)=0=(—a)+a (—a eselinverso aditivo de a).

7. Neutro multiplicativo: Va€e R, 3! 1€ R:
a-1=a=1-a (1 eselelemento neutro multiplicativo).

8. Inverso multiplicativo: Va€R, a#0, 3! a ! €R:

— — _ 1 . .. .
a-al=1=at!-a (at =— esel inverso multiplicativo de a ).

1.6.3. Ordenen R
n Axiomas de relacion de orden

Los axiomas de orden para R se fundamentan en la existencia de un subconjunto
R* c R, Illamado conjunto de los nimeros reales positivos que satisface lo siguiente:

Axiomal. Six,y € RT entonces (x+y) e Rt y (x-y) eR*

Axioma 2.  Ley de tricotomia
Vx € R, unay s6louna de las proposiciones es verdadera.

i) x € R i) x=0 iii) (—x) € R*

u Relacion de orden en R

Sean x e y € R, diremos que x es menor que y, y lo denotaremos por x <y
siysolosi (y —x) € R*.

Enotras palabras, x<y & (y—x)€R*
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Esta relacion de orden permite definir lo siguiente:

Vx,y € R setiene

-y esmayor que x, y>xeox<y
- xesmenor o igual quey, x<y&e(x<y 0 x=Yy)
-y esmayor o igual que x, y2xe=x<y

Observacion

1. Todo real positivo se puede expresar como x > 0,
x ERt @ x>0

2. Si x < 0, diremos que x es un namero negativo, x € R~

u Propiedades que se deducen de los axiomas de orden:
1. 0 ¢RtY vy 0 ¢R"
2. Propiedad de tricotomia:
Si a,b € R, entonces unay solamente una de las siguientes relaciones se cumple:

a<b 6 a=b, 0 a>b.

3. Ley transitiva:
Si a<byb<c, entonces a<c.

4. Vc€eR, Sia < b,entonces a+c<b+c.

5. Sia<b y c>0,entonces ac < bc.

6. Si aeR, a=0 entonces a? >0

7. Sia<b y c <0,entonces ac > bc.

8. Si a < b entonces —a > —b

9. a'b>0 & [(@a>0y b>0) 6 (a<0 y b<0)]

10. a-b<0 © [(@a>0 y b<0) 6 (a<0 y b>0)]
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11. Si a<c y b<d entonces a+b<c+d

12. Si a € R* entonces ie]R{*

13. Si a,b € R* y a < b entonces i>%

14.Si +20 & [(a20 y b>0)6(a<0 y b<0)]
15.Si +<0 & [(a20 y b<0)6(a<0 y b>0)]

Demostracion de algunas propiedades

Propiedad3. Si a<b y b<c, entonces a<c

Por definicion de relacién menor que, se tiene que
Sia<b entonces (b—a) >0
Si b<c entonces (c—b) >0

Por axioma 1, se tiene que la suma de positivos es positivo
b—a)+(c—=b)>0
b—a+c—b>0
c—a>0, porlotanto a <c.

Propiedad 4. Vc€eR, Sia < b,entonces a+c < b +c.
Sia<b entonces(b—a) >0
(b—a)+0 >0
b-a)+(c—¢c)>0

(b+c)—(a+c)>0 porlotanto a+c<b +c.

Propiedad 5. Si a<b y ¢ > 0, entonces ac < bc.

Por definicion de relacién menor que, se tiene que
Sia<b entonces (b—a) >0

y c>0
Por axioma 1, se tiene que el producto de positivos es positivo
(b—a)-c>0
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bc —ac >0  porlotanto ac < bc

Propiedad 7. Sia <b y c < 0, entonces ac > bc.

Por definicion de relacién menor que, se tiene que
Si a<b entonces (b—a) >0
Como ¢ < 0 entonces —c>0

Por axioma 1, se tiene que el producto de positivos es positivo
b—a)-(-c)>0
ac —bc >0 por lo tanto bc < ac

Ejemplos
Propiedad 13. Si a,b € R* y a<b entonces i>%
- Seana=3, b=7, 3I<7 entonces §>%
- Seana = 3, b= E, 2 < 8 entonces 3 > 2
3 9 3 9 2 8

Propiedad9. Sia-b>0 © [(a>0y b>0) 6 (a<0 y b<0)]

33-17>0 < (33>0 y 17>0)
561 >0 <

(-33)(-17) >0 & (-33<0 vy —17<0)

B Otras caracteristicas de R

1. R Es denso: siempre se encontrara un numero real entre dos reales dados.
2. R ya no es numerable: no se puede establecer una correspondencia biunivoca
con N.
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3. Es un conjunto completo: A cada punto de la recta numérica le corresponde un
numero real, y cada nimero real se puede representar en la recta numérica.

Luego, “R es un cuerpo ordenado completo” .

1.6.4. Valor absoluto de un numero real

Para cada numero real x se define su valor absoluto y se denota |x| de la siguiente
manera

x , Six=0
x| = —x , Six<O0
Ejemplos
1. Si x=4, entonces |4| = 4, yaque 4>0

2. Si x=-2,5 entonces |-2,5|=—-(-2,5) =25 yaque —2,5<0
3. Si x=+2, entonces |vV2|=+2, yaque v2=0

4. Si x=+v5-5, comov5 ~2,2 entonces x=22—-5=-28<0

Otra forma,
— o _ (/5-5)(¥5+5) _ s5-25 _ -20
Six=V5-5= (V5+45) V545 V545

Luego [V5—5|=—(V5-5)=5-+5

<0

u Propiedades del valor absoluto

Sean x e y numeros reales cualesquiera, entonces se cumplen las siguientes propiedades

x| >0
x| = x
x| =0 =x=0

|x| = [—x|

o > w0 DN oRE

—|x] < x < |x|
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x| =Vx?, |x]* =x?

L y>0=( |xl=y e {x=y o x=-y} )

6

;

8. y>0=( Ix|<y & [-y<x<y])

9. yeR=( |x|zy © {x=y o x<-y})
10. [xy| = |x| - |yl

11. | |_|i Vx # 0

2 - weo

13. | x| = [yl | < [x =yl
14. |x + y| < |x| + |y|

Ejemplos
Propiedad 2. |x| = x
Si  x=-21 entonces |-21| = —-21

21 = -21
Si x=?—7 entonces |——7|>——7
x=2_7=22_250 entonces |——7|=|3|= 22
3 3 3 3 3 3 3
Propiedad 5. —|x| < x < |x|
Six =2: -2 <2< 2|
—-2<2<L52
Six=—-4: —|-4|<—-4<|-4|
—-4<—-4<4
Propiedad 9. yeER=( |x|zy & {x=y o0 x<-y})

( x]23 & {x=3 o0 x<-3})
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1.6.5. Raiz n-ésima de un nimero real

Sea n un numero entero positivo. La raiz n-ésima de un nimero real a, es cualquier
namero real b que elevado a la n-ésima potencia da como resultado el nimero real a.

VYa=be b'=a

Donde n es el indice radical, a es la cantidad subradical y el simbolo v  se llama
raiz o radical.

Ejemplo
1. V16 = 2 & 2% = 16, donde 4 es el indice radical y 16 es la cantidad subradical.

2. VY=27=-3(-3)%=-27, donde 3 es indice radical y -27 es la cantidad
subradical.

3. /49 =7 & 7% =49, donde 2 es el indice radical y 49 es la cantidad subradical.

4. 3243 = 3 & 33 =243, donde 5es indice radical y 243 es la cantidad subradical.

u Regla de los signos:
pai/m = + m =3
T =+ V32=2
PAJ[=] no existe en R V=1 ¢ R
impar 3 —
"V = - ~8=-2

Observacion
1. Si b™ = a, entonces la raiz enésima principal de a es:

- Laraiz positivade a, sia >0
- Laraiznegativade a, si a<0 y n impar

2. Vx=x yaque x'=x
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3. Y0=0 vya que 0" =0
4.En general setiene  (Va)" =a

u Propiedades

m
1. Raiz de una potencia: Ya™ = a»

10
a) V410 = 45 = 42
3
by YA3® = 3% =337 =3¢

& =
©) 2/ 2
2. Raiz de un producto: Vab = Va - Vb

a) }/310. 225 — 3/310.3/225 = 32. 25
by V12-V2=73V12-2 =24

i iente: "% = Ja
3. Raiz de un cociente: \ﬁ =75

) al16 V16 _ 2
625 %625 5
5
5 (320 320 34
b) =

T

4. Ingresar un factor a un radical : a?V/b = 3/ (aP)"- Vb = VaP" b

Caso especial: a‘Vb = Vam- Vb = YVa*b

a) 45332 =3/(45)3.32 =3/41532
b) 22.3/9 = 5/(22)5. = 32109
) 3-Viz= ¥37-12
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T;l

5. Raizde unaraizz v "Va

En efecto, ¥ Va % = ( %)% = aﬁ =""a
L
= (aZ)m = aqi/n = 1% "la

3w

Ademas aLm= a%
2 73_=1i/‘ VG =6
b) VV3® =338 =337 =3,
W VEE = (VG =3

Nota: Estas propiedades son validas para raices de nimeros negativos siempre que n'y m
sean impares.
u Clasificacion de los radicales
1 Radicales Homogéneos: son aquellos radicales que tienen el mismo indice.
2. Radicales Heterogéneos: son dos 0 mas radicales con distintos indices.

3. Semejantes: son dos o mé&s radicales que tienen iguales indices y la misma
expresion subradical, slo se diferencian por los coeficientes.

Ejemplos
237x, 533x \I
1. 5a%\[7xy, 4b\z? ¥ homogéneos
2avb, acJ
2. 5xVea?,  3bV4, i/3_y4 } heterogéneos
2a+/5, 7W, V2b
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2a32x, — 3b3/2x, 5pi2x \I

3. 3t2vVex3,  q3Vex3, —%r 6x3 } semejantes
V3 53, ~13V3 J
u Conversion de radicales a un indice comun

Para convertir dos 0 mas radicales a un indice comun, se considera como indice comun el
m.c.m de todos los indices, y cada cantidad subradical es afectada por el exponente que
resulta de dividir el indice comun por el indice de cada radical.

Se tiene que Ya = "Va™ , a>0

1 m
Enefecto, Wa= an'm = anm = "a™

Ejemplos

Reducir a un indice comun las raices:

1. V2 y V3 m.c.m{2,3} =6
7 =27 = A
V3=F =477

2. 25y W23

4 =22
m.c.m{4,15} = 22-3-5=060
15=3-5
4/’25 _ 415 /_(2—5)15 _ 60 /_275
15/53 = 15'@ = 63/27
Ejercicios



Reducir a indice comun:
1. Vx5, %/y3,8/27
2. /5x,3%/3y3, V9az?

u Operaciones con raices

+ Adicion y sustraccion de raices
Solamente se puede sumar y/o restar radicales semejantes, aplicando la propiedad
distributiva en sentido inverso:

avx + bvx + cvx = (a+ b + c)vVx

En algunos casos es necesario descomponer en factores la cantidad subradical, de
modo de sacar factores fuera del radical, para obtener radicales semejantes.

Ejemplos
1. 3W7 =87 +V7=(B-8+1V7
= —4\7
2. 433+73¥3-324=1133-38-3
=113 - 233
=933

3. V12x +/27x —/48x = V223x +V323x — V243x
= 2v/3x + 3v3x — 4/3x

=+/3x
Ejercicios

Efectuar las operaciones que se indican:

1. V18 ++/32 —+/98
2. Y16 + Y128 — V250
3. =72 —=\108 +V32 — ;48

4. /3 ++242 +/75 —/192 — /507
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5. /11+5 /51—3 /81
3 3 3

+ Multiplicacion de Raices
Se presentan los siguientes casos:
Multiplicacién de radicales homogéneos

Para multiplicar dos o mas radicales homogéneos se multiplican entre si sus
coeficientes y luego sus cantidades subradicales, es decir:

aVb -cNd = (a-o)Vb-d
Ejemplos
1. —2vVx - 7Vx* = —14Vx - x*
= —14/%5
= —14VxZ-x2-x
= —14x%/x

2. %a%-%azsz = 3.2.4336
= 2a336.

3. Y7+vzz YTz = 3J(7+m)(7-m)

= 3/49 — 22
= 327
=3

Ejercicios

Efectuar la multiplicacion de los siguientes radicales:

1. 3V5-4y7

2. %a%%aziﬁ
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Multiplicacion de radicales heterogéneos

Para multiplicar dos o més radicales heterogéneos, se les reduce al indice comun y
a continuacion se efectda la multiplicacion con los radicales homogéneos.

Es decir, Va - Vb = "am - "Vp" = "Vam- b

Nota: Las operaciones con radicales pueden efectuarse utilizando las propiedades de las
1

potencias, segun propiedad 1: Va™ = a%, Va = an
Ejemplos
1. Multiplicar v/5 por /2

El m.c.m{2,3} = 6 yreduciendo al indice comun, se tiene

V5 -2 = 53 -V22
= §/53 .22
= {125 -4
= /500

2. Multiplicar  5a%Va® por 3a'¥a

El m.c.m{9,12} = 36y reduciendo al indice comun, se tiene

5a% Va3 = 5a2°}/(a®)*
= 5a2 Va2

3a'3a = 3a Va3

Por lo tanto

(5a2¥a) - (3a'¥a) = (5a2 *Vai?) - (3a V)
= 15q3 Va5
= 15a3 'Va®
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Ejercicios

Multiplica los siguientes radicales:

7 ’E. /1—1
1 6\ 7 (2)
2 3324
2. 13\&\/;\/7
4 |x 184y s5[x*
3_ - —_— — _ —_
3\/; 24\/x3 \/313

Multiplicacién de suma de radicales

Al realizar esta operacion se aplica la propiedad distributiva de la multiplicacion
respecto a la adicion con radicales, se presentan los casos siguientes:

1. a-(b+c)=ab+ac
2. (a+b)x+y)=ax+y)+b(x+y)= ax+ay+bx+ by

Ejemplos

1. V6(V24++v8) =624+ 68
=144 +/48 = 12+16-3 = 12+ 43

2. (5+2V10++15)(3 —2V6 +V15) =
=15 — 10v6 + 5V15 + 610 — 4v60 + 2v/150 + 3v15 — 24/90 + 15
=30 —10vV6 + 8V15 + 6V10 — 4V4 - 15 + 2v/25 -6 — 29 - 10

=30 — 10v6 + 8V15 + 6v10 — 8V15 + 10vV/6 — 6+/10
= 30.

+ Division de radicales

Se procede en forma analoga a lo indicado para la multiplicacion. Para dividir
radicales homogéneos, se dividen entre si sus coeficientes y subradicales.
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Ejemplo

5
33768 _ 3 5(768 _1s

. = \/24
932 9

6\/_ 3319z |, 123375
2. (9V24 + 6181 — 33192 + 123/375) : 3V3 = =5~ T

:3\/‘+2\/_—§‘/@+4i/ﬁ
=3-2+2-3-4+4-5
=6+6—4+20

=28

Observacion
Si los radicales que han de dividirse no fueran homogéneos, se les convierte a indice

comun y a continuacion se efectda la division indicada.

Ejemplo

Efectla la operacion

1. V3: Y3
Solucion
C 3z V3
\/§ * \/3_ - 3\/?
33
T %az
= {3
2. 12v/5:335
Solucién
12v5:3V5 = (12-°%/53%):(3-°%/52)
_ 12 6 53
R 52
=415
u Racionalizacion de fracciones irracionales

La fraccion irracional es aquella que tiene en el denominador uno o mas radicales. Por
3
1 1 5
L, L e
V5 ' V2+/3’ 2-3

ejemplo:
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Racionalizar una fraccion es transformarla en otra equivalente, eliminando los
radicales del denominador.

Factor racionalizante (F.R.)

Es una expresion irracional que multiplicada por el numerador y denominador de una
fraccion, permite que uno de estos (en este caso el denominador) se transforme en una
expresion racional.

Casos que se presentan:

. , . 1
1. Cuando el denominador es un solo término 77—
\aP

En este caso el factor racionalizante (F.R.) estara expresado por otro radical
de igual indice, pero con una cantidad subradical tal que el producto de ambas
cantidades subradicales sea una potencia de exponente igual al indice de la raiz.

Es decir, se amplifica por Vx , siendo x una expresion tal que x - aP = a™

Luego x = a™ P
Siendo el factor racionalizante (F.R.): VamP

1 Vg Y

Y ap qn—p a

S

Ejemplo
Racionalice las siguientes expresiones irracionales:
1 113 3
V3 V333
o T _7NE o N
A A 5
3 9 9- V3% 9V3% _3i3%

7f_27 - 733_7/—34 - 3



2. Cuando el denominador tiene dos o mas términos: En este caso se presentan
cuatro tipos de expresiones:

K L Lk N
atvb  ’atVb Catvbrve “Natvbive'

k constante

a)

En cada uno de estos tipos de expresiones el factor racionalizante (F.R.) sera el
conjugado del denominador, es decir:

Si la expresion es a + b su conjugado sera: a — /b.
Si la expresion va — /b su conjugado sera:va + Vb.

Ejemplo
Racionalice las siguientes expresiones irracionales:

5—\/ﬁ+\/%

J5
Solucién
16
S5 _Vizs N5 _sV5_ V1255 | V16
5 5 J5 5 5 5
V625 | 4
=+/5— —+g
4
= V5-5+5
2
2. NCANCE
Solucién
2 _ 2(V2+v/3)
V2-v3  (V2-V3)-(v2+V3)
_ 2v242/3
V2)*-(3)’
_ 2324243
T 2-3
_ 2V2+4243
=
=—2v2-2V3
3 ___2
" V2+45-43
Solucién
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1° En el denominador se asocian las dos primeras raices en un paréntesis

(VZ+ V5) - V3

2° Se determina el conjugado del denominador

(VZ+ V5)++3

3° Se amplifica la fraccion irracional por el conjugado del denominador, teniendo

presente que el primer  término estd compuesto de dos sumandos (los que se encuentran
entre paréntesis).

4o 2 _ 2[(VZ+ V5)+43] _ 26z EnE] _
rVe-B T [(E Ve - v Har Vo) + v ] .  (Varver-s

5° Se desarrolla el cuadrado del primer término del denominador:

2[(V2+V5)+v3] _ 2[(V2+V5)+V3] _ 2[(V2+V5)+V3]| _
(V2+v5)’-3  2+2V10 +5-3  4+2V10

6°  Sefactoriza, se simplificay se obtiene:

2[(V2+V5)+V3] _ [(V2+V5)+V3] _

22+V10)  (2+vV10)
7°  Se amplifica, nuevamente, por el conjugado del denominador
[(VZ+v5)+v3] _ [(V2+5)+V3]- (2-Vv10)
(2+vi0) ~  (2+v10) (2-10)
_ |2+ V5)+v3]-(2-v10)
B 4-10
_ [(z+V8)+V3]- (2-v10)
-6
_ _ (24 V5)+v3]- (2-vi0)
6
. 2  _ _ [(\/E+\/§)+\/§](2—\/W) _ 3v2-2V3+/30
a \/i+\/§—\/§_ 6 - 6
Ejercicios

3—\/ﬁ+\[§
1, — N3

V3
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1.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Indicar la propiedad, de las operaciones de los numeros reales, que hace verdadera la
siguiente igualdad:
a) 10 + (=3)= (=3)+ 10
b) 11 (5++81)=55+11V81

C) 12.15=1

0 i+ (=0
] ( o=
f 35-(73)=(35-7)3
Resp.: a) conmutatividad b) Distributividad
C) Existencia elemento inverso multiplicativo
d) Existencia elemento inverso aditivo

e) Existencia elemento neutro aditivo
f) Asociatividad

2. Calcular:
1 1 31
— - (-6—-1)-= Resp.: ——
(—36) 3 +3-(—6 ) c esp >
3. Simplifique y exprese el resultado en forma decimal:
1
(-3) poc . 484
T, esp.: 191
-1-%
~ -8
4. Convierta los siguientes niameros decimales a fraccion:
a) 0,612 Resp.: %
b) 1,18 Resp.: B

11

o

Calcule el valor de:

11\, 13 121
a) [1+E_(E) +(E)] Resp..a

-3
N1 \2]°
0 {697 +0) ] Resp.: 1
6. Determine el valor de: x2-2Y -3*-y3 sabiendoquex =1, y=—-2. Resp.: —
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7. Encuentre el valor de:
n-1/3 -1 -1/2 13 13 58 1y 71 a1 . 31 075
@ +60) -0 (9 +@ Q) oy
1
Resp.: 3
8.  Efectle las siguientes operaciones
04-41403-32+0,1-1073 Resp.: .= =13343
9. Sefale a qué conjunto pertenecen las siguientes raices:
(R: N2 reales; C:N25complejos)
a) V2 Resp.: R b) V-2 Resp.: R
41 o 1
c) 3 Resp.: R d) —3 Resp.: C
e)V2++vV—-3 Resp.: C f)V2+3Y=3 Resp.: R
10. Reduzca términos semejantes
a) avb — 3aVb + 3Va2b — Va*h? Resp.: 0
b) 3v7 + 2v/28 — 6163 Resp.: /7
11. Efectle las siguientes operaciones:
(3V6 + 5v8 — 2v2): 42 Resp.: V3 +2
12. Exprese en forma de una sola raiz.
a) VA5 Y5 Resp.: *3/3
b) 3v3V3 Resp.: 3327

13. Racionalice las siguientes expresiones:

1
a) 2443
b)

1
V2 +7 -8

2vV2+v3-6+33
—2 (V7 +2)

Resp.:

Resp.:

14. Realice las siguientes operaciones y simplifique al maximo

a) =V24+ V8% V96 + V-128 +
b) (V2+ V2-32)- (V2+ 2)

%\/150 — 3243

Resp.: 11—5\/5
Resp.: 2+ %/32 + V256 — V4
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15. Utilizando propiedades de las raices, simplifique al maximo la siguiente expresion:
1
4 121\2
V5 11\F (_5)
’—(72 s2) [1 /
32 22

16. Los siguientes numeros estan escritos en notacion cientifica. Escribalos en notacién
estandar (normal).

Resp.: /5

a) 7,65 - 10° b) 68 - 10° c) 9,3 - 107
d)5 - 10* e) 25 - 10" )72 -107°
g) 47 -10° h) 2,61 - 10°
Resp.: a)765.000 b) 6.800 ¢) 93.000.000 d) 50.000
e) 0,25 f) 0,072 g) 0,000047 h) 0,00000261

17. Escriba los siguientes nimeros en notacion cientifica

a) 93.000.000 b) 68.000 ¢) 160.723,4

d) 7.281,3 e) 0,08 £)0,7

Resp.. a)9,3-107 b) 68-10% ¢) 1,607234 - 105
d) 7,2813-103 e) 8-1072 f) 7-1071

18. Usando la calculadora cientifica, realice las siguientes operaciones y exprese el
resultado en notacion cientifica

a) 9.800.000 - 4.500.000 b) 2.540.000 - 1.900.000
c) 8.100.000 - 6.500.000 d) 5.260.420 - 2.682.521

€)2: 5.687.945.122 f) 6 : 6.897.254.211

Resp.: a) 4,41-1013 b) 4,826-10"2 c) 5,265 - 1013

d) 1,41118712-10  ¢) 3,516-1071° £)8,6991 10710

19. Realice las siguientes operaciones y exprese el resultado en notacion cientifica
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@) (252 - 107y : (42 - 107) b) (4,1 - 10%)- (2 - 10%)

c) (6 - 10%) - (2,2 - 10°) d) (3,2 - 10%): (0,16 - 10%)
Resp.: a) 6-10° b) 8,2-10°
c) 1,32+ 108 d) 2-1075

20. Exprese en notacion cientifica y calcule:
600003 - 0,00002*
1002 -72000000 - 0,00025

Resp.: 1,5-10%2 = 150

21. Complete lo siguiente, justificando claramente:
a) Lasumade0,17 +0,12 es:

b) La fraccion _1—21 es equivalente a:

c) Los numeros primos que son divisores de 3146 son:

d) Elmcmentre3,7,9,14y 21 es:

e) EIMCD entre 123y 6 es:
f) R esdenso porque

Resp.: a) 0,293 b) —%, —g,
o 211,13 d) 126 e) 3

f) hay infinitos reales entre dos numeros reales.

22. Complete las siguientes proposiciones colocando la relacion
corresponda: <, <>, > =, Justifique su respuesta

a) sin>0entonces 2n______—7n
b) si a > Oentonces =2 __i
a 2a
c) six<0entonces 2x__ 3x
d) siy <0 entonces -2y __—5y
Resp.: a) > b) < c) > d <

23. Si mespary n es impar, ;qué puede decir de (m+n) y de (m-n)?

Resp.: (m+n) es impar, (m-n) es par
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UNIDAD Il EXPRESIONES ALGEBRAICAS

La Unidad de Expresiones algebraicas considera seis secciones fundamentales, de
modo de capacitar al alumno para que reconozca y aplique correctamente la operatoria
algebraica, necesaria como conducta de entrada en las diferentes asignaturas de su carrera.

Se indican en cada una de ellas, definiciones, ejemplos, ejercicios desarrollados y/o
propuestos con el objeto que el alumno desarrolle la capacidad de expresar las ideas escritas
en forma clara y precisa.

Las secciones donde se desarrollan los contenidos de esta unidad son:

Expresiones algebraicas y términos semejantes.
Polinomios.

Operaciones con expresiones algebraicas.
Factorizacion.

Expresiones racionales y su operatoria algebraica.
Operatoria algebraica con radicales.

o gk wbdpE

2.1. Expresiones algebraicas y términos semejantes

Una Expresion Algebraica es una combinacién de ndmeros y letras que representan
numeros reales unidos entre si por las operaciones fundamentales de la aritmética
(adicion, sustracciéon, multiplicacion, division, potenciacion y radicacién) o una
combinacion de ellas.

Ejemplos

1) 2avx — 5x + 3x%a 2) %xz +x71 3) 4ab? — 3a%b
3

4) 1+ x3+x2+x° 5)53%+;—§+x2y‘2

Para las expresiones algebraicas son validos todos los axiomas y propiedades de los
nameros reales.

Cada parte de una expresion algebraica separada por la adicion o sustraccion, es un término
de la expresion.
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Observaciones

a) Cada Término puede constar de un factor numérico llamado coeficiente y de factores
literales.

Ejemplo
El término 3a3x? tiene como factor numérico a 3 y como factores literales a a3x?.

b) Si el término tiene el factor numérico 1, no lo escribimos.

Ejemplo
En lugar de 1-ax? escribimos ax?.

e Evaluacién de expresiones algebraicas

Evaluar una expresion algebraica es determinar su valor, para valores dados de los
factores literales. Para obtener el valor numérico se reemplaza cada variable por el
numero dado.

Ejemplo

1. Evaluar la expresion: 4xy? — 3x2y,six=-2,y=1.
Asi: 4xy? — 3x2y = 4(-2)(L) — 3(4)(1) = -8 - 12 = - 20.
Luego, el valor de la expresion 4xy? — 3x%y, parax = -2,y =1 es -20.

2. El volumen de un cilindro esta dado por la formula V= mr?h, donde r es el radio
de la base y h es la altura del cilindro.
Determine el volumen del cilindro si el radio de la base es 6cm vy la altura es 2cm.
Para obtener el volumen V sustituimos r por 6 y h por 2 en la formula V= rrr?h.
Asi: V=1 - (6)%-2 =72mcm3.

e Términos semejantes
Se llaman términos semejantes a los términos que tienen los mismos factores
literales.

Ejemplos
1. Son semejantes: 2a®b?y V3b%a® ; 5a= ‘bz y 27a 'bz.

2. No son semejantes pq Yy p?q.
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Para reducir términos semejantes se aplica la propiedad distributiva de la
multiplicacion sobre la adicion.

Ejemplo

4xy? —13xy? + 25y%x = (4 — 13 + 25)xy? = 16xy?

e Tipos de expresiones algebraicas.

Una expresion algebraica en la que se han reducido todos los términos semejantes, toma
distintos nombres de acuerdo al nimero de términos.

Una expresion algebraica se llama:

1. Monomio si tiene un término.
Ejemplo: 2x,\/3b? y EXZZ.
2. Binomio si tiene dos términos.
Ejemplo: 2x + 3y, v3b? — 7a.
3. Trinomio si tiene tres términos.
Ejemplo:2a — 3b + 5d, 3x + 2y — 5z.
4. Multinomio si tiene cuatro o mas términos.
Ejemplo:a + b —c + d,1 + 3x — 5x% + 7x3 + x*

2.2.  Polinomios

Se denomina Polinomio real de una variable real, de grado n, a la expresion
algebraica que tiene la siguiente representacion:

P(x) = apx™+ ap_x" 1+ a, px" 2 + -+ ayx® + ax + ag.
Con a, # 0, n € N,.

Donde x es la variable, los a,, a,_1,a,_2, ..., a3, a4,a, son los coeficientes, y
pertenecen a R; a,es el coeficiente principal; aq es el término independiente vy el
grado del polinomio (n) es el mayor exponente de la variable.

Ejemplos
1. T(x) =2+ 3x, esun polinomio de grado 1.
2. R(x)=04—-5x2+x%y P(x) =5x3+2x%2 + 7x + 2, son polinomios de
grado 3.
3. Q(x) =3+ x2 + x5, es un polinomio de grado 5.
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4. S(x) = —2, esun polinomio de grado cero. Polinomio constante.
5. H(x) = 0, polinomio nulo, no tiene grado.

Observaciones

1) No son polinomios, por ejemplo:
a) xs—z +2x +x73

b) Ux — x5 + 3x2

2) Existen polinomios en mas variables, por ejemplo:

a) P(x,y) =x?+y%—8x+ 4y — 5. Polinomio en 2 variables, de grado 2.

b) Q(x,y,z) = x2 + y? + 4z% + 7. Polinomio en 3 variables, de grado 2.

c) R(x,y,z) =xz+ 2yz— 1. Polinomio en 3 variables, de grado 2.

d) S(x,y) = 3x2y> + 4xy3 — 7x3y?2. Polinomio en 2 variables, de grado 7 en x e

y.

Nota: El grado de un polinomio en determinadas variables es el de su término (o
términos) de més alto grado en esas variables.

Asi el polinomio S(x,y) es un polinomio de tercer grado en “x”, de quinto
grado en “y” , de séptimo grado en “x e y” puesto que el término de mayor

grado es 3x2y>®.

2.3. Operaciones con expresiones algebraicas

2.3.1. Adicién y Sustraccion: Para sumar o restar expresiones algebraicas, se suman o
se restan términos semejantes. En éste tipo de operaciones se utilizan los
Ilamados signos de coleccion o de agrupacion. Los signos de coleccion mas
utilizados son: los paréntesis, los corchetes, las llaves y las barras.

Ejemplos

1. a+(b—c)=a+b-c
2. a—(b+c)=a—-b-c
3. -la-b—{a—-b—a—(—a—b—-a)}]—-b=a

Ejercicios

L 2e—4(b—c)-2b]—13(0,5(b—%) - 2[2c - 0,75 (b - X)]y =

5

Y

2. Sean los polinomios: A: 3x* — 5x% + x — 1,
B: 2x* + x3 —2x + 3, C:4x3 —x*>+7, D:3x?% —4x + 2,
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E:x* — 2x3 + 5x, F:—x3 —9x, G: —x*—x?+3x—-09.
Calcular: M=A-{B+C-[D-E—(F+G)]} - x3.

2.3.2. Multiplicacion algebraica: Es la operacién que consiste en obtener una expresion
Ilamado producto, conocidas otras dos, denominadas multiplicando y multiplicador.

Se estudia a continuacion la multiplicacion de expresiones algebraicas, para lo cual lo
dividimos en tres situaciones:

e Multiplicacion de monomios:
En este caso, se multiplican los coeficientes y a continuacién las partes literales

aplicando las leyes de los exponentes.

Ejemplos

1) (2a)(—=5bc) = (2 - =5)(abc) = —10abc
2) (—5x2y3z4)(3x4y728) — _15x6y10Z12
3) (—4a2b‘56_2/3> (—7a~2b7c?) = 28b2c "3

e Multiplicacion de un monomio por un multinomio:
En este caso, se multiplica el monomio por cada uno de los términos del multinomio
y luego se procede como en la situacion anterior.

Ejemplos
1) alb+c—d)=ab+ac—ad
2) 5x*y®(7x%y — 2x*y® + 3x°y3z8) = 35x6y7 — 10x8y*> + 15x%y°z8

e Multiplicacion de multinomios:
Se multiplica cada término del primer factor por el segundo factor, utilizando la
propiedad distributiva.
(a+b+c)-(d+e—f+g)
=a-(d+e—f+g)+bld+e—f+g)+c(d+e—f+g)

Ejemplo
(5x%2 —3x+2x*+6)(3x%> —4x + 2) =
=5x?(3x% —4x +2) — 3x(3x? —4x + 2) + 2x*(3x? — 4x + 2)
+6(3x% —4x + 2)

=5x2-3x%2—5x%-4x+5x%-2—3x-3x%+3x-4x—3x-2+2x*
3x2 —2x* 4x+2x*- 2+ 6-3x2—-6-4x+6-2
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= 15x* — 20x3 + 10x2 — 9x3 + 12x2 — 6x + 6x° — 8x° + 4x* + 18x2
—24x + 12

= 6x°% — 8x° + 19x* — 29x3 + 40x2 — 30x + 12

e Productos Notables

Los Productos Notables son ciertas formas de multiplicacion de  expresiones
algebraicas cuyo producto se obtiene directamente, previa inspeccion de las
expresiones. También reciben el nombre de identidades algebraicas.

Los productos notables mas usuales son:

1. Producto de una suma por su diferencia.
(x+y)(x—y) =x*-y°

Ejemplos
1 (x+V5)(x—v5)=x%-5
2. (2x? +5y3)(2x% — 5y3) = (2x?)%? — (5y3)? = 4x* — 25y°

2. Cuadrado de un binomio.
(x+y)? =x*+2xy + y?

Ejemplos
1 (a+ \/fb)z = a? + 2\2ab + 2b?
(® =3y")? = (x*)* = 2(x)By") + By")? = x° — 6x°y* +9y°

3. Cuadrado de un trinomio.
(x+y+2)?%=x>+y>+2%+2(xy+xz+ yz)

Ejemplos
1. (a+3b—-5c)2=[a+3b+ (=50)]* =
= a® + 9b% + 25¢% + 2(3ab — 5ac — 15bc)
= a? + 9b? + 25¢? + 6ab — 10ac — 30bc

2. (a+2b+4c)® =a?+ (2b)* + (4c)* + 2[a- (2b) + a- (4c) + (2b) - (4c)] =
= a® + 4b? + 16¢% + 4ab + 8ac + 16bc

4. Cubo de un binomio.
(x+ )% =x3+3x%y + 3xy? +y3
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Ejemplos
1. (2x +3y)3 = (2x)3 + 3(2x)%2(By) + 3(2x)(3y)? + (3y)3 =

= 8x% + 3(4x?)(By) + 3(2x)(9y?) + 27y3 =

= 8x3 + 36x2%y + 54xy? + 27y3

2. (a®—3b2)°% = (a3) — 3(a®)?- (3b%) + 3(a®) - (3b2)2 — (3b2)3 =
= a’ —9a°b? 4+ 27a3bh* — 27bh°®

5. Producto de un binomio por un trinomio que da una suma o diferencia de
cubos.

x+x*—xy+y?) =x+y3

x—x*+xy+y?) =x3-y3

Ejemplos
1. (a?+3b)(a* — 3a?b +9b?) = (a?®)3 + (3b)3 = a® +27bh3
2. (x—=2y)(x%+ 2xy + 4y?) = x3 — 8y3

6. Productos de dos binomios con un término comun
(x+a)(x+b)=x*+ (a+b)x+ ab

Ejemplos
1. (x+3)(x+8)=x2+B3+8)x+3:8=x%2+11x+ 24
2. x=7Dx+9)=x>+(-7+9Dx+(-=7)-(9) = x?>+2x — 63

Ejercicio resuelto

Determinar el valor de E = (x2 +v3 —1)(x? —vV3 + 1)(x* — 2v/3 — 4) — x® + 8x*,
aplicando productos notables.

Solucioén:

Efectuando por partes:

(x?+vV3-1)(x2 —=V3+1) =[x2+ (V3 -1)][x* - (V3 -1)]

—xt - (V3-1)°
=x*-(3-2V3+1)
=x*—4+2V3
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= [(x* = 4) + 2V3]

Luego:

(x2+V3-1)(x? =3+ 1)[(x* —4) - 2V3] =
= [(x* — 4) + 2V3][(x* — 4) — 2V3]

= (x* — 0% — (2V3)°
= (x8—8x*+16)—12=x% —8x* + 4
Sustituyendo en el ejercicio:
E=x%—-8x*+4—x8+8x*=14

Ejercicio
Multiplique:
(u+2)(u—2)w?+4)(u* +16)
@ +DE-DEP+1D)(E+ 1D +1)
. (3x + 2y)?(3x — 2y)?
. (a+b)(Va++Vb)(@®+b?)(Va—+Vb)(a* + b*) + b®

N I

2.3.3. Division de expresiones algebraicas.

e Division de monomios: Para dividir dos monomios, multiplicamos el monomio
dividendo por el inverso multiplicativo del monomio divisor.
1 _ 3

Ejemplo: (3x%y) : (5xy?) = (3X’y)e ——5 = —,
Sxy® Sy

e Divisién de un multinomio por un monomio: Para dividir un multinomio por un
monomio dividimos cada término del multinomio por el monomio.

24,3

y' o2y Xy

. X
Ejemplo: (XY’ - 2xy” +x%y) : (xy?) = — -
Xy Xy y

e Division de polinomios en una variable: El procedimiento es el mismo que
utilizamos para dividir dos nimeros enteros.

Para realizar la divisidn entre dos polinomios se procede en la forma siguiente:

1° Se ordenan los polinomios segun potencias descendentes de la variable.
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2° Se divide el primer téermino del dividendo por el primer término del divisor. El
resultado es el primer término del cociente.

3° Se multiplica el divisor por el primer término del cociente. Se obtiene un
polinomio.

4° Este polinomio se resta del dividendo, obteniendo otro polinomio denominado
resto.

5° Para determinar el segundo término del cociente se repite el mismo
procedimiento anterior, teniendo ahora como dividendo el resto.

6° Se sigue la division hasta obtener un resto que sea cero o de grado inferior al
grado del divisor.

7° Si el resto o residuo es cero, se dice que la divisidn es exacta.

Ejemplo Se quiere dividir (2x*+ 10 +10x° +6x) : (2+ X?)

1° Se ordenan los polinomios segiin | (10x>+2x° +6x + 10): ( X°+2)
potencias descendentes de la
variable.

2° Se divide el primer término del | (10x*+2x® +6x + 10): ( x°+2) = 10x°
dividendo por el primer término del
divisor. El resultado es el primer
término del cociente.

3° Se multiplica el divisor por el | (10x>+2x® +6x + 10): ( x°+2) = 10x°
primer término del cociente. Se

5 3
obtiene un polinomio. -(10x°+20x°)

Este polinomio se resta del
dividendo, obteniendo otro -18x3+6x+10
polinomio denominado resto.

4° Para determinar el segundo | (10x°+2x° +6x + 10):( x°+2)= 10x°-18x
término del cociente se repite el 5 3
mismo  procedimiento  anterior, =(10x"+20x

teniendo ahora como dividendo el -1853+6x+10

resto obtenido.
- (-18x3-36x)
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42x+10

5° Se sigue la division hasta obtener | Cociente:  10x°-18x
un resto que sea cero o de grado _
inferior al grado del divisor. Resto: 42x+10

Grado(resto) < Grado(divisor)

Importante
La divisidn esta bien realizada si se cumple lo siguiente:
Dividendo = (divisor) e (cuociente) + resto
Grado(resto) < Grado(divisor).
Ejemplo
Apliquemos lo anterior para dividir los polinomios (-2x-21+3x%) por (x-3).
Solucioén: Para resolver el ejercicio ordenamos los polinomios, y luego tenemos:

(3 - 2x - 21): (x - 3) = 3x +7

- (3% - 9x)
7x -21
- (7x -21)

0
La division es exacta, el resto es cero y el cuociente es (3x+7).

2
Luego: w = 3x + 7, o0equivalentemente:
X p—

(B3x? - 2x - 21) = (3x+7)(x-3)

Ejercicio

Siguiendo el procedimiento anterior divida (15y° + 7 - 19y?) por (3y? -2 -5y).
Indique cociente y resto.
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Algoritmo de la division

Sean, P(x) un polinomio de grado n > 1y D(x) un polinomio de grado m,
con 1 < m < n. Entonces existen polinomios unicos Q(x) y R(x) que cumplen la
propiedad:

P(x) = D(x) - Q(x) + R(x), donde grado(R(x)) < grado(D(x))
Observacion

1. Si p(x) es el dividendo, d(x) es el divisor, g(x) es el cociente y r(x) es el resto,
entonces podemos escribir:

r(x)

PO) =q(x) + —=, simultiplicamos por d(x) obtenemos:
X

d(x) d(x)
p(x) = q(x)ed(x) + 7(x)
2. Sir(x) =0, entonces p(x) = q(x) « d(x).
Esto ocurre cuando g(x) y d(x) son factores o divisores del polinomio p(x).

O bien, decimos que: p(X) es divisible por q(x) y por d(x).

Ejercicios
1. Divida:
Q) (-24x°%y*2%) 1 (-6x'2%)
b) (3x*- 6x° + 72X) : 6X°
c) (2ab®-3a’+5b% : 7b%°
d) (m*-5m+6):(m-2)
e) (6x°-13x3+5x +3 -4x* +3x* )1 (3x*-2x -1)
1 1
f) (3a®- Za’+ =):(3a +1
) ( 3 9) ( )

n+l

g) (X" +x"):(x"-2) ,conneN,n =1

2. Obtenga el cociente y el resto en las siguientes divisiones:
a) (6x* —4x>=3x" —1)+(x* +2x-1)

b) (x* +1)+(x* +x+1)
c) (4x* +2x° —6x* —10x) +(2x+3)

80



d) (X+2xX° +xX°+2x* +xM) = (x* +2)
e) (2x° —x* +3x* +5)+(3x* —1+2x)
f) (X' =x®+x+3)+(x-2)

f) (3x*—5x+2)=(x+2)

g) (3x* —10x* +12x — x> +15) =+ (x—3)

h) (27x* —6x* + x+15) =+ (3x —1)

Divisién Sintética

Sean P(x) =apx"+an_x" 1+ -+ax?+a;x+a, a;€R, a,#0, un
polinomio de grado n, polinomio dividendo y D(x) =x —a un polinomio de
grado 1, polinomio divisor. Por el algoritmo de la division P(x) = (x —a) - Q(x) +
R(x), donde Q(x) es el polinomio cuociente de grado (n — 1) y R(x)es el resto.

Para determinar el resto y los coeficientes de Q(x), podemos utilizar el método de la
divisién sintética, también llamada regla de Ruffini que consiste en:

1. Ordenar P(x) en potencias decrecientes de x, completando todos los términos
faltantes con ceros como coeficientes.

2. Escribir en una linea horizontal todos los coeficientes de P(x). Ubicar "a" al
lado derecho de la primera fila.

3. Bajar el coeficiente principal a, a la posicion de una tercera linea horizontal,
(bn).

Multiplicar a,, por a 'y colocar el producto sobre una segunda linea horizontal
bajo el segundo coeficiente a,,_;.

Sumar a,_; Yy el producto a, -a, colocando esa suma (b,_;) en la tercera
linea.

4. Multiplicar b,_, por a y colocar el producto en la segunda linea debajo de
a,_». Sumar a,_, Yy el producto b,_; - a, colocando dicha suma (b,,_,)en la
tercera linea.

5. Continuar de esta manera hasta que el producto de b, y a esté colocado en la
segunda linea, abajo de a,.

Cuando a, y el producto b, - a se suman, el resultado es el residuo R; este se
coloca en la tercera linea y el proceso se detiene.

Asi obtenemos:
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R(x):bo ’ y

Q(x) = by + byx + b3x? 4+ --- + b,x™1 un polinomio de grado (n — 1).

Ejemplos

1. Determinar el cociente q(x) y el resto r(x) cuando
p(x) = x* + 2x3 — 6x + 1 es dividido por (x — 2).

Solucion: Aqui, p(x) = x* 4+ 2x3 + 0 - x> — 6x + 1 y ordenamos el trabajo como

se indica:

1206 1
2 8 16 20

1 48 10 21

Por lo tanto, el cociente es: q(x) = x3 + 4x? + 8x + 10 yel resto es:
r(x) =21

2. Usar division sintética para determinar el cociente g(x) y el resto r(x) en la
division (6x* — x3 — 42x? + 50 + 15x) : (x — 2)

Solucién: Ordenemos el polinomio p(x) en potencias decrecientes de X,
(6x* —x3 —42x% + 15x + 50) : (x —2)y efectuemos la division
utilizando Regla de Ruffini:

6 -1 -42 15 50
12 22 -40 -50
6 11 20 25 0 |

Por lo tanto, 7(x) =0y q(x) = 6x3 + 11x2? — 20x — 25

3. Usar division sintética para determinar el cociente g(x) yel resto r(x) en la
division (8x% +4x3+8x+x*+3):(x+1)

Solucion:
a) Ordenamos los polinomios

(x*+4x3+8x%2+8x+3):(x +1)
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Nota: En este caso el divisoresx +1=x—(-1) ~a=-1

b) Utilizamos division sintética:

14 8 8 3[-1]
1 -3 5 -3
13 5 3 0

2r(x) =0 y q(x) =x3+3x%+5x + 3.

4, (2x2-3x—-9):(x—3)
2 -3 93
6 9

2 3@{

rx) =0, qx)=2x+3

5. (5x3 —14x+3):(x — 2)

5 0 -14 3 [2]
v 10,20 12
5 10 6 77 15

r(x) =\‘15 ,

q(x) =5x2+10x + 6

6. (x3—27):(x+3)

10 0 -27[-3]
3 9 27
1 -3 9 -54Y

A
r(x) = =54

qx) =x2—-3x+9

7. 30x?+53x+4+21:5x+3 =

Determine cociente y resto de la division anterior, usando division sintética.

30 53 21 [-3/5]
18 -21

30 35 0 |-1/5

r(x) =0
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1
q(x) = §(30x +35)=6x+7

O bien:
i, 30x% +53x + 21 = (x — =) (30x + 35)
= (x+ ) 5(6x +7)
5x +3
= ( ad ) 5(x+7) =
30x2 + 53x + 21 = (5x + 3)(6x + 7) Factores del polinomio
~qx)=6x+7
ii.  Otra forma:
3
30x2 +53x + 21 _ (x + g) (30x + 35)
5x +3 B 5x+3
(x+3)5(6x +7)
. 5
- 3
5(x+7)
=6x+7

Asi: 30x% +53x + 21 = (5x + 3)(6x + 7)

8) Determine cuociente y resto de (5x3 — 14x +3):(x —2) =

Solucion.
Podemos proceder de 2 maneras:
a) Ordenamos los polinomios y utilizamos el algoritmo de la division:

5x3—14x+3:x—2=5x2+10x+ 6
-5x3 + 10x? d(x) q(x)
10x? — 14+ 3
—10x?% + 20x
6x + 3
—6x + 12
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15 — r(x)

5x3 —14x + 3 5 15
= (5x*+10x+6) + —
x—2 x—2

b) El proceso de division puede simplificarse cuando el divisor es de la forma (x — a),
utilizando Regla de Ruffini:

x3 x* x ind.“a”

5 0 -14 3 [2]

10 20 12
5 10 6 15
x?> x ind. resto

En ambos casos se tiene: Q(X)=5x%+10x+6 , R(x)=15

Observacion
Si p(x) : (x-a) =q(x) ,entonces  p(x) = (x-a) - q(x) + r(x)
r(x)
Luego: p(a) = (a-a) - q(x) + r(x)
p(@) =0 +r(x)

p(a) = r(x), donde “a” eslaraizdex-a= 0, x=a.

Teorema del Resto: El resto de dividir un polinomio p(x) por (x-a) es p(a).
En nuestro ejercicio: r(x) = p(2) = 5(2)% — 14(2) + 3=5-8-14 243 =
=40-28+3=15

~r(x) =15

Ejercicios
Utilizando division sintética, determine el cociente y el resto de:

1) 2x*+3x3 —4x%2+5x+6):(x + 3)
2) (Bx*—7x—20):(x—2)
3) 2x*—3x3—20x?—6 divididopora)x —4 b) x+3
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4) (30x2+53x + 21): (5x + 3)

2.3.4. Cuocientes notables.

x? — a? x% —a?
1) =x—a , =x+a
Xx+a X—a
x3 —a3 5 5 x3+ad 5 5
2) =x“4+ax+a , =x“—ax+a
xX—a Xx+a

Observacion:
1) x? — a? es divisible por (x — a) y por (x + a)
2) x3 — a3 es divisible sélo por (x — a)
3) x3 + a3 es divisible sdlo por (x + a)
4) x? + a? no es divisible por (x + a) ni por (x — a)

Otros cuocientes importantes

x"—a™

A) De la forma: — N EN
Su forma es:
X" — gt
—;——2r-=.x"‘1+-ax"‘24—a2x"‘34—~-+—a"‘2x—ka""1

El resultado tiene “n” términos y el mayor exponente de x es un grado menor que el del
dividendo, las potencias de x decrecen y las de a crecen.

Ejemplo:
x°-1 4 3 2
D) F=x"+x"+x"+x+1
3_ 3_93
2) o= =x 42 +4
x4—1 _ 3 2
3) T =x+x"+x+1
4_
4) xx_f=x3+x2-2+x-22+23 =x3+2x?+4x+8
27x3-8y% _ (3x)%-(2y)% _ 2 2 a2 5
5) Tz = iy = B0+ (30)(2y) + (2y)? = 9x” + 6xy + 4y

x n

n_
,mMeN
x+a

B) De la forma:

p(x) = x™ — a™ es divisible por (x + a) s6lo si “n” es par; en los deméas casos no es

divisible por (x + a).
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n_,n

Si n es par, se tiene que: xx+z =x"1 - qx"2 4 q2x" 3 — .. — gL
Ejemplos:
4 4
X" —a
1) =x3—ax?+a*x—a
xX+a

16a* —b*  (2a)* — (b)*
2a+b  (2a)+b
= 8a® — 4a?b + 2ab? — b3

= (2a)® — b(2a)? + b*(2a) — b3

C) De laforma: % ,mMEN
p(x) = x™ + a™ nunca es divisible por (x — a).

Ejemplos:
x2+1
1) —1 ; jnuncal
100 |1 1 |
1 1
1 1 2 Pr(x)=2+#0

5 x3 +27
) x—3
1 /0] 0|27 3 |
319 |27
1 | 319 |54 r(x)=54+0

n n
D) Delaforma: == neN
x+a

p(x) = x™ + a™ es divisible por (x + a) so6lo si “n” es impar.
Luego, se tiene:

x™ 4+ a™

= x" 1 gx™ 2 4 g2x" 3 — o 4 g1
x+a

Ejemplo:
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8x3 +125y%  (2x)* + (5y)°
2x+5y  (2x)+ (5y)

= (2x)? — (5y)(2x) + (5y)? = 4x? — 10xy + 25y?

2.4. Factorizacion

Factorizar una expresion algebraica es descomponerla en factores.

2.4.1. Métodos elementales y directos para factorizacion

e Factor comun: ac+af =a(c+f)

Donde a es una expresion algebraica que puede ser monomio, binomio o
multinomio.

Ejemplos

Factorizar las siguientes expresiones:

1. 4x* +5x% = x%(4x% +5)
2. xX3(x+y)+5xy(x+y) = (x +y)(x3+ 5xy) = x(x + y)(x? + 5y)

3 mint+m3nd +m¥in?+mEin=m3nmP+n?+n+ 1) =mdn(n+ 1%+ 1)

e Diferencia de cuadrados: a* — b* = (a — b)(a + b)
Luego, la diferencia de dos cuadrados es igual al producto de la suma de las bases
por su diferencia.

Ejemplos
Factorizar las siguientes expresiones:

1. m? —4n? = (m — 2n)(m + 2n)
2. 36a? —49b% = (6a — 7b)(6a + 7b)
3. 25x* —16y° = (5x% + 4y3)(5x% — 4y3)
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e Trinomio cuadrado perfecto:

Un trinomio es el desarrollo del cuadrado de un binomio, si hay dos terminos
que son cuadrados perfectos del mismo signo y el tercer término es el doble producto
de las bases de los términos.

Asi a’ + 2ab + b* = (a + b)?

Ejemplos
Factorizar las siguientes expresiones:

1. x2+14x +49 = (x + 7)?
2. 4a* —20x + 25 = (2a —5)?
3. 9a% — 12ab + 4b* = (3a — 2b)?

e Otros trinomios:

i) x2+(a+b)x+ab=(x+a)(x+b)

i) acx®+ (ad + bc)x + bd = (ax + b)(cx +d) ,0 ax? + mx +n.
Se reduce a un polinomio de la forma x? + px + g haciendo

ax?+bx +c= %(ax2 +bx+c) = %(azx2 + b(ax) + ac) que se factoriza

como i).
Ejemplos
Factorizar las siguientes expresiones:
1. x% + 4x — 21.
Desarrollo: x? +4x —21= x24+(7-3)x+7-(-3)= (x+7)(x — 3)
2. 6x%+ 11x + 3.

Desarrollo:

6 1
6x? +11x + 3 = g(6x2 +11x + 3) = g[(6x)2 +11(6x) + 6+ 3)

= 2 [(60)? + 11(60) + 18)] = Z[(6x) +9][(6) + 2]

1
=23 +3)-2Bx +1)

Finalmente se tiene la factorizacion:

6x%2+ 11x+ 3 = (3x + 1)(2x + 3)
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3. 2x2+x—-3=2x+3)(x—1)

Desarrollo: 2x? + x — 3 = %(sz +x—3)==[(2x)> + (2x) — 2-3)

N |-

= [0 + 20~ 6)] =3[(20) +3][(2) 2]

=%-(2x+3)-2(x—1)

Finalmente, 2x* +x -3 =(2x+3)(x — 1)
Ejercicio
Factorizar la expresion: 15x% + 19x — 10

e Sumay diferencia de cubos:
a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b?)
a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)

Ejemplos

Factorizar las siguientes expresiones:
1.m3—125 = (m —5)(m? + 5m + 25)
2.8a%+27 = (2a+3)(4a* —6a+9)

3.a3 +8b3 = (a + 2b)(a? — 2ab + 4b?)

e Sumay resta de téerminos (Completacion de cuadrados):

A veces es Util sumar y restar un mismo término con el objeto de convertir la
expresion, que se desea factorizar, en otra equivalente en la cual aparezca un trinomio
que es cuadrado perfecto.

Ejemplos

1) a*+4 = (a%)?*+22 , sumando y restando 4a?.
= (a?)? + 2% + 4a® — 4a?®
= (a? + 2)? — 4a? , diferencia de cuadrados
=(a?+2—-2a)(a* + 2+ 2a)

2) 36z* +15z2+4 =
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Para hacer el cuadrado perfecto (6z% + 2)? necesitamos tener 24z% en la
expresion dada, para ello se debe sumar y restar 9z2, ya que 24z2 — 15z2% = 9z

5 36z% + 1522 + 4 = (62%)% + 22 + 1522 4+ 922 — 977
= (36z% + 24z% + 4) — 927
= (622 +2)? — (32)?
= (6z%2+ 2+ 32)(6z> + 2 — 32)

e Agrupacion de términos o Combinacidn de los métodos anteriores.

Se buscan factores comunes que pueden ser monomios, binomios o multinomios. En
caso de no haber algun factor comdn, se agrupa convenientemente tratando de que
aparezca algun factor comun y luego se factoriza aplicando los métodos anteriores, segun
corresponda a la expresion.

Ejemplos

1. Factorizar la expresion:
a’x —ax? — 2a*y + 2axy + x3 — 2x%y

Desarrollo:

Vemos que no existe factor comdn alguno a simple vista, entonces tendremos
que agrupar convenientemente:
a’x —2a’y — ax? + 2axy + x3-2x*y=

a’(x — 2y) —ax(x — 2y) + x?(x — 2y) =
(x — 2y)(a? — ax + x?).

Luego,
a’x — ax? — 2a*y + 2axy + x3 — 2x%y = (x — 2y)(a® — ax + x?).

2. Factorizar la expresion:
x* —xy3 —x3y + y*
Desarrollo:

xt—xy? =y +yt =t —xy®) - Py —yh)
=x(x® —y°) —y(x® - y%)
= (- -y%)
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=@ -y —-y)x*+xy+y?)
=@ —-y)P*+xy+y?*)

Luego,
xt—xy =Py +yt= (x- PP +ay+y?)

3. Factorizar la expresion: 2a* + 2a + a3 + 1 + a® + a?=

Desarrollo:

2a* +2a+a®+1+a’®+a?=
=2a(@+1)+@+1)+a%@+1)
=@@+1)QRa+1+a?
=(a+1)(a®—-a+ 1)(a+1)?

4. Factorizar la expresion:

x7 +27x* —x3 =27
Desarrollo:
x7 4+ 27x* —x3 =27 = x*(x3 + 27) — (x3 + 27)

=3 +27)(x*—1)
=(x+3)x?-3x+9D*-1)(x2+1)
=@x+3)x?-3x+9D(x—Dx+1D(x*+1)

Ejercicio

Factorizar la expresion: x8y — 64x2y”’

Observacion

Existen expresiones algebraicas que no se pueden factorizar en R y sin embargo son

factorizables en C.
Luego, siempre es necesario especificar con respecto a qué conjunto se desea

factorizar.

Ejemplo
1) a® + b? no es factorizable en R, pero en C si lo es.
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2)

2.4.2.

a® +b* = a® + (i*)(-=b?)
— a2 — 22
= (a + bi)(a — bi)

Factorizar x* —y*en C:

xt—yt = -yH? +y?)
= (x—y)x+y)x —y)(x+ yi)

Factores y divisores de un polinomio

Si un polinomio p(x) se puede expresar como el producto de los polinomios q(x) y
s(x) , entonces g(x) y s(x) se llaman factores o divisores de p(x).

: _ q(x)es factor o divisor de p(x)
Sip(x) = q(x) - s(x) entonces {s(x)es factor o divisor de p(x)
Observacion

Factorizar un polinomio es descomponerlo en factores que a su vez sean
polinomios.

Por lo tanto, no es factorizar polinomios el descomponer el polinomio en producto
de expresiones algebraicas que no sean polinomios.

Ejemplos
. x—1=(Hx-1)(Vx+1)
En este caso, x — 1 esta expresado como producto de expresiones algebraicas
gue no son polinomios.

Por lo tanto, el producto (vx —1)(v/x +1) no es una factorizacion del
polinomio x — 1.

i x?4+2=2(x3+2x)

En este caso, el polinomio x?+ 2 esta expresado como producto de

. . . . .01 —
expresiones algebraicas pero, no esta factorizado ya que la expresion =X 1
no es un polinomio.
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2. El problema de factorizar un polinomio cualquiera puede resultar muy complicado y
equivale a encontrar las raices del polinomio, lo que no siempre se consigue de
manera elemental.

Raices racionales de un polinomio con coeficientes enteros

Consideremos el polinomio:
p(x) = apx™ + ap_1x" 1+ - ayx + aq

Si un namero racional r = s, esta escrito en su minima expresiéon y r es una raiz de

p(x) = apx™ + a1 x™ 1 + - ayx + a,, entonces p es un factor (divisor) de a, y g es un
factor (divisor) de a,,.

Observacion: Si en p(x) se tiene que a,, = 1, entonces todas las raices racionales seran
nameros enteros.

Ejemplos

1) Encuentre las raices de p(x) = 5x° — 4x°> — 41x* + 32x3 + 43x%2 — 28x - 7,
posteriormente efectle la factorizacién del polinomioen Q .

Desarrollo:

En este polinomion = 6, de modoque a, = ag =5ya, =—7

Los factores de a, son: +1,+7 y los factores de a,, son:+1, +5

=~ Cualquier raiz racional debe estar entre las siguientes combinaciones:
_p—factordea, @~ 1 1 7

r_q—>factordean ' i1'i5'i7'i5

Se usara division sintética para determinar las raices.

5 | —4|—-41] 32 | 43 | 28] -7 -1 |
-5 9 |32 |-64] 21| 7

5 |-9]-32] 64 | 21| =7 0 |or(x)=0
~1r; = —1esunaraiz

Asi, p(x) = (x + 1) (5x> — 9x* — 32x3 + 64x% — 21x — 7)
Luego, se determinan las posibles raices del polinomio
p1(x) = (5x° — 9x* — 32x3 + 64x%2 — 21x — 7)
Como a, = as =5Yya, = —7, las posibles raices son las enunciadas al comienzo

del ejemplo.
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5 |—9|-32] 64 | —21| -7 1 |
5 -4 | =36 | 28 7

5 | -4 | -36| 28 7 0 Pr(x)=0
~r =1esunaraiz

Asi, p(x) = (x + 1)(x — 1)(5x* — 4x3 — 36x2% + 28x + 7)

A continuacion, se determinan las posibles raices del polinomio
po(x) = (5x* — 4x3 — 36x% + 28x + 7)

Comoa, = a4, =5Yya, =7, las posibles raices son las enunciadas al comienzo
del ejemplo.

5 |—4|-36] 28 | 7 1 |
5 1 -35| =7

5 1 | =-35| =7 0 —,r(x)=0
~r = 1esotraraiz

Asi,p(x) = (x+ 1)(x — 1) (x —1)(5x3 + x? —35x — 7)

Las posibles raices para el polinomio p;(x) = (5x3 + x? — 35x — 7) son:

e -+1+1 +7+7
"TiLa5 T TE TS
5 1 |=-35| =7 1
-1 0 7
5 0 | =35 0 [»r(x)=0
-'-rz—g es raiz de p(x)

ap() = (x4 D=1l —1) (x + %) (5x2 — 35)

5x2 = 35 - x2 = 7 » x = ++/7 raices irracionales

La factorizacionen Q es: p(x) = 5(x + 1)(x — 1)? (x + %) x2=7)

Las raices son: r = 1, de multiplicidad 2; r =-1, r = —é de multiplicidad 1.

2) Determine las raices de: x> —3x —2 =0

1
=~ p(x) = x3 — 3x — 2 = posibles raices: r = iI' +— ,yaque
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1 0 | -3 ] -2 1 |
1 1 —2
1 1 -2 | =4 rkx)=-4
~ x = 1noesraiz
1 0 | -3 | =2 -1 |
-1 ] 1 2
1 -1 | -2 0 |»r(x)=0

1 1 0 |-»r(x)=0
s X = 2 esunaraiz

ap)=x3-3x—-2=(x+1DxEx-2)x+1)
Las raices son: r = 2 de multiplicidad 1 yr = —1 de multiplicidad 2.

3) ¢Como determinar las raices racionales del polinomio
p(x) = x* +x3 +x? + 11x + 10?

En el polinomio dado p(x), observamos que a, = a, =1ya, = 10
Las posibles raices del polinomio son : +1, +2,+5,+10. Puesto que
_ p— factor de a
"= — factor de a,’
Asi: r = —1 esunaraiz
1011 [11] 10 [-1]
-1, 0 | —=1] -10
1 0 1 | 10 0
= (x + 1) esun factor yunaraizesr = —1

Sp(x) = (x+ 1) (x3 +x +10)

Compruebe que: r = —2 es otra raiz y luego factorice
p(x) =x*+x3+x?2+11x+10en Q.

Ejercicios

Factorizar en Q:

1) p(x) = 6x* + 8x3 — 9x? — 12x
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Desarrollo:
p(x) = x(6x3 + 8x% —9x — 12) = x(3x + 4)(2x? — 3)

p1(x) = 6x3 +8x% —9x — 12

p {il,iZ.i3,i4,i6,i12}

"= ¥1,42,43,46

Posibles raices racionales:

{+1 1l 02 4s a3 haal e +12}
—_ J—2 )—3 I—6l— I—3l— '—ZJ— J—3 ) —_ ) —_
6 | 8 | -9 | -12 4
3
8 64 148
3 9
6 | 16 | 37 | 30 p@=0
9
l4 £,
* 3 Mo es rafz
6 8 -9 [ -12 ] 4
3
—8 0 12
6 0 -9 0 rx)=0
. 4 {,
* —3 esraiz

p(x) = x(6x3 + 8x%2 — 9x — 12)

=x<x+§)(6x2—9) =6x<x+§)<x2—%>

(e

- Factorizacion en Q: p(x) = 6x (x + %) (xz - %)

3
x) = x% — = = las raices son irracionales
2 2
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-~ Factorizacionen R:  p(x) = 6x (x + g) (x - \E) (x + %)

2) p(x) = 6x3 +5x% —3x — 2.
Desarrollo:

Divisor de — 2 - D(=2) =+1, +2
~ Divisor de 6 D(6) =+1, +2, £3, +6

T =

)

=~ Posibles raices del polinomio son: r = {il, +

N |-
-+
W=

42,42,42

Verifique que las raices son: r = —1, —

N |-
w N

)

2p(x) = (x+1)2 (x+%)3(x—§)

Finalmente: p(x) = 6(x + 1) (x + %) (x — 2) , 0 lo que es lo mismo

p(x)=(+1)R2x+1)(Bx —2)

2.5. Expresiones racionales

Una expresion racional es un cociente de expresiones algebraicas.
Son expresiones racionales, por ejemplo, las siguientes:

a+b 3x%y +5y2 + 2x 2
2a—b’ 3x2+y " a?+ b2

Una expresion racional puede evaluarse solo para aquellos valores de las variables para las
cuales el denominador no se anula.

7a*-3a?

Por ejemplo, evaluar la expresion: ——
a3+1

, paraa = —2

Solucion:
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7(-2)*—3(=2)? 7(16) —3(4) 112—-12 100

(=23 +1 —8+1 —7 7

La expresion racional no esta definida para aquellos valores de las variables en las que el
denominador se anula.

_ _ . _ 4t2+5t-8 )
Por ejemplo, determinar para que valores de t la expresion racional 22t no esta

definida.

Solucién:

Como una expresion racional no estad definida cuando su denominador es cero, se
tiene que resolver la ecuacion: t2 — 4t — 60 = 0

Luego, se tiene:

t2—4t—60=0

(t+6)(t—10)=0

t+6=0 VvV t—10=0

t=-6 v t=10

: . . 4t°+5t-8 e
Finalmente se obtiene que la expresion racional 2 2t—60 no esta definida para
t=-6 y t=10.

Ejercicios

I. Evalué, en el caso de ser posible las siguientes expresiones racionales en el valor

propuesto.
., 82220 7
)32 —6ax8 ' %773
,, _6b+11 b s
) bz35p—50 =
36x2—5x+14 3
2x2—3x—20 ' YT 72
2
ye+2y+1
g2 T2 T =10
) y2% — 25 7

Il. Determine para qué valores no esta definida la expresion dada:

99



5x2+13x — 6 2a* 4+ 8a? — 10

1 2
) (x2 —2x+1)(x2 —25) ) a® —16a
3 (t—4)(2t+3) A 1022 + 28z — 78
2t3 — t2 — 15¢ ) 476 — 25z% + 3622

=  Simplificacidon de expresiones racionales

Al igual que en los nimeros racionales, una expresion racional se puede simplificar y
escribir en su minima expresion.

Se dird que una expresion racional esta simplificada si el maximo coman divisor entre el
numerador y denominador es 1. En otras palabras, la fraccion es irreducible o esta reducida
a su minima expresion cuando los términos de la fraccion son primos entre si.

Ejemplos

Simplifique las siguientes expresiones;

1 a—3
) 5a — 15
Solucioén:

a—3 _ a—3 _1
56 —15 5(a—3) 5

Hemos cancelado el factor (a — 3), luego las dos expresiones tiene el mismo valor para
cualquier a # 3

2x3 — 6x% — 36x
x2 —13x + 42

2)
Solucioén:

2x3-6x2-36x _ 2x(x?-3x-18) _ 2x(x—6)(x+3) _ 2x(x+3)
x2-13x+42  (x-6)(x=7)  (x-6)(x=7)  x—7

Vx # 6,yno

estd definida parax = 7.

a3—b3
2 —2ab + b?

3
) a
Solucion:
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a*—b*  (a—b)(a®+ab+b*) a®+ab+b?

@z —2ab + b2 (@ —Db)? a_p  ve#b

Se observa que la expresion original y la simplificada no estan definidas para a = b.

Ejercicio

En las expresiones fraccionarias que se indican a continuacion, determine las restricciones
necesarias para que sean equivalentes.

. 9x?y* 3
) 24a2x3y*  8alxy
) 21a8h10c12 B 21a* a* b b° c?c1° B a*p®c1o
) 63a*bc? ~ 21-3a*bc? 3
75a’m® 3a*
3)

100a3m?n3 _ 4m’n3

15(112b15C20 a
) 75a11p18.22  5p3c2

. a’ —4ab + 4b> (a — 2b)? 3 (a —2b)

) a3 — 8bh3 "~ (a—2b)(a% + 2ab + 4b%)  (a? + 2ab + 4b?)
. x%+4x? —21x  x(x*+4x—-21) (x=3)(x+7) x+7

) x3 —9x  x(x2-9) T (x=3)(x+3) x+3

; a?—a—-20 (a—5)(a+4) (a+4)

) 2= 7a+10 (@a-2@-5 " @-2

8) 6x2+5x—6 _ (3x—2)(2x+3) _ 2x+3

15x2-7x-2  (3x=2)(5x+1)  5x+1

+ Operatoria con expresiones racionales
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Las expresiones racionales se suman, restan, multiplican y dividen de la misma manera que
los nimeros racionales.

e Adicion y sustraccidn de expresiones racionales.
Se presentan dos casos:

a) Cuando las expresiones tienen el mismo denominador.
. A c . .
Si - ¥ 5 sonexpresiones racionales donde B # 0, entonces:

Es decir, se suman y/o restan los numeradores y se conserva el denominador

comdan.
Ejemplos
) 5a2—15+4a2—10_ 5a%2 — 15 + 4a? — 10
)6a+10 6a+10 6a + 10
_9a?-25 _ (3a)?-5% _ (3a+5)(3a-5)
" 6a+10  2(Ba+5)  2(3a+5)
3a-5 5
= ,a F —-
2 3
7b—4 2b*—-5b 7b—4 2b*—5b _7b—4+2b2—5b
2b—8 8-2b 2b—8 —(2b—-8) 2b—8 2b-—8
__2b%+2b—4 _ 2(b%+b-2) _ (b+2)(b-1)
~ 2p-8  2(b-4) b—4
3 3¢ —5c—2 2c¢*+5c+7 (3¢ —5c—2)—(2c*+5c+7)

c2—4c—21 c2—4c—21 c2 —4c—21

3c2-5c¢-2-2¢%-5¢-7 _ ¢?-10c-9
c?—4c-21 T c2-4c-21

b) Cuando las expresiones tienen distinto denominador.
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En este caso debemos buscar el minimo comun maltiplo entre los denominadores
dados, luego amplificar cada expresion racional de modo que tengan el
denominador comun para efectuar la adicion y/o sustraccion.

Ejemplos
1 a+1 a-1
)a—l a+1

Solucion: EIm.c.m.entre (a— 1)y (a+1)es (a— 1)(a + 1), entonces:

a+1l a-1 (a+1D@+1) (a—-1D(a—-1)

a—1 a+1 (a-D@+1) (@+D@-1)
_ (a+1)? (a—1)?
T (a-D@+1) (@+D@-1
_(@+1)’~(a—-1)°
BCERICER)

_(@+2a+1)—-(a®-2a+1) 4a
B a2 -1 T a2-1

z+3 z—1
z24+3z4+2 z24+2z-2

2)
Solucion:

z2+3z+2=(z+1)(z+2)
z2+z-2=(z+2)(z—-1)
i) Podemos proceder en la forma siguiente:
z+3 z—1 z+3 z—1
22+3z+42 z2+z-2 (@z+1Dz+2) GZ+2DE-1

i) EI m.c.m. entre y} es(z—1Dz+1D(z+2)

_ (z+3)(z-1)-(z-1)(z+1)
T (=D (z+1)(z+2)

_z-D[Ez+3)-(z+1)]
- DE+1D(z+2)

_ [@+3)=(z+1)] 2
- (z+1)(z+2) o (z+1)(z+2)

,Vz#1

103



Observacion
Si factorizamos y simplificamos las expresiones, se tiene:

z+3 z—1 _ z+3 z—1
2243242 z2242z-2 (Z+DE+2) +2D(z-1

_ Z+3 _ 1 v 1
D@2 @+ EF
_(z+3)—(z+1) 2
T (z+1)(z+2) o (z+1)(z+2) vz #1

1 3

3) —

2a2+11a—-6 4a?+14a-30

Solucion:

i) Factorizamos los denominadores;

2 -—
> 2a2+11a—6=w

B 2a+12)(2a—1) B 2(a+6)(2a—1)
B 2 B 2

=(@a+6)(2a—-1)

> 4a? + 14a — 30 = (2a)? + 7(2a) — 30 = (2a — 3)(2a + 10)

=2QR2a—-3)(a+5)

i) Determinamos el m.c.m. entre los denominadores.
~ m.c.m. es el producto de todos los factores, es decir:
2(a+6)2a—1)(2a —3)(a+5) = (2a® + 11a — 6)(4a? + 14a — 30)

iii) Restamos:
1 3 1 3

202+ 11a—6 4a®+14a—-30 (a+6)(2a—1) 2(2a—-3)(a+5)

__ 4a”’+14a-30-3(2a%+11a-6)
" (2a2+11a-6)(4a2+14a-30)

4a%+14a-30-6a%-33a+18

" (2a2+11a-6)(4a2+14a—30)
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B —2a%—-19a - 12
" (2a% 4+ 11a — 6)(4a? + 14a — 30)

a 3—a 1

a’?+a-20 a?-6a+8 a?+8a+15

» Factorizamos y determinamos m.c.m.entre los denominadores:
a’+a—-20=(a+5)(a—4)
a’?—6a+8=(a—4)(a-2)
a’?+8a+15=(a+3)(a+5)

~m.cm. (a+5)(a—4)(a—-2)(a+3)

a 3—a 1

a?+a-20 a?-6a+8 a2+8a+15

B a(a—2)a+3)—(a—3)(a+5)(a+3)—(a—4)(a—2)
B (a+5@—4)(a—2)(a+3)

a(@®>+a—-6)—(a>—-9)(a+5)— (a> —6a+8)
(a+5)(a—4)(a—2)(a+3)

a®+a*—6a—a®>—-5a*+9a+45—a*+6a-8
(a+5)(a—4)(a—2)(a+3)

3 9a — 5a® + 37
T (a+5)(a—4(a—-2)(a+3)

e Multiplicacion de expresiones racionales.

Las expresiones racionales se multiplican de la misma forma que los ndmeros
racionales y antes de efectuar la multiplicacion, si es posible, conviene simplificar.

. . A C . .
Es decir, si 5 ¥ 5 sonexpresiones racionales, donde B # 0y D # 0, entonces:

_AC

B-D

(ol )

A
B
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Ejemplos

22a°b* 14ch® _22:14- a®b* - cbh® B 7a3bh10

1 = =

) 8c? 11a? 8-11c?%-a? 2c8

5 x?—x—12 x*=7x+10 (x+3)(x—4) (x—5)(x—2)

)x2—6x+8 x2-9  (x—-4)x-2) (x=3)(x+3)
x?—x—12 x*=7x+10  x-5 et —3x %2 % A)
x?—6x+8 x%2 -9 ~x+3 'V X X T
Nota: Para simplificar, antes de multiplicar, debemos factorizar las expresiones dadas.
3 2t —3t—2 3t?—-19t+6 (2t+1)(t—-2) (t-6)3t—1)

3t2—7t+2'2t2—11t—6_(t—2)(3t—1) t—-6)2t+1)

_2t+1 3t—1 (t+1D@Bt—-1)
T 3t—1 2t+1 Bt-1DQt+1)

Observacion

A continuacion se detallan las factorizaciones, de las expresiones algebraicas.

(2t)2-3(2t) -4 _Q@t-9H@t+1) 22t+ D(—-2)

- 2 _ _ —
i) 2t*—3t—2 > > >

=Q2t+1)(t-2)

(Bt)?-7@)+6 (Bt-6)(3t—1) 3(t—-2)3t—1)

.. 2 _ —
i) 3t*—7t+2 3 3 3

=({t-2)(3t-1)

2 _ _ _ _
iif) 3% — 19t + 6 = (3t) 12(3t) +18 _ (3t 183))(3t 1) _ 3(t 6)3(2t +1)

=({t—-6)3t—-1)

(26)? —11(2t) — 12 B t—-12)(2t+ 1) B 2(t—6)(2t+1)
2 B 2 B 2
=(t-6)2t+1)

iv) 2t — 11t — 6 =

" (6a2b)4 (7c4 )2 _(6012b)4 (7¢4)? __6*a®p* 728
7¢3 9ab2)  (7¢3)* (9ab2)2  74cl2  92g2p4

64'72a8b4C8 34-24-72-a8b4c8

T 74.92g2p4cl2 T (32)2.74g2p4(12
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_2%a% _ 16a®
T 72¢% T 49c¢t

3

5) ( 2a2+2a-40 ) ( a’-5a-50 )4 _
2a2-28a+80 a2+10a+25)

_(2a=-9@+5) (@-10)(a+5)\"
_<2(a—4)(a—10)> ( (a +5)2 >

_ (a+5 )3 _ (a—10)4 _ (@+53  (a=10)*
~ \a—10 a+5 " (a=10)3 (a+5)%
_a—10
" a+5

e Division de expresiones racionales:

. . . A C . .
Procedemos del mismo modo que en Q. Es decir, si - ¥ 3 son expresiones racionales
conB #0, C #0, D=+ 0,entonces:

AC AD A-D
B'D B C B-C
Ejemplos
1 15a—15 a—1 15(a—1) 15a 25 P
) 9a  15a 9a a—1 1
) b4—16_b2+2b_b4—16 b—2 (b*-4)(B*+4) b-2
) b= h=2 B2 B2t (-2 bbbt
__ (b-2)(b+2)(b%+4)(b-2) _ b%+4
o (b-2)2:b(b+2) b
3 a’ —125 a2+5a+25_ a® —125 a?+ 10a + 25

a2 —10a+25 a? +10a+ 25 a?—10a+25 a®+5a+ 25

_(a=5)(a*+5a+25)(a+5)* (a+5)?
~ (a=5)2@?+5a+25  (a—5)
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(2z+4)(z—-1)+5-3z 2224+ 2z—4+5-3z 1

4 (z—2z%2+223%) = .
) 44+ 2z (z =27 +227) 44+ 2z z—2z%42z3

222741 1
T 442z 273 — 272+ 7

_ 2z2—z+1 _ 1
T 22(z+2)(222—2+1) © 22(z+2)

2.6. Operatoria algebraica con radicales

e Simplificacion de expresiones con radicales

Una expresion que contiene radicales esta simplificada o reducida a su forma méas
sencilla si:

No se puede sacar ningun factor del radicando.

No puede reducirse el grado de ninguna raiz.

No hay fracciones dentro del radical.

No hay radicales en el denominador. Es decir, se ha racionalizado su
denominador.

ASRNENEN

Ejemplos

Simplificar las siguientes raices.

1) 4 3/x36y24 — 12 /x36y24 — 12/(x3y2)12 — |x3|y2_

2) V64a?b*- V512a3b® = V/82a2b* - a3b683 = /(22)72a5h10 =
Va7 b72a5b3 = 4b\2a5D3

3) g,\/\/(rn2 —2)54(5n + 3)6 = {/(m2 — 2)27(5n + 3)3

= (m? - Z)Bi/m
= |(m? - 2)3|3/(5n + 3)

5/,12+,3 2
VX z 5 5. _ X
4) == Jx10y=5z75 ==

x2y8Z6
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e Adicion, sustraccion, multiplicacion, division y racionalizacion.

I.  Efectuar las siguientes operaciones y reducir a su minima expresion.

1) V12x +/27x —/48x = V223x + V323x — V243x
= 2v3x + 3V3x — 4V3x = V3x

2) —2Vx-7Vx* = —14Vx - x* = —14Vx5 = —14Vx2 - x2 - x = —14x%/x

0 V([ ) = (- ) = s ()

Xy

_ , *y _
=V =y  x-y

2

4) (\/a+b+\/W—\/a+b—\/W)

:a+b+\/m—2\/(a+b)2—(,/4ab)2+a+ b —4ab

= 2a+2b—2(J(a=D) = 4b

S Ry 36a2 _ 2(Va=b)'+a(a¥b)’—6a _  2b
N P e Vaz-p2 = Varp?

6) m-\/g=\/(a2—b2)-g=\/(a+b)(a—b)-§—:’j=(a+b)

7) (5a*¥Va®)(3aVa) = (5a**Y(@®)") 3a’Va®)= 15¢*Val® = 154> Vas

[1.  Multiplicar usando productos notables.
1) (Vx+1)E+DHx+1)(Ve—1)(x* +x2+1),
Por propiedad asociativa y propiedad conmutativa de la multiplicacion se tiene:

W+ D)+ DEx+1)(Vx - 1)t + 22 +1) =
=(Vx+1D)(Ax—1)WVx+ 1)+ D(x* +x2 + 1)
= (V= 1)(Va + 1) + D@E* + 22 +1)
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=(x—-Dx+Dx*+x%2+1)
=2 -DE*+ (x?+ 1))

=@ -1)?+ 1)+ (x2 - Dx*

=x*—14+x0—x*=x°-1

2) i/a2+4a+4-§/—a—2=i/(a+2)2-i/—(a+2)

~V@+2°=-@+2)

3) i/m-i/(x2+x+1)-i/(x6—2x3+1)
= 3;/(x— Dx2+x+1)(x6—2x34+1)
=Y (3 - D3 - 1)?
— Mz x3 -1

I11. Racionalizar las siguientes expresiones.

z2 —49 (Z —49)\/Z+7 z=7)z+7Vz+7
) w7 VexioNzrr | 247

3+\/x+1_(3+\/x+1)(3+\/x+1)_32+6\/x+1+(\/x+1)2

=(z-7)Vz+7

2 = =
)B—Vx—l B-vx—1)(3+Vvx+1) 32— (Yx 1)
_9+6vx+1+x+1 10+x+6vx+1
B 9—x—1 Bl 8—x
3) 3a — 4 _Ba-4)[Vada—1+Va+3] @Ba-4)(Véa—1+Va+3)
Via—1-va+3 (Vaa—1)' - (Va+3)’ a 4a—1-a-3
:(3a—4)(\/4a—1+\/a+3)z\/4a_1+\/a+3
3a—4

IV. Reducir las siguientes expresiones.

ab\/ _ab Ya3p 4
=43
l) Yab3 ab3 \/a“b4 ab @b

2) Vaxs 2x2\/§= 2x2,/3xy:£ I
J3y3 v 3y y3y) 22V

3) _ \/__\/? va ¥3x2
3\/_96_332 V3xz  3x
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m2+4 _ (m2+4)(VmZ-23m+4) _ (m2+4)(YmZ-23m+4)

) Yrrz = Wmee) (V-2 ¥miea) (re2?)
M2+ H(Vm? - 2Vm + 4)
B (m+ 8)

e FEjercicios miscelaneos de potencias y raices.

4_p—4 2 PR L1
a *-b~ a -1 1 [ a®F % | a2~ 1
1) (a—z_b—z + az-1 ) <1 - 1+ b2 > - (iz_biz_l_ a2—1> (1 1—b2+b2>
1 a

_bz 1_b2
b*—a* 1—-a?
T a2 (1 1—b2)
b2-a? * g2_1 1
a?p?

a’b?(b* — a*) 1—a? 5
(a‘*b“(b2 —a?) + a?(a? — 1)) (1—1+b%

(ab)?(b? — a®)(b? + a?) a? -1 b2
< (ab)*(h? —a?) a2(a? - 1))

_ ((b2+a2) _ 1)b2 _ (M) b2

a?b? a? a?b?
_ a2 ) 2 a2b2 _
T a?p2 o a2b? 1
2) x+y n x—/y _ 4x [y _ (x+VY)2+(x—/¥)2—4x\y
x=Jy = x+Jy xi-y =Y (x+y)

X2 4+2x\y+y+x2-2x\y+y—4x\Jy _ 2x2—4x\[y+2y
x2-y N x2-y

2(x%2=2x\y+y)
x2—y

3) 5[a*tx~3 5 [x2y~3 n 6[btx~1 6[x5z73  ag +b
yz a z3 b2 x y x

I N i R N
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2.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Determine el valorde: A =x2-2Y-3*.y3, sabiendoquex =1, y=-2

Resp.: 4 = _?2

2. Efectue las siguientes operaciones:
a) [mP+1:2mP*2]: 2mP~2 Resp.: iml‘p
b) \/2p3 - \/5p7 - Y 7p® Resp.: V70 p*

3. Efectue las operaciones indicadas, aplique producto notable cuando corresponda, y
simplifique el resultado a su minima expresion:

a) (x+3)3—-03Bx+3)3Bx+6)—9= Resp.: x3
b) (m>—m+m?)(m3 —m-m?+1) = Resp.: m® — 3m* — 3m?
2

c) (\/3+\/§—\/3—\/§) = Resp: 2
d V2 ((\/7 1)+ 41) Resp.: 58

2x x+4 2x-3 x24+10
€) x243x+2 t x2—4 x2—x—2 Resp.: (x+1)(x+2)(x=2)

3
1—m . x—2

f) T Resp.: —

x+1

2b3 a-b a’ a . b2

g) (1 T a3—b3) ' (m) : (1 + b2 ;) Resp.. a?+ab+b?

4. Reduzca asu minima expresion:

a) avb — 3avb + 3Va?b — Va*b? Resp.: 0
b) (3a—b)?—[5a—b—(-9a%+2ab—b?)|+22ab +5a Resp.: b

c) (x%+x—3)?
Resp.:
x*+2x3—-5x>—-6x+9

5. Exprese las raices como potencias de exponente fraccionario:

1 -1
a) p\[zsz Resp.: (2a)r57
b) “2/(3xy)2a Resp.: 9%(xy)%
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6. Racionalice las expresiones siguientes:
x-=y .
) =5 Resp.: vVx — [y
ab L7
b) ﬁ Resp.: Va*b>
) — Resp.: 2v/2 + V3 =6+ 33
2+3

7. Determine cudles de las siguientes expresiones son polinomios, en caso afirmativo
sefiale el grado y el término independiente, en caso negativo sefiale el por qué:

a) 2vVx +2x%+2 Resp.:No,%éN
b) 1—y° Resp.:Si. 5. 1
c) zz+8z—z Resp.: Si. 2. _79

8. Dados los polinomios R(x) = 6x2+x+1, S(x)= %xz +4, T(x)= %xz + 5.

Determine:
a) —4T(x)+ 2R(x) — 65(x) Resp.: 3x2 + 2x — 42
b) S - [R(x) — 4T (x)] Resp.: ~x® ——x2 + 2x — 38
9. Dados los polinomios:

A=3x*—-2x*>+6x3+8, B =7x%—4x+ 11— x5,

C =—7x+5x3+ 3 —2x2, D=x?—4x*+1-5x

Determine:

—{A—-[B—-(C-D)]} Resp.: —=7x* —12x3 + 12x%2 — 2x + 1

10. Efectle las divisiones siguientes y en cada caso indique cuociente Y resto.
a) (3x®> —x*—8x%— x2—-3x+12) + (3x>*—x?2+x—4) Resp.:( x2-23)

resto 0.
b) (—6x° + 2x* —x + 10) + (2x3 + 2x — 1) Resp.: —3x% + x + 3
R(x) = —5x?—6x+13
0) (12x5 — g + x3) : (6x% 4+ 5 — 3x) Resp.: 2x3 + x2 — x —g
R(x)= x+5

11. Si las raices reales de un polinomio p(x) son —3, % 0y 2 . Determine p(x) y su

grado.
Resp.: p(x) = 5x* + 3x3 — 32x2% + 12, grado 4.
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12. Dados los polinomios: p(x) = 17x*+6x—8 y d(x)=x+2 ,
determine si p(x) es divisible por d(x), sin realizar la division y
justificando claramente.

13. Encuentre un polinomio p(x) tal que dividido por x? — x + 1, de cdmo cuociente x + 2
y como resto x — 3. Resp.. p(x) = x3 +x2 — 1

14. Factorice en R

a) 36a*+24a% -5 Resp.: (6a% + 5)(V6a + 1)(vV6a — 1)
b) 0 +y—2)>-(*—y—6)* Resp.: 4(y +2)% - (y — 2)
c) a’x?+x%y?—x*b+a*y?+y*—y*h—a?—y?+b

Resp.: (a®? + y2 —b) - [x* + y? — 1]
d) 27x3—54x%+36x—8 Resp.: (3x — 2)?
e) 6x2™M —x™—15 Resp.: (3x™ — 5)(2x™ + 3)
f) ax+by—cz+bx+cy—az+cx+ay—bz

Resp.: (a+b+c)(x+y—2)

g) —27 + 64x° Resp.: (4x? —3)(16x* + 12x2% + 9)

h) 20x%2+7x —6 Resp.: (4x + 3)(5x — 2)

i) (a+b—-1(@*+1)—a*-1 Resp.: (a? +1)(a + b —2)

i) a’x —ax? —2a’*y + 2axy + x3 — 2x%y Resp.: (a? — ax + x?)[x — 2y]

15. Por simple inspeccidn, determine el cuociente de:
(4a*b?? — a®b?*): (2a?b® — a®b'?) Resp.: 2a?b® + a3b*?

16. Determine las raices racionales de polinomio p(x) y factorice en R:
1

a) p(x) =4x3—-12x>+5x+6 Resp.:2, %,—E
1

b) p(x) = 2x> — 15x% — 3x* —32x — 12 Resp.: —1, —=,3

2)

17. Determine el valor de k para que al dividir el polinomio P(x) = 2x% + kx + 2 por
(x — 2) el resto de la division sea 4. Resp.: k =-3
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UNIDAD II1  ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA
INCOGNITA

La Unidad de Ecuaciones algebraicas considera seis secciones fundamentales, de
modo de capacitar al alumno para que: resuelva ecuaciones de primer grado y otras
ecuaciones reducibles a ecuaciones de primer grado, caracterice situaciones problematicas
utilizando ecuaciones de primer grado y use un lenguaje matematico con rigurosidad
I6gica.

Se indican en cada seccidn definiciones, ejemplos, ejercicios desarrollados y/o
propuestos, con el objeto que el alumno desarrolle la capacidad de expresar las ideas
escritas en forma clara y precisa. Finaliza la unidad con ejercicios propuestos con su
respectiva respuesta.

Las secciones donde se desarrollan los contenidos de esta unidad son:
1. Conceptos basicos.
2. Clasificacion de las ecuaciones.

3. Principios fundamentales de las igualdades que permiten transformar las
ecuaciones.

4. Ecuaciones con una incognita
5. Ecuaciones fraccionarias reducibles a ecuaciones de primer grado.

6. Resolucion de problemas de planteo.

Uno de los problemas méas comunes que se presentan en el estudio de matematica es la
resolucion de diversas ecuaciones.

Para resolver ecuaciones debemos clarificar algunos conceptos basicos:

3.1. Conceptos Basicos

e lgualdad: Es la relacion que establece que dos cantidades tienen el mismo valor. Se
denota por el signo “=" que se lee “igual”.

e Clases de igualdades: Existen dos tipos:
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3.2.

b)

Igualdad absoluta: Llamada también identidad o igualdad incondicional, es
aquella que se verifica para cualquier valor numérico que se le asigna a sus
variables.
Ejemplos

1) x+3)x—-3)=x2-9
Six=0=(0+3)(0-3)=0-9
—9=-9

Six=1= (1+3)3)=1-9

(4)(-2) = -8
—8=-8

2) (x+y)®=x34+3x%y +3xy2+y3
Six=3ey=-1=3+-1)3=3*+303)*(-1)+33)(-1D*+ (-1)*
23=27-274+9—-1

8=8

Igualdad relativa o ecuacion: Llamada también igualdad condicional, es aquella
que se verifica para algunos valores particulares atribuidos a sus incognitas
(usualmente las incognitas se designan por las ultimas letras del alfabeto).

Ejemplos

1) x+ 5= 12 se verificaparax =7

2) 3x —8 =16 se verificaparax = 8

3) x%2 —4x —21 = 0se verificapara x; = =3, x, = 7.

(—3)2—-4(-3)—-21=9+12-21=0

72 —4(7)—21=49-28—-21=49—-49=0

Clasificacién de las ecuaciones

+ Ecuaciones compatibles: Son aquellas que admiten solucién.

Pueden ser:

a) Ecuaciones compatibles determinadas: Cuando el numero de soluciones es
finita.
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x+6=15=x =9 eslasolucion.
S ={9}.
b) Ecuaciones compatibles indeterminadas: Cuando el numero de soluciones es
infinita.
x+y=7=y=7—x, x € R.
ox=7-—y, y e R.
S={xy)/y=7-x}
Son soluciones:
x=—-1=y=7-(-1)=8 ~(—-1,8)€eS
x=4 = y=7—4=3 ~(43) €S

+ Ecuaciones incompatibles (o absurdas): Son aquellas que no admiten
solucion. (S = @)

x2+5=x% =5=0.
Ax ER /x?2+5=x2=5=0(>¢€)

+ Ecuaciones equivalentes: Son aquellas que admiten las mismas soluciones.
(Tienen el mismo conjunto solucion)

3x+12=27=x=5
x+4=9 =x=5
x—2=3 = x=05

3.3. Principios fundamentales de las iqualdades que permiten transformar las
ecuaciones

1. Si a ambos miembros de una ecuacidén se suma 0 resta una misma expresion o un
mismo numero, resulta una ecuacion equivalente a la primera.

Sea A=B=>A+n=B+n

2. Si a ambos miembros de una ecuacion se multiplica o divide una misma cantidad
(diferente de cero), la igualdad no se altera.

SeaA=Byn#0 =>A-n=B-ny §=§
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Observacion

1) En una ecuacion, cuando se dividen ambos miembros por un mismo factor en donde

interviene la incdgnita, es posible que se elimine una solucién.

2) Si ambos miembros de una ecuacion se elevan a una misma potencia o se extrae una

misma raiz, la ecuacién que resulta es parcialmente equivalente a la primera
(aparecen soluciones extrafas).

NOTA Se denomina solucion extrafia a aquella que se agrega o se pierde al
realizar ciertas operaciones en una ecuacion.

Otras generalidades:

En una ecuacidn, para designar los coeficientes se usan las primeras letras del
alfabeto y para las incégnitas se utilizan las Ultimas letras del alfabeto.

Las expresiones que estan a la izquierda y derecha del signo igual se llaman,
respectivamente primer y segundo miembro de la ecuacion.

5x -8 = 2x+7
Primer Segundo
miembro miembro

Resolver una ecuacion es determinar el o los valores de la incognita que satisfacen
la igualdad. El conjunto solucién es un conjunto que contiene a todas las soluciones
de la ecuacion.

Para determinar las soluciones se debe especificar el universo en el cual se resolvera
la ecuacion.

En nuestro estudio el universo seré el conjunto de los nimeros reales (R).

Como R es el conjunto numérico en el cual trabajaremos las ecuaciones, entonces
los coeficientes seran numeros reales y los valores que pueden tomar las incognitas
serén también ndmeros reales.

De acuerdo con el nimero de incognitas las ecuaciones se clasifican en ecuaciones con uno
0 mas incognitas.

3.4.

Ecuaciones con una incognita

Se pueden clasificar segun el grado de la ecuacion.
Grado de una ecuacion: es el mayor exponente natural al cual esta elevada la incognita o
variable.
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Ejemplos

e Ecuacion lineal o de primer grado:
ax+b=0,aybeR.

e Ecuacion cuadrética o de segundo grado:
ax®>+bx+c=0, a,byceR,a+0.

e Ecuacion cubica o de tercer grado:
ax3+bx?>+cx+d=0,a,b,c,deR,a#0.

e Ecuacion de cuarto grado:
agx* + azx3 + ax* +a;x+ay =0, a;eR,ay #0.

e Ecuacion polinémica de grado n:
Apx™ + a1 x" 1+ -+ ax +ag =0,a; e R, a, # 0.

Observacion

La solucién de una ecuacion con una incdgnita se llama también raiz o cero de la ecuacion.

NuUmero de soluciones de una ecuacion:

Es posible demostrar que el nimero de soluciones de una ecuacién, con una variable
depende del grado de la ecuacion.

Asi: La ecuacion de 1° grado tiene a lo méas una solucion.
La ecuacion de 2° grado tiene a lo méas dos soluciones.

La ecuacion de 3° grado tiene a lo mas tres soluciones.

3.4.1. Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Es aquella que puede reducirse a la forma ax + b =0 con a,be R,a # 0. Siendoa y b
coeficientes, x la variable o incognita.

Por ejemplo:
1) 2x+5=0
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2) x—8=0
3) (x+7)(x—3)=(x—3)2
quesereduceal0x —30=00 x—3=0

e Resolucion de ecuaciones de primer grado.

Sea ax+b=0 con abeR,a+#0. Se resuelve aplicando las propiedades de las
operaciones en R.

ax +b+ (=b) =0+ (—=b) /+(=b)
ax + (b + (—=b)) =0+ (=b)  Asociar, propiedad 8 neutro e inverso.
ax +0 = (—b)

1
ax = —b [-=,a#0
b
X=—-—-
a
., b
La solucion es x = -

Discusion de la solucién:

1) SiaiO,b;tO,setienex:—g.

., . ;o . .. b
La solucion existe y es Unica. Luego, el conjunto solucién Ses: S = {— Z}

2) Sia+0, b=0, setienex = 0, luego S = {0}.

Ejemplos
1) Determine el conjunto solucion de la ecuacion:
34+ 2[x — (2x+ 2)] = 2[x + (3x — 1)], se eliminan paréntesis y se reducen los
términos semejantes.
34 2[—x —2] =2[4x — 1]
3—2x—4=8x—-2
—2x—8x+2—-4+4+3=0
-10x+1=0
—-10x = -1 /-(-1)
10x =1

X = —
1
S ={z5)

2) Determine el conjunto solucién de la ecuacion:
3 2 1 2
—(x—4)—=(x—-5 ==-x+-
5= -3 =5 =gx+g

Si procedemos en forma similar al ejemplo anterior se tiene:
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3.2 1 _2 12 10
5F 73 T2¥ 575 73

Se factoriza

(3 2 1) _2,12 10
53 2/¥T575 3
-17 8 30
=8 30

30 15 17
16

=17

S_{16}

17

Observacion

La misma ecuacion se puede resolver reduciendo los coeficientes fraccionarios a

enteros, multiplicando la ecuacion por el m.c.m de los denominadores.

3) (x+5)(x—2)=(x-2)2
(x—2)2-(x+5x-2)=0
(x—2)[(x—2)—x—=5]=0
(x—2)[-7]=0

—7(x—2)=0
x—2=0

x =2
4) Resolver para x la ecuacion literal:

a(3x +4a) +5b*> =b(9b + 2x) +ax ,a,beR,a# b
3ax + 4a? + 5b% = 9b? + 2bx + ax
3ax — ax — 2bx = 9b? — 4a® — 5b?
2ax — 2bx = 4b? — 4a?
(2a — 2b)x = 4b*—4a?
_4(b*-a*) 2(b—a)(b+a)
~ 2(a—b) (a —b)

X
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_—2(a—b)(a+b)

, b
@—b) a #
x=-2(a+Db)
5) Resolver para x, la ecuacion literal:
x+m—-n (nm+m)(n—-m) x—m+n
— = , /mn=%=0
m mn n
x+m—-—nn—(m?*-—m?)=m(x—-—m+n)
nx + mn — 2n? + m? = mx — m? + mn
nx —mx = —2m? + 2n?
x(n —m) =2(n? —m?)
2(n—m)(n+m)
= , n+m
(n—m)
x=2n+m)

3.5. Ecuaciones fraccionarias

Se denomina Ecuacion fraccionaria a aquella que tiene la incognita en el denominador.
3.5.1. Ecuaciones fraccionarias reducibles a ecuaciones de primer grado

Ejemplos

1. Determine el conjunto solucién de la ecuacion:

1 1 1
x—3 ax—4 6x—6 "
1 1 1
3(x—1)+4(x—1)+6(x—1)=5 m.c.m.12(x — 1)
4+3+2 _
12(x —1)
9 .
sz 12(x— 1) si x# 1
9=60(x—1)
9
5=X—1
3
x=1+%
23
*=20
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2. Determine el con junto solucion de la ecuacion:

x+7 4 x+1 _2x—14
xX24+8x+7 x2—6x—7 x2—49
x+7 N x+1 B 2(x—=17) Tt 1y
G+Nax+D) x—NDx+1) x-—7Dx+7) XFLX X
1 1 2

—tr =T m.c.om. (x + D(x —=7)(x +7)

x=—7Dx+7D)+x+Dx+7)=2x+1D(x-7)
x> —49 +x*>+8x+7=2x*>—7+49

20x = 28
28
*=%0
7
XT3
O bien,
1 1 2

X+l x—7 x+7
x—7+x+1_ 2
x+Dx—-=7) x+7

2x—6 2
x+Dx—=7) x+7
2 —3)(x+7) =2+ D(x = 7)
x> +4x—21=x*>—6x—7

10x = 14
7
X753

3. Determine el conjunto solucion de la ecuacion:

x+1 42  x—1

x—1+4=x2—1+x+1
x+1+4x—4 4x%+ (x —1)?
x—1 =(x—l)(x+1)

5x—3 5x2 —2x +1
x—1 ((x-Dkx+1
[ (x—Dx+1), x#1,x+ -1

(Gx—3)(x+1)=5x>—-2x+1

5x2+5x—3x—-3=5x%?—-2x+1
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5x —3x+2x=1+3
4x = 4

x=1 perox+1
~S5=0

4. Determine el conjunto solucién de la ecuacion:

2a-9=1-2(1-9)

ax—az_ax—bx+b2

,x+0
bx ax

a’x? — a3x = abx? — b?x% + b3x
x(a?x —a® —abx + b*x —b3) =0
i) x =0 (no essolucién)
ii) a*x—a®—abx+b?x—b3=0
x(a? —ab + b?) =a® + b3

a® + b3
(a% —ab + b?)

X =

_(a+Db)(a*®—ab +b?)
T T (@2 —ab + b?)

s~ x=a+b

3.6. Resolucion de problemas de planteo

Las ecuaciones se usan con frecuencia en la resolucion de problemas de aplicacion
a otros campos, es por esto que el estudiante de asignaturas de matematica no solo debe
adquirir la habilidad operatoria sino que ademas debe ser capaz de expresar en términos
matematicos los problemas préacticos, no expresados con enunciado matematico. Es decir,
debe ser capaz de plantear problemas en forma matematica para luego resolverlos.

En la resolucién de problemas se debe tener presente el siguiente procedimiento,
aunque no siempre se realicen todos los pasos.
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a) Leer cuidadosamente el problema con el fin de que quede clara la situacion que se
plantea.

b) Identificar la o las incognitas del problema y darle nombres: X, y z, etc.

c) Hacer un diagrama, si el problema lo permite, identificando los datos conocidos y las
incognitas.

d) Traducir las condiciones a ecuaciones que contengan las incognitas escogidas.
e) Resolver la o las ecuaciones planteadas.

f) Verificar si las soluciones cumplen las condiciones establecidas.

g) Dar la respuesta al problema planteado.

En este curso  veremos diferentes tipos de problemas de aplicacion que se
resolveranaplicando lo sefialado en el parrafo anterior.

3.6.1. Problemas que se resuelven mediante una ecuacion de primer grado.

Problema 1.

El triple de un nimero aumentado en 10 es igual al cuadruple del niamero
disminuido en 5. ;Cual es el nUmero?

Desarrollo:

1) Se lee el problema, se identifica la variable y se le asigna un nombre.
Sea x el nUmero.
2) Se traducen los datos del problema al lenguaje matematico:
Asi: El triple de un ndmero se escribe : 3 x
El cuadruple del nimero se escribe: 4 x
El triple de un nimero aumentado en 10 es : 3 x + 10
El cuadruple del nimero disminuido en 5 es: 4 x-5

3) Se plantea la ecuacién de acuerdo a los datos del problema:
3x+10=6x-5
4) Se resuelve la ecuacién, obteniendo x =5, Luego S = {5}.
5) Se verifica si la solucién de la ecuacién cumple las condiciones que indica el
problema.
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6)

Finalmente se da respuesta al problema planteado.
Respuesta: El nUmero es cinco (x=5).

Problema 2.

La suma de tres numeros naturales impares consecutivos es 99. ¢Cuales son los

nameros?

Desarrollo:

1) Se lee el problema, se identifican las variables y se le asignan nombres.
Los tres nimeros impares consecutivos se escriben en la forma: 2n-1, 2n+1,
2n+3 donde n es la incdgnita.

2) Se plantea la ecuacién: (2n-1)+ (2n+1) + (2n+3) = 99

3) Se resuelve la ecuacion: 6n+3 =99 — n= 16.

Luego solucién de la ecuacién es S = {16}, que no es solucion al problema
planteado.

4) Se determinan los nimeros naturales impares consecutivos :
2n-1=2-16 -1=32-1=31
2n+1=2-16 +1=32+1 =33
2n+3=2-16 +3=32+3=35

5) Finalmente se formula la respuesta al problema planteado.

Respuesta: Los nimeros impares consecutivos son: 31, 33 y 35.

Ejercicio

Resuelva el problema que se plantea, aplicando lo sefialado anteriormente.

. . . . 5 . y 1
Una persona distribuye su presupuesto en la siguiente forma: -5 en alimentacion, S en

. 1 . P ., .
arriendo, cen aguay el resto lo ahorra para emergencias. ¢Qué fraccion del total ahorra? Si

el sueldo mensual es de$ 336.000 ¢Cuanto ahorra?
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3.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Determine el valor de x en cada ecuacion, exprese su respuesta simplificada:

_2x 5x-3

2) 2_[_2(""’1)—’62;3 =5 - 5 3 Resp.: x =3
b) 2[x—(1—%)]+1=x Resp.: x = —1
3x+1 2—4x 5x+4 7x ) _ l
C) 7 - 3 - 14 + ? Resp X = 2
x%+2x+1 | x-1 x3 3 1
d) e e ey v S — Resp.: x = —2
1_1 1 N
€) TS Resp.:x = ——
3 X 3x+5
a a b b . B
f 3(1_2)"'2(1_;)—1 Resp..x =a+b
9) ar___r = s conx#0 Resp.ix=—

a?+ax+x?2 ax—-x%2-a? x(a*+a?x2+x4)’ 2a3

2. Determine el conjunto solucién de la ecuacion:

(B i) (22 y) g Resp: S = b

1-x 1+x 4x 4 2x — 1+

x-3

3. Resuelva los siguientes problemas, que involucran ecuaciones de primer grado con

una incagnita:

a)

b)

Dividir 184 en tres partes tales que la segunda sea el duplo de la primera y la
suma de las dos primeras exceda a la tercera en 20. Determine el valor de
cada parte. Resp: El valor de cada parte es: 34, 68 y 82.

En un triangulo ABC, el angulo con vértice en B mide 30° menos que el
angulo con vértice en C y el a&ngulo con vértice en A mide 30° menos que el
angulo con vértice en B. Determine la medida de cada uno de los
angulos.

Resp: (A = 30°, B = 60°, C = 90°)

Si una persona gasta las tres quintas partes de su sueldo mensual, cuando han
transcurrido las dos terceras partes del mes. Considerando que mantiene
el mismo patron de gasto, ¢con qué fraccion de su sueldo se quedara al final

de un mes que tiene 30 dias? Resp: Se queda con 1—10 de su sueldo
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UNIDAD IV ECUACIONES LINEALES

La Unidad de Ecuaciones lineales considera seis secciones fundamentales, de modo
de capacitar al alumno para que: resuelva ecuaciones de primer grado en dos variables,
resuelva sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas, interprete
geométricamente soluciones, plantee y resuelva problemas en que aplique los conceptos y
operatoria aritmética y algebraica.

Se indican en cada seccién definiciones, ejemplos, ejercicios desarrollados y/o
propuestos, con el objeto que el alumno desarrolle la capacidad de expresar las ideas
escritas en forma clara y precisa. Finaliza la unidad con ejercicios propuestos con su
respectiva respuesta.

Las secciones donde se desarrollan los contenidos de esta unidad son:

Ecuaciones lineales con dos incognitas

Método para determinar el conjunto solucién

Interpretacion geométrica de una ecuacion lineal con dos incdgnitas
Sistema de Ecuaciones Lineales con dos incognitas

Aplicacion a otros sistemas de ecuaciones simultaneas

Problemas que involucran sistemas de ecuaciones lineales

ok wbdE

4.1. Ecuaciones lineales con dos incognitas

Son aquellas de la forma ax + by = ¢, donde a,b,ce Rcona #0060 b # 0y x ey son
las incognitas o variables.

La solucion de la ecuacion ax + by = ¢ es el conjunto de pares ordenados (p, g)de

nameros reales que al reemplazar en la ecuacion x por p e y por g se obtiene una
igualdad.

Ejemplo: Dada la ecuacion 3x — 2y = 7, los pares ordenados (-1,-5), (O,—%), (5,4) son
algunas soluciones de la ecuacion, puesto que:

i) Six=-1ey=-5setiene 3(—1) —2(-5) = 7. Entonces (-1,-5) es solucién de
3x—-2y=7.

i) Six=0e y= —%, se tiene 3(0) —2(—%) =0+ 7 = 7. Entonces (O,—%) es
solucion de 3x — 2y = 7.
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i) Six=5ey=4setiene que 3(5) — 2(4) = 15 — 8 = 7. Entonces (5,4) es solucion
de3x —2y =7.

4.2. Meétodo para determinar el conjunto solucion

El conjunto solucion de una ecuacién lineal con dos incdgnitas es el conjunto formado por
todos los pares ordenados (p, q) que verifican la ecuacion.

Notacion: S = {(p, q)}

El conjunto solucion de una ecuacion lineal con dos incdgnitas, consiste en despejar una de
las variables y darle valores a la otra.

De la ecuacion general ax + by = c, si despejamos y, se tiene

En este caso, se dice que hemos expresado "y" en funcidén de "x", x se llama variable
independiente e y variable dependiente.

También se puede despejar x en funcién de y, quedando:

_c—by

X
a

Siendo en este caso y la variable independiente y x la variable dependiente.
Una ecuacion lineal con dos incégnitas, tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 1
En la ecuacion 3x — 2y = 7 tenemos que

x : variable independiente.
y : variable dependiente (depende de valores de x).
Luego, el conjunto solucion es:

s={conry =2
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s={(:257) e

Efectivamente los pares ordenados indicados anteriormente pertenecen a este conjunto
solucion.

7
(-1,-5) €S, (0,—5) €S, (54)€S

Observacion
El conjunto S es un conjunto infinito, puesto que en él estan las infinitas
soluciones de 3x — 2y = 7.
Ejemplo 2
Dada la ecuacion 4x +y =1
i) Determine el conjunto solucion de la ecuacion.
Desarrollo: despejamos y obteniendoy = 1 — 4x
S ={(x,1-4x) /x € R}
i) Determine tres pares ordenados que sean solucidn de la ecuacion.

Desarrollo:

Six =1,entoncesy =1 —4(1) = -3.

~(1,-3)€Ss.

Six = 0,entoncesy =1 —4(0) = 1.
~(0,1) €.

Six = —3,entoncesy = 1 — 4(-3) = 13.
. (—=3,13) € S.

iii) Indique tres pares ordenados que no sean solucion de la ecuacion.
Desarrollo:

a) x=8,y=2=>4(8)+2=32+2=34¢1
Otra forma de verificar si es solucién o no es:

y=1-4x
2=1-4-8
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4.3.

2 = —31 =«=esfalso, ya que 2 = —31.
~(8,2) ¢S.

b) x=0,y=-3

y=1-—4x

—-3=1-4-0
—3 =1, falso.
~(0,-3)¢S

c) x=-5y=13

13 =1-4(-5)
13 = 21, Falso.
~(=513) ¢S

Interpretacion geométrica de una ecuacion lineal con dos incégnitas

El grafico de una ecuacién lineal en dos variables es el conjunto de todos los puntos del
plano correspondiente a los pares ordenados (x,y) que son elementos del conjunto
solucion de la ecuacion dada.

El gréfico de la ecuacion ax + by = c es una recta. Por lo tanto, todo par ordenado que
corresponde a un punto de la recta es solucion de la ecuacion y toda solucién debe

corresponder a un punto de la recta.

Dado que una recta se determina si se conocen dos puntos diferentes cualquiera de ellas,
para trazar la gréafica de una recta basta con encontrar dos puntos diferentes de ésta.

Dos puntos Utiles al trazar la gréafica de rectas, son las intersecciones con los ejes
coordenados XeY.

» La interseccion con el eje X es el punto (si existe) en que la recta cruza el eje X. Para
determinar esta interseccion se sustituye y por cero (y = 0) en la ecuacion.

» La interseccion con el eje Y es el punto (de haberlo) en que la recta cruza el eje Y .
Para determinar esta interseccion se sustituye x por cero (x = 0) en la ecuacion.
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Ejemplo
Determinar la interseccion de 4x —y = —3 conlosejes X e Y.

La interseccion con el eje X se obtiene haciendo y = 0 en la ecuacion, quedando:

4x—0=-3
4x = -3
3
X=-3

Para la interseccion con el eje Y hacemos x = 0 en la ecuacion, quedando:

4.-0—y=-3
_y=_3
y=3

Asi la interseccion con el eje Yes (0,3).

La gréficaes

T T
-0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4

Larecta4x —y = —3

132



Ejercicio
Represente graficamente las siguientes ecuaciones lineales y determine tres soluciones.

1) 3x —2y =7
2) dx+y=1
3) 3x =6
4) y=5

4.4. Sistema de Ecuaciones Lineales con dos incognitas

En muchos problemas es necesario resolver varias ecuaciones lineales simultdneamente. En
estos problemas se buscan las soluciones comunes a todas ellas.

También resultan muy Utiles en Geometria, puesto que una ecuacion lineal representa una
recta en el plano.

Resolver un sistema de ecuaciones lineales con dos variables es equivalente a estudiar la
posicion relativa de estas rectas.

e Sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas
Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, es de la forma.

a1 x +byy=c, , dondealthébliO}
ax +b,y=c,, dondea, #006b, #0
a;, b;,c; ER con i=1,2.

4.4.1. Interpretacion gréfica

La grafica de una ecuacion lineal con dos incgnitas es una recta. Luego, existen tres
posibilidades para la solucion de un sistema con dos variables, como se aprecia en las
figuras siguientes:

Ejemplos
x+y=11 }
3) 3x—y=5
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Las dos rectas se intersectan en un solo punto. Las coordenadas de este punto son la
solucion del sistema.

b) 25x + 15y =45 }
—5x — 3y =24
T - Y w0+
~ 1
—
“‘mg\--‘\
N T T TS B T S R

Las rectas son paralelas. En este caso el sistema es inconsistente. Esto es, no hay punto
comun de interseccién de las rectas. El sistema no tiene solucion.

2x—3y =4
) 6y—4x=—8}
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Las rectas coinciden (son una sola recta). En este caso las ecuaciones son dependiente.
Esto es, todo punto de una recta es también punto de la otra. El sistema tiene infinitas
soluciones.

Es posible encontrar la solucion de un sistema por medio de gréaficas. Sin embargo, como
puede ser dificil determinar de manera exacta las coordenadas de un gréfico, por lo general
se utiliza un método algebraico para resolver el sistema.

4.4.2. Métodos de resolucion

Los métodos més usuales de eliminacion de una incognita son: Igualacion, sustitucion
y reduccién.

e Método de Igualacion: Consiste en despejar la misma incognita en cada ecuacién y
luego igualar los valores obtenidos.

Ejemplo

) =11
Resolver el sistema: Xty }

3x—y=5

Como los coeficientes de y en ambas ecuaciones son 1 'y -1, despejamos v,
obteniéndose

y=11- x}
y=3x—5
Luego igualamos los valores de y , resolviendo para x

11—-x=3x-5
4x = 16
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x =4
Finalmente, reemplazamos x = 4 en cualquiera de las dos ecuaciones. Asi,

y=1ll—-x=>y=11-4=y=7.
-~ 5= {47}

e Meétodo de Sustitucion: Consiste en despejar una de las incognitas en una de las
ecuaciones y sustituirla en la otra.

Ejemplo Sea el sistema:
x+y=11 }
3x—y=5

En la primera ecuacién elegimos despejar x, teniendo x = 11 — y.
Luego, sustituimos x = 11 — y en la segunda ecuacion, obteniendo

3(11—y)—y =5

33—-3y—y=5
33-5=4y
28
a4
Ly=7.

y = 7, se reemplaza en la primera ecuacionoen x = 11 — y.
Asi obtenemos:

x=11-7 =4.
Finalmente la soluciénes S = {(4,7)}

e Método de Reduccion: Consiste en igualar los coeficientes de las incdgnitas que se
quiere eliminar (o reducir) y luego se suman o restan ambas ecuaciones.

Ejemplo

Resolver el sistema:

x+y=11

3x—y=5 }
Como las y vya estan igualadas, podemos sumar para eliminar esa variable,
obteniendo:

4x =16 =>x =4
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Luego, se reemplaza x = 4 en cualquiera de las dos ecuaciones para obtener el valor de
y.
Si consideramos la segunda ecuacion, tenemos
y=3x-5
De donde

y=3-4-5=12-5=7
"S:{(417)}

Observacion
Otra forma de proceder es igualar los coeficientes de x para eliminar esta

variable.

x+y=11 }
3x—y=5
Multiplicando la primera ecuacion por (-3) se tiene:

—3x —3y =-33
3x—y=5
—4y = —28

y=7

Ejercicios

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, por el método indicado.

3x — 2y = 14 g B
1) 9% —y = 67 } Igualacién. S ={(8,5)}
1 1
-x+z-y=
2) > 2 Sustitucion. S ={(10,8)}
Sy—ly=
5 2
3)
Sx-D+3y-2)=34
4 3 Reduccién. S ={(13,17)}

2(x+2)—2(y+3) =13
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4)
x+y x-y
Ty _XV _q
ﬁ s ﬁ _ Igualacion. S ={(-12,0)}

2 4

4.4.3. Clasificacion de los sistemas lineales
El sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas puede tener una Unica solucion,
como en el ejemplo anterior. Pero también hay sistemas que no tienen solucion y hay otros
que tienen infinitas soluciones.
De acuerdo a las soluciones de un sistema podemos clasificarlos en:
a) Sistema compatible: Es el sistema que tiene solucion.
a.1. Sistema compatible independiente: Es el sistema que tiene una unica solucion.

Se llama independiente porque las ecuaciones son independientes entre si, es
decir, una ecuacién no se puede obtener de la otra.

Ejemplo
x+y=11 ., _
Sx—y=5 } Cuya soluciénes S = {(4,7)}

a.2. Sistema compatible dependiente: Es el sistema que tienen infinitas soluciones.
Se llama dependiente porque una ecuacion se puede obtener de la otra.

Ejemplo
X—y=3 } Vemos que la segunda ecuaciéon es la primera
4x — 4y = 12 g 9 p

multiplicada por 4.

Luego, podemos obtener la primera ecuacion, dividiendo la segunda ecuacion
por 4.

x—y=3
Eirx—y=3
4 4 12 = ! }
—_) — -y = — } Eyyx—y=3

4 4 4

=~ El sistema tiene dos ecuaciones iguales.
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Al usar el método de reduccion, restando ambas ecuaciones nos queda:

xX—y= 3}
0 =0
%:OEZ } que es una verdad, V x,y € R.

Por lo tanto el conjunto solucién del sistema es el conjunto solucion de la
ecuacion x —y = 3. Se sabe que la ecuacion lineal con dos incognitas tiene
infinitas soluciones, luego el sistema dado tiene infinitas soluciones y es:

S={(,x—3)/x€eR}

b) Sistema incompatible: Es el sistema que no tiene solucién. Es decir, si S; es el
conjunto solucion de una ecuacion y S, es el conjunto solucion de la otra ecuacion,
entonces S; N S, = Q.

Al tratar de resolver el sistema por los métodos algebraicos llegaremos a una
contradiccion.

Ejemplo

x—y=28

Elsistema . =~ 2y =5

} es incompatible.

Para resolver el sistema, multiplicamos por 2 la primera ecuacion para igualar los
coeficientes de x:

6x — 2y =16 . .
6x—2y =5 } , restamos la segunda ecuacion de la primera
6x — 2y = 16} e

0=11

Como la segunda ecuacion es FALSA, entonces no existen valores x e y que
satisfagan ambas ecuaciones, luego S = 0.
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Ejercicio Resolver analitica y graficamente los sistemas que se indican, clasificandolos de
acuerdo a su conjunto solucion.

3x—y=-2

1) —6x+2y=4 }
3x—y=5

2) 5x+2y=1}

2x—y=1
3) —8x+4y =2 }

45. Aplicacién a otros sistemas de ecuaciones simultaneas

Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales, por ejemplo:

3 5
242=2
x
9 10
Z_—==1
x oy

Podemos transformar las ecuacionesdadas a lineales, para ello utilizaremos incdgnitas
auxiliares.

Seanu = ;17 L,V = % entoncesel sistema se transforma en:
3u+5v=2 }
u—-10v =1

Y se resuelve por algin método de eliminacién, obteniendo

1
i dedondex =3,y=5 ~S={@35)}
5
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e Otras aplicaciones
Ejemplo 1
Resolver el sistema

4 6 4\
x+5 y-—2 3}
3 N 18 7
x+5 y—2 2
Desarrollo:
1 1
Sean —=1u, — =7
x+5 y—2

Entonces el sistema nos queda:

4u—6v ==

3u+ 18v =

Nl\]w s

Multiplicando por 3 para eliminar v, tenemos

12u — 18v =4
7
3 18v ==
u—+ 18v 5
15 _15 1
A NRAET:
_1
“=3

Y sustituyendo el valor de u en cualgiuiera de las dos ecuaciones, obtenemos:

1
12u—4 12-2-4 2 1

= = = — = = -
v 18 v 18 18

De donde,

L 1 +5=2 3

2 x+5 x x

1_ 1 2=9 11

5=y -2 y y

=S ={(-3,11)}
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Ejemplo 2
Para resolver el sistema
Xty _ 5
x=y T3 }
x+y=20
Aplicamos propiedad de las proporciones

3(x+y) = 5(?6-3/)}
x+y =20

3x+3y=5x—5y}

x+y=20
—2x+8y =0 }
x+y =20

Obteniendo asi un sistema lineal equivalente al original, que resolvemos por cualquier
método.

Se tiene asi:
x=16 , y =4
=S ={(164)}
Ejercicios Resuelva los siguientes sistemas no lineales:
SRR
1) 9 7 _ 13 SZ{(3;_2)}
x y T2
20,3 _ 5
x+2 y—-17 _ 2x+174
2 2 s _ 1 s={(x=7)}
x+2 y—17 5
3292:30; =3
3) x=2 1 S=0
y+2 3
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4.6. Problemas que involucran sistemas de ecuaciones lineales

Plantear problemas en un lenguaje matematico se hace mas facil, en muchos casos, si los
llevamos a un sistema de ecuaciones.

Ejemplos

1) Enun corral hay gallinas y ovejas, los animales tienen 60 cabezas y 150 patas
¢Cuéntas gallinas y cuantas ovejas hay en el corral?

Solucioén:

x: Cantidad de gallinas = 2 - x: cantidad de patas de gallinas
y: Cantidad de ovejas = 4 - y: cantidad de patas de ovejas.

Segun los datos
x+y=60 }
2x + 4y = 150
Resolviendo por el método de sustitucion tenemos

y = 60 — x, luego sustituyendo en la segunda ecuacion tenemos

2x +4(60 — x) = 150
2x + 240 — 4x = 150

240 — 150 = 2x
90 = 2x
45 = x
Entonces
y =60 —45
y=15

Respuesta: En el corral hay 45 gallinas y 15 ovejas.
2) Una madre tiene dos hijas, la hija mayor tiene el doble de la edad de la menor més 4
afios y la diferencia entre la edad de la mayor y la menor es 19. ;Qué edad tenia la

hija mayor cuando naci6 la menor?.

Solucién:
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Sea
x: Hija mayor
y: Hija menor

Segun los datos, tenemos
x=2y+ 4}
x—y=19

Si resolvemos, usando método de sustitucion nos queda

x—y=19

Qy+4)—y=19
2y—y=19—-4

y =15

Reemplazando en la primera ecuacion

x=2-15+4

x =34

Respuesta: La edad de la hija mayor es 34y la de la menor es 15.
Por lo tanto, hace quince afios la hija mayor tenia 19 afios.

Hace 20 afios la edad del padre era 8 veces la del hijo y en 10 afios mas, la edad del
hijo es la mitad de la del padre. Halle la edad actual.

Solucion:

Sea

x: edad actual del padre
y: edad actual del hijo

Entonces hace veinte afios

El padre tenia: x — 20
El hijo tenia: y — 20

Entonces:
x—20 =8(y —20)

Y en 10 afios méas

El padre tendria: x + 10
El hijo tendria: y + 10
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4)

Luego
(x +10) = 2(y + 10)

Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones
x—20=8(y— 20)}

x+10=2(y + 10)

Por el método de igualacion se tiene

8(y — 20) + 20 = 2(y + 10) — 10
8y — 160 + 20 = 2y + 20 — 10

6y = 10 + 140
150

Y="%

y =25

Luego x — 20 = 8(25 — 20)
x=8:5+20)=x=60

Respuesta: El padre tiene 60 afios y el hijo tiene 25 afos.

Si al doble de mi edad le restas 5 afios, obtienes la edad de mi papa. Si a mi edad le
sumas 17 afios y a la de mi papa le restas 17 afios, obtienes el mismo namero.
Puedes saber cuantos afios tengo y cuantos tiene mi papa?.

Solucioén:

Sea
x: mi edad
y: edad de mi papa

Segun los datos se obtiene el siguiente sistema

y=2x—5}
x+17=y—-17

Resolucion: Si usamos el método de sustitucion, "y" de la primera ecuacién se
reemplaza en la segunda:

x+17=2x—-5)—17
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Resolviendo, se tiene x = 39
Reemplazando en la primera ecuacién se tiene que y = 73
Respuesta: mi edad es de 39 afios y la de mi papé es de 73 afios.

5) Aumentando 3 al numerador de una fraccion y restando 2 al denominador, la
-7 . 6 .
fraccion se convierte en =, pero si se resta 5 al numerador y se agrega 2 al
. ny . 2 -z
denominador, la fraccion equivale a s Hallar la fraccion.

Planteo: Sea x el numerador e y el denominador.

f_x
y
x+3 6 x—5 2
—3 = — = —
y—2 peroy+2 5
X3 _6
Ecuaciones: g_; luego:
y+2_5

7x +21 =6y —12 7x—6y=—33}_ _ 7x—6y=—33}
5x—25=2y+4}:> s5x—2y=29 )/ "= 15516y = 87

Sumando ambas ecuaciones se obtiene: —8x = —120
5x—29_ _ _75—29_46_23
2 7 Y= T2 T

~ x =15

15

Respuesta: La fracciones: f = >

6) Un padre le dice a su hijo: Hace 6 afios tu edad era % de la mia; dentro de 9 afios sera

2
los - Hallar ambas edades actuales.

Planteo:
Hace 6 afos Edad Actual En 9 aflos
Edad del hijo X-6 X X+9
Edad del padre y-6 y y+9
1
(-6 =x-6 y—6=5x—30 Sx —y = 24
= 2(y +9) =5x+45} :Sx—2y=—27}

2
g y+9)=x+9
Multiplicando por (-2) la primera ecuacion eliminamos y, asi: —5x = —75, x = 15

~y=5x—24 =>y=75-24 =y=>51

Solucién: La edad actual del padre es 51 afios y la del hijo es 15 afios.
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4.7. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resuelva para x e y, los sistemas de ecuaciones lineales:
x+1 y—1
—+— =0
3 2 . 13 11
a) X+2y  x+y+2 0 Resp: S = {(_7'7)}
3 4
~_y =a-b
by P Resp: S = {(ab, b)}
=+y=2b
a
ax + by = 2a* — 3b2} e
c) x +2y = 2a — 6b Resp.: S ={(2a,—3b)}
0,5x+0,2y =0,1 e (9 8
9 02x—05y= 0,2} Resp.: § = {(5 _E)}
2. Resuelva los siguientes problemas:

a) Una plancha rectangular de cobre de perimetro 92cm se usa para hacer una caja
sin tapa. Para ello se corta un cuadrado de 5¢cm de cada lado en cada esquina y se
sueldan los bordes. ¢Cudles son las dimensiones de la plancha utilizada si el

volumen de la caja es de 845cm*?

Resp: Los lados son de 23 cm cada uno.

b) Determine el area de un rectangulo, sabiendo que: Su perimetro es de 24 cm y su
base es el triple de su altura.

Resp: El area del rectangulo mide 27 cm

¢) Laedad de una mujer era hace 10 afios cinco veces la de su hija, y dentro de 11 afios
sera solamente el doble. ;Qué edades tienen actualmente?

Resp: La edad de la madre es 45 afios y la de la hija de 17 afios

d) Exprese la ecuacién que traduce la siguiente situacion: Tener $42000 en billetes de
$2000 y de $5000 . Determine dos soluciones posibles.

Resp: La ecuacion es: 2000x + 5000y = 42000

Algunas soluciones son: (1,8), (6,6), (11,4), (16,2).
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UNIDAD V ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA
INCOGNITA

La Unidad de Ecuaciones de Segundo Grado con una incognita contiene cinco
secciones fundamentales, de modo de capacitar al alumno para que: resuelva ecuaciones de
segundo grado, ecuaciones reducibles a ecuaciones de segundo grado, sistemas de
ecuaciones no lineales y caracterice situaciones problematicas que se resuelven mediante
éstas ecuaciones.

En cada seccidn se indican definiciones, ejemplos y ejercicios desarrollados. Finaliza
la unidad con ejercicios propuestos con su respectiva respuesta.

Las secciones donde se desarrollan los contenidos de esta unidad son:

1. Ecuacidn cuadratica.

2. Interpretacion geométrica de la resolucion de ecuaciones de segundo grado.
3. Problemas de aplicacién a ecuaciones de segundo grado.

4. Algunas ecuaciones no lineales reducibles a ecuaciones de segundo grado.
5. Algunos sistemas de ecuaciones no lineales.

5.1. Ecuacién Cuadratica

La forma general de la ecuacién de segundo grado es:

ax’?+bx+c=0; ab,c €R, a*0.
5.1.1. Soluciones o raices de la ecuacidn cuadratica
5 1
ax?+bx+c=0 /E,a;to

, b c
x*+-x+—-=0
a a

Completando cuadrados
2425y i = b _ 0
YT a2 a 4a?
b\* b*
(x+52) =12

2a - 4a?2 a
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Observacion

1) La cantidad subradical: b2 — 4ac se llama discriminante de la ecuacion
ax?+bx +c=0.

2) Laecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene dos raices:

B —b +Vb?% — 4ac
= 2a
—b —Vb?% — 4qac
x =
2a

Ejemplos

1) x2-2x—-15=0

2+,4-4(1)(-15) 2++64 2+8

#§={-35)

2) 2x*—-3x+1=0

3+./9-4(2)(1) 3+v1 3+1
X = = 4 =

4 4
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3)

4)

Comprobacion:
2()-3(D+1=2-3+1=0

() -3()r1=-2e1=0

X2 —4x+5=0

X

4416 —4(1)(5) 4+V-4 4+2i
- . - -

2 2
_At2i

X; = 5= i
_4-2_

Xy = > = i

Soluciones complejas.
Observacion En R la ecuacion x%2 — 4x + 5 = 0 no tiene solucion.

9x2 —12x+4=0

12+ /144 -4(9)(4)  12+V144—144 1240
B 18 - 18 - 18

X
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5.1.2. Naturaleza de las raices de una ecuacion cuadratica

La naturaleza de las soluciones de ax? + bx + ¢ =0 donde
a,b,c € R, a=#0, depende deldiscriminante D = b? — 4ac.

Las soluciones son:
a) Realesy distintas si b? — 4ac > 0.

b) Reales e iguales si b? — 4ac = 0.
c) Complejas y conjugadas si b? — 4ac < 0.

En efecto:

Como las soluciones de la ecuacion ax? 4+ bx + ¢ = 0 son:

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
= 2a Y 2= 2a

Entonces:

a) Si b2 —4ac > 0, entonces Vb2 — 4ac es un nimero real mayor que cero y por lo
tanto r; y r, son nimeros reales distintos.

b) Si b? — 4ac = 0, entonces Vb2 — 4ac = 0 y por lo tanto:

_—b+0 _—b-0
= 2a Y 2= 2a
—b —b

7"1=Z y rzzz = n=n

c) Sib? —4ac < 0, entonces Vb2 — 4ac es un complejo imaginario puro.

Se tiene: b? — 4ac < 0 = —b? + 4ac > 0 = —(b? — 4ac) > 0.

s\ b?% — 4dac = iy —(b? — 4ac)

Por lo tanto:

_—b ny —(b? — 4ac) _—b —=(b*—4ac)
n= 2a ! 2a y = 2a ' 2a
.1y 1, son complejas y conjugadas.
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Ejemplos

Determinar la naturaleza de las raices de la ecuacién y verificar su resultado resolviendo la
ecuacion.

1) 3x2+5x—1=0
D=25-4-3(-1)=25+12=37>0
raices reales y distintas.

_ —5%+37 _ —5+4+37 _ —5-+37
=T T nT T o T
2) x2-2x+1=0
D=4-4=0
raices reales e iguales.
2+4/0 2
X = > =E=1 = n=rn=1

3) x2—4x+3=0
D=16—-4-3=4>0
raices reales y distintas.

4) x2—6x+10=0
D=36—-4-1-10=-4<0
raices complejas y conjugadas.

_6i\/__4_6ii\/1_6i2i_2(3ii)_3+
= n=3+1i, =31

X

5) V5(x2+1) = 4x

Solucion:

Reducimos la ecuacion v/5(x? + 1) = 4x ala forma general
ax? + bx +c = 0.
V5x2 —4x +V5 =0
D=16-4-V5V5=16-4-5=16-20=-4<0
raices complejas y conjugadas.
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_4+V-4 4+iVA 4420 2Q+0) 2+

215 25 25 25 4§
2

2 1 1
== T1:_+_l ) T2=———

NN NN

X

6) x2+12x+11=0
D=144-4-11=100>0
raices reales y distintas.

124 V100 _ —124+10 2(-65)
- 2 - 2 - 2
— Tl = _1 ) TZ = _11

X =—6+5

Ejercicios resueltos

1) Determine el valor de m € R para que la ecuacion: x? — 2m(x —2) +2(x —2) =0

tenga raices reales e iguales.

Solucioén:

x2—2mx+4m+2x—4=0
x>+Q2-2m)x+(4m—-4)=0
>5D=0Q2-2m)>—-4-1-(4m—-4)=0
A[(1-m2—4(m—-1)]=0 /:4
m-—1)[m-1-4]=0
m=1 V m=5

~Sim=10 m=75 laecuacion tiene raices iguales.
En efecto, para la ecuacion x2 + (2 — 2m)x + (4m — 4) = 0 se tiene:

m=1 = x*+0)x+0=0 = x>=0 =x=0
m=5 = x*+(-8)x+16=0=(x—-4)>=0=>x=4

2) Determine el valor de m € R para que la ecuacion:
(m+4)x?—1=2m+2)x —m tenga raices reales e iguales.
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Solucioén:
m+4)x*-C2m+2)x+(mM—-1)=0

D=02m+2)?-4m+4)(m—-1)=0

D=4m?*+2m+1)—-4(m?+3m—-4)=0 /4
m?>+2m+1-m?—-3m+4=0
-m+5=0
-m=-5
m=>5

Comprobacion:
m+4)x?-1=0C2m+2)x—m
9x2—-1=12x -5
9x%2 —12x—1+5=0
9x2 —12x+4 =0

12+./(-12)2-4-9 -4
X =

18

12+ 14— 144 1240
= 18 ~ 18
122 2

*=1873 n=n=3

Solucion: {%}

3) Resolver la siguiente ecuacion:
1
x+;=4 X#E0 = X’4+1=4x = x*?—-4x+1=0
D=12>0 raices realesy distintas.
4412 4+2v3 2(2+43
= = = ( ) =2++3

2 2 2 -
= n=2+V3, n=2-3

X

4) Resolver la siguiente ecuacion:
x+1)32=(x-1) = x*+2x+1=x—-1 = x2+x+2=0

D =-7 <0 raices complejas y conjugadas.
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—1+7i —1 —7i
= rn= —2 , T, = 2
5) Resolver la siguiente ecuacion:
x+1 3x-—1
= x+ -1, x+1
x—1 x+1

x+1)?=0CBx—-1Dkx-1)
x2+2x+1=3x?—-4x+1
2x2—6x=0 /:2
x2=3x=0

x(x—-3)=0 = x=0, x=3

5.1.3. Otros métodos de resolucion de la ecuacion cuadratica.

A) Método de factorizacion:
Podemos resolver la ecuacion ax? + bx + ¢ =0 por medio de factorizacion,
empleando la propiedad del cuerpoR: a-b=0 < a=0 VvV b=0

Ejemplo

1) x2-2x—-15=0

(x+3)(x=5)=0
x+3=0V x—-5=0
x=-3 vV x=5
~ lasoluciéones S = {-3,5}

2) 2x2—-7x—15=0
2x+3)(x=5)=0
2x+3=0V x—5=0

3
X =—= vV x=5
2

3
~ lasoluciénes S = {—5 5}
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3) 4x2+12x+9=0

2x+3)2x+3)=0
s={-3
L2
—3 es raiz de multiplicidad 2.
~ lasoluciénes S = {— E}

Observacion

Sir, y r, son las raices de la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, entonces se

puede factorizar:
ax?+bx+c=alx—r)(x—1,)

Ejemplo

1) En 2x2 —7x—15=0, |aSI’aI'CESSOHST1=—2 y rn=>5

Luego, la expresion 2x2 — 7x — 15 se puede factorizar en la forma siguiente:
3
2x2 —7x—15=2(x + E)(x —-5)

2) En4x?+12x+9 =0 lasraicesson:r, = —%z T

Luego, 4x2+12x+9=4(x+§)(x+§) =4(x+§)2

B) Método de completacion de cuadrados:
Consiste en sumarle al binomio x2 + mx un término, tal que el trinomio formado

sea el desarrollo del cuadrado de un binomio.
Es decir, para que tenga una de las formas siguientes:
X2 +2mx+m?=(x+m)? o x%-2mx+m?=(x—-—m)?
Ejemplo
1) x2—4x—-21=0

x2—4x =21 /+4
x?—4x+4 =25

(x —2)2 =25
x—2= =15
x =245

~ lasoluciénes S ={-3,7}
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2) x2—2x—15=0

x?—2x =15 /+1
x> —-2x+1=16
(x—1)2 =16
x—1= 14

x =144

~ la soluciénes S = {-3,5}

5.1.4. Relacién entre las raices y los coeficientes de la ecuacién cuadratica
Sir, y 7, son las raices de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0, (a # 0), entonces:

1) r1+r2=—§

C
2) =7y

Demostracion:
Si la ecuacion es ax? + bx + ¢ = 0,a # 0 entonces las raices son:

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
= 2a y = 2a ’

que estan expresadas en términos de los coeficientes, por lo tanto:

1)
—b + Vb2 — 4ac N —b — Vb2 — 4ac

rn+r =
1 2 2a 2a

_—b+\/b2—4ac—b—\/b2—4ac

2a

—2b
2a

Luego,

_ b
T1+T2 -_ Z
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2)

2a 2a

e (—b + Vb2 —4ac> (—b—\/b2 —4ac> _

= (-0~ (V7 —2ac))

1
= W[bz —b% + 4(16]
__4ac

" 4q2

c
Luego, = P

Ejemplos

1) Silaecuacion 5x? + 2x —9 = 0 tiene raices r; y 1, entonces:

2 a=>5

ntn =g yagque {b=2

9 c=-9
Tl'r2=—§

2) Determine el valor de k de modo que en la ecuacion:

kx?—(k+1)x—-3=0
, 2
la suma de sus raices sea =

Solucion:
Por propiedad sabemos que:

ntr=——
k+1
T1+T'2=T
k+1 2
"k 5
5k +5 =2k
3k =-5
5
-3
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3) Determine el valor de k de modo que en la ecuacion:
k+2)x>+x+(k—-19) =0
el producto de sus raices sea _75

Solucion:
c -5 k—-19
T Ty T 2
= —5k — 10 = 2k — 38
28 =7k
4=k
4) Determine el valor de k en la ecuacion:
(k—1)x?-5x+3k—7=0
para gque una de las raices sea el reciproco de la otra.

Solucion: Sea r; una raiz

1
Snrn=—ynrnnrn=1
L]
Pero
3k —7 3k—7
T'1~T‘2=k_1 o k_1:1
=3k —-7=k—-1
=2k—6=0
= k=3

5) Determine el valor de m para el cual la suma de las soluciones de la ecuacion
4x? + 5x + m = 0 es igual al producto de sus soluciones.

Solucion:

-5
n+n :T
-5
n+n =T
m
T'l'TZ—Z

m_—5

:Z_T /4
m= -5
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5.2.

6) ¢Qué valor debe tener m en la ecuacion x? + (m — 5)x + 2m + 7 = 0 para que la

suma de sus raices sea 8?

Solucion:

_ —(m-5)
T'1+T'2— 1
T'1+T'2=8
- —m+5=8

m= -3

7) ¢Qué valor debe tener m para que el producto de las raices de la ecuacion (m? —
5)x%? —6x + (m? —9) = 0 sea 5?

Solucién:

m
1”1'1'22

2

-9 .
— ademésr; -1, =5

m2-9

m2—5:5
m? —9 =5m? — 25
16 = 4m?
4 =m?

4+
\S}
I

3

Interpretacion geométrica de la resolucion de ecuaciones de sequndo grado.

Analizaremos la ecuacion: y = x? — 4

Solucién: Determinaremos algunos valores que satisfagan la ecuacién y = x? — 4
haciendo una tabla de valores de x e y

X

-3

-2

-1

0

y

5

0

-3

-4

Representemos los puntos (x, y) en el sistema cartesiano RxR. Y luego podemos unir
mediante una curva:

160



LA
.

'
L
=

i
aa
I
i
—
. E

-] —

- I N
(=

- S,
[ %]
aa
e

,,.'d L]t

Curva que recibe el nombre de parabola, cuyo vértice es V (0, —4).

Si resolvemos la ecuacion x? — 4 = 0 observamos que x> = 4 -~ x = +2 que son las
raices de la ecuacion.

En la grafica podemos ver que estos dos puntos, son los puntos donde la grafica de la
ecuacion y = x2 — 4 corta al eje x.

En general, se tiene que una ecuacion de segundo grado de la forma y = ax? + bx +
¢ con dos incognitas se puede representar como una parabola en el plano. Es decir, un
punto (x,y) del plano esta en dicha parabola si los valores de x e y satisfacen esa
ecuacion.

Geométricamente, resolver la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 significa encontrar los
puntos donde la grafica de la pardbola corta al eje x.

Entonces, si la ecuacion tiene:

1) Raices reales y distintas, significa que la grafica de la pardbola corta al eje x en
dos puntos distintos.

2) Raices reales e iguales, significa que la grafica de la parabola corta al eje x en un
unico punto.

3) Raices complejas y conjugadas, significa que la grafica de la parabola no corta al
eje x.
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Observaciones

1) El vértice de la pardbola y = ax? + bx + c esta en:

_ b v b ( b)
X =T 2a’ Y\ " 24

2) La parabola se abre hacia arriba si a > 0 y hacia abajo si a < 0.

Veamos algunos ejemplos de estas situaciones:

1) Las raices de la ecuacion 3x2 + x + 1 = 0 son:
_ —1+/1-12 _ —14V-11

, i Raices complejas!

2(3) 6
Luego, y = 3x2+x+ 1 jNo corta al eje x!
x|y
—1! 3 1 1
= —_—— = 1=-
0 1 y=33"6"
2| 15 13
oV (_ 2 _)
6 4
\ 16 T |
II'. }r 1 |I
I"'. 147 ’I."I
A 1 |
! !
\ !
\ 12+ /
4 T /
10T
\ ! /
".III\' e a.-'f
) T /
x\- i ;
\ b
4 —_
l —_
-8
-4 -3 -2 1 1 | 2 4
L X

2) Laecuacion 4x2 + 12x + 9 = 0, se puede resolver por factorizacion.

Asi:  (2x + 3)?= 0 tiene dos raices iguales.
3 ;
X =-—- queesuna raiz doble

~y = (2x + 3)?
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X Yy
-2 1
3 0
2
-1 1
0 9
1 25
El vértice de la pardbola estien x = —?2 = — % que es la abscisa de V.
La ordenada del Vértice es: y=4- 2 +12-— % +9

y=9-18+9=0

(39

3) Para la ecuacion x? — 13x + 40 = 0, se tiene:
(x=-5x-8)=0
x=25
x =8
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y =x?—13x + 40

g y40 _ 169 13 13 +40 = 2
Y= 2 )
5 0
6 | —2 oy (E _ 2)
7 2 2 4
8 0
10T \ ,
y Il". ."II
| {
\ /
gT Il"'. II."I
il \ /
\
\ f
6T \ {
4 I\I'\ -'lll.lI
4 \ ,-I
\'\‘ /
\\ ;,."
27 "\_\ ./.?'
\ /
I I I I I ——— / —f—+—
1 1 2 3 4 6 7 3 9 10
X
27 _

4) En la ecuacion —x? + x — 1 = 0, las raices son complejas y la parabola se abre
hacia abajo.

En efecto,

x2=—x+1=0
1+VI—4 1+V-3
B 2 2
iRaices complejas!
y=-x*+x-1

X
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5.3.  Problemas de aplicacion a ecuacion de sequndo grado.

1) La longitud de un terreno rectangular es el doble que el ancho. Si la longitud se
aumenta en 40 m. y el ancho en 6 m, el &rea seré el doble que la anterior.

Planteo:

i)

2a

a
Avecy = a-2a = 2a?

2a + 40

a+6

Arecz = (2a +40)(a + 6) = 2(a + 20)(a + 6) = 2(a® + 26a + 120)
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iii) Ecuacion: Ayecy = 24,001
2(a? + 26a + 120) = 2(2a?)
a’?—26a—120=0
(a+4)(a—-30)=0
a = —4 no es solucién (la unidad de medida es positiva)
a = 30, es solucion.
~ Elancho del terrenoes a = 30 m y la longitud es [ = 60 m.

2) La hipotenusa de un triangulo rectangulo es 25 m y la suma de los catetos es 35 m.
¢ Cuanto miden los catetos?

Planteo:
25 (35 —x)

X
Sea x: un cateto

35 — x: Otro cateto

Se conoce que “en todo triangulo rectangulo: el cuadrado de la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos”.

Asi:

= ¢ = a? + b?

Entonces:
252 = x2 + (35 —x)?
25% = x? 4+ x%2 + 352 — 70x
0 = 2x2 —70x + 1225 — 625
2x2—70x+600=0 /:2
x?>—35x+300=0
(x—15)(x—-20)=0
= x =15
x =20
Solucioén: Si un cateto mide 15, el otro mide 20 o si un cateto mide 20 el otro mide 15.

Otra forma: En el caso de plantear el problema usando las variables x e y para los
catetos, obtenemos el sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas que se
indica:
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3)

4)

5.4.

x+y=35 }
x%+y? = 252
iResuélvalo!

La suma de dos nimeros es 9 y la suma de sus cuadrados es 53. Hallar los nimeros.
Planteo:
Sean: x unndmeroy (9 — x) el otro nimero.
Luego: x2 + (9 —x)? =53
x?+81—18x + x? =53
2x>—18x+28=0
x2—9x+14=0
x—2)x—=7)=0
x=2, x=7
Solucioén: Los numeros son 2y 7.

La edad de A hace 6 afios era la raiz cuadrada de la edad que tendra dentro de 6 afios.
Hallar la edad actual.
Planteo: Edad actual de A : x
Hace 6 aflos : x — 6
Edad dentro de 6 afios: x + 6
Ecuacion:
x—6=Vvx+6 /( )?
x> —12x+36=x+6
x> —=13x+30=0
(x—10)(x-3)=0
x =10
x = —3 no es solucion
Solucion: La edad actual de A es 10 afios.

Algunas ecuaciones no lineales reducibles a Ecuaciones de 2° grado

Diremos que una ecuacion es reducible a ecuacion de 2° grado si es posible

transformarla en una ecuacion de la forma: ax? + bx +c¢ =0 cona # 0.

Entre ellos se presentan las siguientes:

5.4.1. Ecuaciones Fraccionarias

Son aquellas en las cuales la incognita esta en el denominador de alguna fraccion.
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Observacion

Al resolver una ecuacion fraccionaria se debe eliminar del conjunto
solucion los valores que anulan el denominador.

e Procedimiento para resolver una ecuacion fraccionaria.

Se multiplica la ecuacion por el m.c.m de los denominadores.

Ejemplo

Son ecuaciones fraccionarias, las siguientes:

1)
3
S5x——=2; x#0
X
2)
ad ! + 8 =0; ¢+5
2x+5 2x—5 4x2+25  *TE3
3)
a—x a+x
— =2; x#* *ta
at+x a—x
4)
7x — 4 5 _x+5_ £ %4
x2—6x+8 2—x_x—4’x X
Desarrollo
1)

3
M—;=2;x¢0/mamxx
5x%2 —3 =2x
5x>2—=2x—3=0
_2+VA+60 2+V64 2+8

X

10 10 10
_10_1_ 6 3
T T 2T T 0T T
3



2)

3)

ad L 8 g xx4l
2x+5 2x—5 4x2—25 X7 *3

x(2x -5 —-12x+5)+8=0, m.c.m (4x? — 25)

2x>—=5x—-2x—-54+8=0
2x2 —7x+3=0

_7+V49-24 7425 745

X

4 4 4
12 2 1
sot 1.3
ol: 15,
a—x a+x
— =2, m.c.m(a+x)(a—x);x # t+a

a+x a—x
(a—x)?>—(a+x)>=2(a+x)(a—x)
a? —2ax + x* — a?® — 2ax — x% = 2a® — 2x?

2x%2 —4ax —2a*>=0 /:2
x? —2ax —a? =

B 2a + V4a? + 4a? B 2a + 2aV2
- 2 a 2

X

= (a t aV2)

~ Sol:{a + av2,a — av'2}
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5.4.2. Ecuaciones Irracionales

Son aquellas que involucran a las raices y la incognita esta en la cantidad

subradical.

+ Resolucion de ecuaciones con radicales que se reducen a ecuaciones de primer

grado

Ejemplos
1) Vx2—2x+1=(9—x)
x> —2x+1=(9—x)?
x?>—2x+1=81-18x + x?
16x=81—-1

/O)?

Restricciones:

i) 9—x>20-x<9
i) x2—=2x+1=>0

(x—1)?%=>0
X=1g =>x=5
2) Vx+Vx+7=7 , se aisla un radical y luego se eleva
cuadrado
Vx+7=7-vx /()? Restricciones:
Xx+7=49 —14Vx + x
14x = 42 !_)) xi;’ .
_ 2 1l X >
vx _93 /0 x> -7
X =
o S = {9}
3) Radical y fraccion.
9
2\/X+6—\/4X—3=\/ﬁ /V4X—3
2Vx + 6V4x — 3 — (\/4x - 3)2 =9 Restricciones:
2V4x2 +21x — 18 —(4x —3) =9 ] L3
4
24/4x2 +21x — 18 =9 + 4x — 3 i > 6

VAx2 +21x—18=3+2x /()2
4x% +21x — 18 = 4x?> + 9 + 12x
9x = 27

x=3

-~ S = {3}
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+ Resolucion de ecuaciones con radicales que se reducen a ecuaciones de sequndo
grado

Al igual que en el caso anterior éstas ecuaciones se resuelven eliminando los
radicales mediante la elevacion de los dos miembros a la potencia que indique el indice del
radical.

Cuando la ecuacion que resulta es de segundo grado, se obtendran dos raices de la
ecuacion, luego es necesario verificar ambas raices en la ecuacion dada para comprobar si
ambas raices satisfacen la ecuacion dada.

Recordar que “cuando los dos miembros de una ecuacion se elevan a una misma
potencia generalmente se introducen nuevas soluciones que no satisfacen la ecuacién
dada” (aparecen soluciones extrafias o inadmisibles).

Ejemplos

Resolver las siguientes ecuaciones:

1) \/x—3+\/2x+1—2\/§=0 Restricciones:
i) x—3=>0
x =3
Vx—=3+V2x+1=2Vx [/()? i) 2x+1=0
x=3+2x+1+2/(x-3)(2x+ 1) = 4x xg-%
2y2x2 —5x—3=4x —3x + 2 i) x =0

242x2—-5x—-3=x+2 /()2
4(2x2 —5x—3)=x%>+4x+ 4
8x2 —20x —12 =x>+4x + 4
7x*> —24x —16 =0

2445761448 24 +V1024 24432 8(3+4) 12+16

x 14 14 14 14 7

_28_,
X ==

X, = —% es solucion extrafia , yaque x = 3.

S = {4}
2) Vx+3+ \/% =5 /- Vx +3 Restriccion:
2
vx+3 +6=5Vx+3 x> —3
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x+9=5Vx+3 /()?
x? 4+ 18x + 81 = 25(x + 3)
x>+ 18x—25x+81—-75=0
x> —7x+6=0
x—-6)x—-1)=0
x—6=0 Vv x—1=0
x=6 vV x=1

S={16}

3) Vx++vVx+8=2Vx /()?
x+Vx+8=4x

Vx +8 = 3x /()?
x + 8 =9x2
9x%2 —x—8=0

_1+v1+288 14289 1+17

x 18 18 18
_18_
17987
_—16 8 fical .,
xz = 18 = 9n0 veriilica la ecuacion
S ={1}

5.4.3. Ecuaciones Trinomias
Se denomina ecuacién trinomia a una ecuacion de tres términos de la forma:
ax**+bx"+c=0 ,cona#0,n€eZn=*D0.

Que también pueden escribirse:
a(x™)?+b(x") +c=0

~ podemos hacer una sustitucion y = x™
= ay?+by+c =0 queesunaecuacion cuadratica.

Procedimiento para su resolucion
1) Hacemos una sustitucion

2) Despejamos la nueva variable
3) Despejamos la variable original
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Nota
1) La ecuacion trinomia de la forma:

ax* 4+ bx? +c=0,a # 0 se llama ecuacion bicuadratica.
2) Laecuacion x™ 4+ a = 0 se llama ecuacion binomial.

Ejemplos
1)

x*—13x2+36=0 , hacemos y = x*
y2—13y +36 =0
—-Hly-9=0
y=4 = x?=4 = x =142
y=9 = x2=9 = x =43
Sol: {—3,-2,2,3)

2)
x6—7x3>-8=0, hacemosz=x3
z2-7z—-8=0
(z-8)(z+1)=0
z+1=0 =>2z=-1
z—8=0 =2z=8
nx3=-1; x3=8

x34+1=0

x+1D?—x+1)=0

x+1=0=>x=-1

1J_r\/ﬂ=> 1++/3i
2 2

x> —x+1=0 =>x=
b)
x3-8=0=>x-2)x*+2x+4)=0
x—2=0=x=2
—2+V4—-16 —2+2V3i
2 -T2
wx=—-1+3i

X2 4+2x+4=0 =x=

Sol.Final: {—1, 2, %(1 ++/30), (-1+ \/§i)}
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3)
x10©—-33x>+32=0 , seau = x°
u>—-33u+32=0
(u—-32)(u—-1)=0
u=32 = x°-32=0 = (x—-2)(x*+2x3+4x*+8x+16) =0
u=1=x"-1=0=C-D&*+x3+x>+x+1) =0
=~ Sol.Reales {1, 2}

4)
x*—6x2+7=0 , seau = x?
u>—6u+7=0

6+v36—-28 6++v8 2(3++2

== > = —2\/_= ( ;\/_)=3i\/7

perou =x* = x> =3++2 $x=i‘/3i\/§

.-_Sol={\/3+\/§,\/3—\/§,—\/3+\/§,_\/3_\/§}

u

5) Casos especiales

e x+3/x—-10=0
Seau =+x /()?
u?=x
(u+5w-2)=0
U—2=0=u=2 - Vx=2 =x=4
u+5=0 = u=-5 — +x =—=5no0 es soluciéon .
. Sol = {4}

3
e x3-9x248=0

x3—9yx34+8=0
Seaz =+x3 /()?
z? =x3

. z?=9z4+8=0
(z—-8)(z—-1)=0
z=8;z=1
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x3 =38
x3 =64
x3—-64=0
(x—4)(x*+4x+16) =0
x—4=0=>x=4
x%+4x + 16 = 0 — Raices Complejas
b)

Vx3=1
x3=1
x3—-1=0

x-1Dx%?+x+1)=0
x—1=0=x=1
x2+x+1=0 — Raices Complejas

o (x2—x)2—-14(x>—-x)+24=0
(x2—x)2—14(x2—x)+24=0
Seau =x?>—x
u?—14u+24=0

(u—-12)(u—-2)=0
u—12=0 - u=12 = x>-x=12....(a)

U—-2=0 -u=2 = x2—x=2 ... (b)
(@) x2—x—-12=0 - (x—-49)(x+3)=0
ox=4; x=-3

(b) x*?—x—-2=0 > (x—-2)(x+1) =0
nx=2; x=-1

~ Sol. Final = {4,-3,2,—1}
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5.5.  Algunos Sistemas de Ecuaciones no lineales.

La ecuacion x2 + y2 = r? representa una circunferencia de radio r y ¢(0,0) y la
ecuacion ax + by + ¢ = 0 representa una linea recta.

Resolver un sistema que involucra a ambas ecuaciones, representa geométricamente, el
determinar los puntos de interseccion de ambas curvas.

Dados una circunferencia y una recta, puede suceder lo que se observa en la figura

siguiente:

N
NN
RSN

Recta 1

1) Larecta intersecta a la circunferencia en dos puntos. (Recta 1)
2) Larecta intersecta a la circunferencia en un punto. (Recta 2)
3) Larecta no intersecta a la circunferencia. (Recta 3)

En términos algebraicos al resolver un sistema de estas dos ecuaciones en forma
simultanea puede ocurrir que:

1) El sistema tenga dos soluciones. (se intersectan en 2 puntos)

2) El sistema tenga una sola solucién. ( se intersectan en 1 punto)

3) El sistema no tenga solucion. (no se intersectan)

Sistemas de ecuaciones de sequndo grado en dos variables.

Un sistema de ecuaciones en dos variables es de segundo grado si alguna de las
ecuaciones contiene alguno de los términos x2, y2 o xy. ( siendo x e y las variables)

Para estos sistemas no hay un metodo general de resolucion, por tal motivo veremos
algunos casos de ellos.
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I. Sistemas que contienen una ecuacion lineal y una ecuacion cuadratica.

Meétodo de resolucion: Despejamos una de las variables de la ecuacion lineal y
la sustitucion en la ecuacion cuadrética.

Ejemplos
xX—y=2 }
1) x2+y%2=20

2)

Despejamos una variable en E;: por ejemplo x = 2 + y y la reemplazamos
en E:

Asi, x? + y? = 20 nos queda (2 + y)? + y2 = 20 y tenemos una ecuacion
en una variable.

4+4y+y2+y2=20

2y2+4y—-16=0 /:2

y2+2y—8=0

+dly-2)=0

y+4=0 Vv y—2=0

y=—4 VvV y=2

>5x=2—-4 V x=2+2

x==-2 V x=4

&S ={(-2,-4),(4,2)}

Nota: Al representar en un mismo sistema cartesiano, ambas curvas,
observara que éstas se intersectan en dos puntos. Estos puntos son
los que se indican en el conjunto solucién.

Resolver el sistema:
S5x —y = 8}
—2xy =6

En E;:5x —y =8 despejamos y. Asi, —-y=8—-5x=>y=5x—-8 Yy
reemplazamos en E,: — 2xy = 6

2x(8—5x) =6

16x—10x2=6 /(-1

10x*2 —16x+6=0 /:2

5x2—8x+3=0

x_8iw/64—4(5)(3)_81\/64—60_8i\/1_8i2

2(5) 10 10 10
10
x1 = E = 1
6 3
%1575



Finalmente:
Si x=1=>y=5-1-8=-3 ~s;=(1,-3)

. 3 3 3
si x== 2y=5-——8=-5 .-.52:<_ _5>

5 5 5’
S —{ 1,-3 (3 5)}
- (J )J 5)
Ejercicios
Ix+y=2 }
) 9x2 — 9y? = -8

(GG

x—2y=0
2) 2xy =1 }

{03}

2x+y=11}
x2—xy=+4

sf (1%

I1. Sistemas en que ambas ecuaciones son de la forma: ax? + by? = c.
(Es decir, no hay términos de primer grado ni el término xy).

3)

Metodo de resolucion: Es conveniente utilizar el método de reduccion de
variables. (Esto se logra con una adecuada amplificacion de las ecuaciones).

Ejemplos
0 2x% +y% = 22} /2
x?—-2y* =1

4x? + 2y% = 44}
x2-2y?=1

x==3

Para obtener el valor de y, reemplazamos en cualquiera de las ecuaciones:
178



Veamos en E;: y? = 22 — 2x?
y2=22-2-9=22-18=4
y:=4

y =2

§={3,2),(3,-2),(-3,2),(-3,-2)}

2) 3x2 —3y% = 0}

xZ _ 2y2 =0 / (_3)

3x2—-3y2=0 }

-3x2+6y2=0

3y2=0

y=0

Reemplazamos y = 0 en la segunda ecuacion y obtenemos:
x> =2-0=0=2x2=0=>x=0
s ={(0,0}

Ejercicios

Resuelva los sistemas indicados:

x?+y% =234
NP bt
x—y<=16
S ={(£5,+3)}

x2 4+ 2 =
) Lt
4x° —T7y“ =6

s ={(xV5,£v2)}

3) x?+2y% = 72}
x? —y? =60
S ={(£8,£2)}
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I11. Sistemas homogéneos formados por ecuaciones cuyos términos son todos de
segundo grado.
(Es decir, contienen términos en x?2, y?, xy)

Método de resolucion: Se procede como en |, es decir, despejamos una de las
variables en términos de la otra y resolvemos, finalmente, una ecuacién de
segundo grado con una variable.

Ejemplos
x?—y?= —7}
1) xy =12

Si despejamos y en la segunda ecuacion y reemplazamos en la primera se

tiene:
_ L2 =0

y_ X ’ X

12\?
xz_(_) =7

X

144

xz—x—2=—7 /'JC2

x*—144 = —7x

x* + 7x% — 144 = 0 (es una ecuacion bicuadratica) Seau = x?
(x?)?2+7x2—-144=0

u?+7u—144=0

(u+16)(u—9) =0

u=-16 V u=9 pero u = x?, entonces

x2=-16 v x%2=9

x?+16=0 Vv x=43

S=0

Ademas como

12 12
y=_ 2 y=, >y=14

Observacion: Se debe considerar sélo x e y de igual signo para que x -y =
12.

2_2xy—y?=41)/ (- ., I
2) X =Y }/( 1) Para tener una ecuacion en términos de xy.

x?+ 3xy —y? =131
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3)

—x%+2 2=-41

xz * xy+yz }Sumamos

x“+3xy —y° =131

1

5xy=90 /-

xy Iz
xy =18
y== ,Xx # 0 quereemplazamos en E;
Asi:

x? —2xy —y? =41 nos queda

18 /18\?
x2—2x-——(—) =41
X X

2

x2—36—1xiz=41 /x?
x* —36x% — 182 = 41x?
x*—77x2-182=0
x?+4)(x>-81)=0
x?+4=0 Vv x?2-81=0
1) x? =81

x =49

18

Ly = I9- 12
=~ Hay que verificar en las ecuaciones.

x?+y2 =141
x2—xy= —4}
Se despejay en E,
x2+4=xy

x*+4
— =Y Se reemplaza en E;

5 x2 + 4\°
x° + =141

X

x* 4+ 8x%+16
x2 -

x% +

41 /[ x2,x#0

x* 4+ x*+8x%24+16 = 41x2

2x*—33x2+16=0

2

334V337-4-2-16 3341089 — 128 33++961 33431

x 2(2) 4
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%x2=7=16 = x =14
2 1 1 2
x2=—== = x=i—=i£
U 4 2 VZ 2
)] Si,
14 16+4 20 ic
= = = = —=
e YETE Tt

o (4!5)I (_41 _5)1 (4I _5)1 (_4!5)
Verificamosen E,: 16 — 20 = —4

=4
yx= _5} 16— (4-—5)=16+20 % —4 = (4,-5)¢&S
x=-4
s 16— (-0 =34 % —4 (45 €S

i) Si,
1 4 9 92
FSE ST TuT TS
2
Verificar en E,

1 W2 1 9 —
x=5V2 ., y=— = g-p2==—t
Verificar en E;
1+81_82_41
2 2 2

s f.c0-5. (a0 (- ha- 20

Ejercicios
x? +y2 =40 _
n ¥ 5 ={(6,2),(~6,-2), (2,6), (-2, 6)}
x?—3y?2 =13 _
y * Y 5 ={(5,2),(-5,-2)}

3x% —2y% = —24}

2xy + y? = 84 S ={(4,6),(—4,-6)}

3)
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5.6.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determine el conjunto solucion de las siguientes ecuaciones de segundo grado con
una incégnita, por el método que se indica:

a) x2-—15x + 56 = 0, (factorizando). Resp.: {7, 8}
b) x%+ 2x —15 =0, (completando cuadrados) Resp.: {—5, 3}
c) 3x%—17x + 20 = 0, (forma general) Resp.: {g ,4}
d) 2x2+ 13x — 24 = 0, (completando cuadrados) Resp.: {—8,%}

Determine los valores que debe tomar k para que la ecuacién dada admita raices
reales e iguales:

a) kx?+kx—-2=0 Resp..k=-8
b) x2 —15x —k(2x+1) =0 Resp.: k = -16+v31

2

Determine la suma de las raices de la ecuacion 3x%2 —5x — 1 = 7(x — 3).
Resp.: 4

Determine el producto de las raices de la ecuacion (x — 2)? = (x — 2)(x + 2).

Hallar los valores reales de m € R, si es que existen, para que la ecuacion

x? — 15x = m(2x — 8) , tenga raices:

a) reales e iguales Resp.: @

b) reales y distintas. Resp.: R

Resuelva las siguientes ecuaciones :

a) %=1+x_613 Resp.: =2y 9
b) 3vx—1+11=2x Resp.: 1

%—’%’:z—% ,a,b € R—{0}ya? # b2 Resp.:%
d) Vx+5—+5x—15 = — Resp.: 3

Vx+5
Exprese x? —x+y—6=0 enlaforma(x —a)? = k(y —b) completando

el cuadrado perfecto. Resp.: (x - %)2 = - (y - 275)

Resolver la ecuacion en R, para x.

a2+\/12x2—a2_x+1
a? —V12x2 —a2 x-—1

Resp.: § = {—ga, ga}
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9. Resuelva los problemas que se indican:

a)

b)

Se tiene un lote de baldosas cuadradas. Si se forma con ellas un cuadrado de "x"
baldosas por lado sobran 27, y si se toman "x + 1" baldosas por lado faltan 40.
Hallar el nimero de baldosas.

Resp.: 1116
Determine el area de un rectangulo, sabiendo que: Su perimetro es de 24cms. y
su base es el triple de su altura.

27
Resp.: > cm?

El perimetro de un triangulo isésceles es de 19 cm. La longitud de cada uno de
sus lados iguales excede en 2 cm al doble de la longitud del lado desigual.
Determine el area del triangulo.

3v247
Resp.: —— cm?

. . .y 1
10. Siry s son las raices de la ecuacion 6 + ~ =X hallar el valor de:

A=Y g Resp.: A=-4
6(rs)8
11. Determine el conjunto solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones:
xy =2 o . o
a) {XZ + yz — 5 ReSpS - {(1)2)1( 1) 2)! (le)l( 2; 1)}
2 2 _
p T 220 Resp.: § = {(41), (—4,—1), (2.2), (~2,~2)}
xy =4
x?+y?=25
c) X2y Resp.: S = {(5,0), (—5,0)}
25 2
2x—y =3 e (1 -13
d) x2 n ny _ _1} Resp.. S = {(E'T)' (1, —1)}

184



UNIDAD VI LOGARITMOS

La Unidad de Logaritmos considera cuatro secciones fundamentales, de modo de
capacitar al alumno para que: reconozca y aplique las propiedades de los logaritmos,
resuelva ecuaciones exponenciales, logaritmicas y algunos sistemas que involucren a estas
ecuaciones aplicando el concepto de logaritmo y sus propiedades.

Se indican en cada seccion definiciones, ejemplos, ejercicios desarrollados y/o
propuestos, con el objeto que el alumno aplique correctamente lo sefialado en el parrafo
anterior. Finaliza la unidad con ejercicios propuestos con su respectiva respuesta.

Las secciones donde se desarrollan los contenidos de esta unidad son:

Logaritmos de nimeros reales positivos.

Propiedades de los logaritmos.

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

Sistemas de ecuaciones no lineales que involucran logaritmos, exponenciales y

radicales

M ow e

6.1. Logaritmos de niUmeros reales positivos

El logaritmo de un nimero “N” (N > 0) en una base dada “a”, a >0 ya # 1,

es igual al exponente al que se debe elevar la base “a” para obtener el nUmero N.

log,N=x & a*=N

Ejemplos

1. Se conoce que 23 = 8, luego log, 8 = 3

2. logzé = —3,puesto que 273 = 2—13 = %
1 -4

3. logi16 = —4,ya que (5) =2*=16

3

Observacion

1) Si la base del logaritmo es 10, éstos se llaman logaritmos vulgares, decimales o de
Briggs.
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Notacion: log;o N = log N
2) Si la base del logaritmo es “e”, estos se llaman logaritmos naturales o Neperianos.
Notacion: log, N = InN

3) La base de un logaritmo puede ser cualquier a € R* — {1}.
(aeRa>0Aa#1).

Ejercicio
Determine el valor de x en las expresiones siguientes:

1) log,x =4 & 2% =x

=>x =16
2)
53
log§x=3<:)(—) =x
2 2
. _ 125
*=7g
3)

4) log;81 =x & 3¥ =81
>3*=3*=3x=4

5)

X

1
log164 = x & (—) = 64
2 4

254 =43> —x=3=>x=-3
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6) log,16 =4 < x* =16
=x=V16=x=2

7)
1 1/
Ing2=Z=’x 4=2

>x=2*=>x=16

8)

1 -2

logy - = —
ng4

3 o x ==

—x 3=2"2 =x=8

9

1ng32 = 7@9(_5/7 = 32

1 _ _
= T;g +puesto que x l1=25 /() s
1 1

X = (25)_7/5 = 2_7 zfzﬁ

= X

6.2. Propiedades de los logaritmos

Considerando la equivalencia

log,N=b < a’=N

obtenemos en forma inmediata algunas propiedades, mencionaremos las siguientes.
1. alogaN =N

En efecto, si reemplazamos el valor de b = log, N en a®? = N, se obtiene:

alOgaN =N

2. logga? =b
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En efecto, si reemplazamos el valor de N = a’enlog, N = b , se obtiene:

log,a? =b

Como consecuencia de la propiedad 2, obtenemos otras propiedades en forma
inmediata:

3. logga=1 , yaque log,a'=1

4. log,Va = % ya que log, a'/2 = %

5. log,1=0 ,yaque log,a®=
6. 10ga§ =—1,yaque log,al=-1

-1
7. logia=—1,yaque log: (1) = -1

a
a
Aplicando definicion también se pueden demostrar otras propiedades:

8. log,(u-v) =log,u+log,v

En efecto,
Sea x =log, u } a*=u }
=
y =log, v a¥ =v
Multiplicando
u-v=a*-a¥ (Propiedad de potencias de igual base)
u-v=a*ty , Aplicando definicion de log ,

log,(u-v)=x+y ,sustituyendo tenemos

log,(u-v) =log,u +log, v

9. log,u"=n-log,u , con n € R

Seax =logaue=a*=u /()"
(@) =u" = a™ =u", pordefinicion
log, u™ = nx

log,u™ =n-log,u
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10. loga% = log, u—log, v

En efecto,
u
log, o= logou-v~! =log, u+log, v1!

= log, u+(—1)log, v
= log, u—log, v

u
=~ log, 5= log, u—log, v

11. Propiedad del cambio de base

Sea log, N y se desea cambiarlo a una nueva base “b” talque b >0 Ab # 1,
entonces

En efecto, sea x = log, N, entonces segun definicion:

a*=N /logy
logy, a* =log, N
xlog, a =log, N

‘= log, N

~ log, a

Reemplazando x se obtiene la propiedad:

log, N

1 N =
08a log, a

Ejemplos
Usando propiedades, determine el valor de:

1) 3(2 logz 7+1logz 5)
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2)

3)

4)

5)

Solucion:
3(10g3 72+logs5) — 3logs 725
=72%.5

125 (logs %+§)

Solucién:;

1
1251085 395 . 125§ — 53log5(95)§ . (53)§

1 3
1 953
=5 °g5< ) .5

— 510g595 .5
=95-5
=475
640,510g8(0,75)
Solucién:
210,5l0gg(0,75) — logs(z)
(82)051088(0.75) — g 2
3
4
10g4 7—210g74-
Solucién:
log, 7'°874™" = log, 472
=-2
log; log, 512
Solucién:
logs log, 2° = log3 9

=2

e Otros ejemplos mas simples

1) log, G) =log,(271)"> =log, 2° =5

2) log,7*3=x-3
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3) 100'°8 x? — q02logx? — qplogx* — ,4
4) elne® — ;8
Ejercicios resueltos
1) Exprese M en funcion de loga ,logh y logc, aplicando propiedades de logaritmo, si:

a)
; a-2vb3

M =log——
Vbs+c Va?b

Solucion:
Va-2vb3
= log——ror—
Vb5c Va?b
5
M = log /a‘zx/ﬁ —log _[b5c Va?b

M

1 1 1
M= gloga"2b3/2 - {Elogb5 c'/? + §10ga2b}

1 1 1
M=z [loga=2 + log b3/2] — {E [log b + log c'/2] + 3 [log a? + log b]}

1 3 1 1 1
M = g[—Zloga+Elogb] —{E[Slogb +§logc] +§[210ga+logb]}

M= 2l +3lb 5lb 1l 2l 1lb
= —gloga+5log > log zlogc —zloga —zlog

M—( 2 2)1 +<3 5 1)1 ) 1l
= 73 oga 02 3 og 4ogc

yo 16 9-75-10
= oga 30

1
T logb—zlogc

16

1 38l b 1l
Tcloga og ogc

15 4

M =
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b)

1
(a5h®)~2 c=3q-1 574
M = log i) : < 255 >

Solucion 1: efectuando propiedades de potencias

1
—(asbe)—z c3a-1\°|*
M = log (c*a)3 : ( a2hB >

1
q-10p-12  -15 a—sr

M = log cl2g3 = qlopao
1
[ 1 ‘ 1 4
M = log a13p12 12 a15b40C15]
1
- 1 q15p40 15Tz
M = log a13 p12 12 ) 1 l
_ 1
q15H40 157
M = log a13p12c12
1
a2h28c31a
M = log 1

M =log a/2 b7c3/4

M = log a'/? + log b7 + log c3/*
1 3
M =Eloga+7logb+zlogc

Solucidn 2: utilizando directamente propiedades de logaritmos

1
(@®h®)~2 [(c~3a1 51+
M = log (c*a)? : < a2h8 >
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M = 11 (a®b®)~2 (cPa™! >
— 308 (c*a)® ~ \ a?b8

M = 1 | (a®b®)~2 | c3a~1\°
B R L] WY

M= %{(log(a5b6)‘2 —log(c*a)?®) -5 logm}

a® b8
1
M= Z{—Z log(a®b®) — 3log(c*a) — 5[logc3a~! — log a®b®]}

1
M= Z{—Z[log a® + log b®] — 3[log c* + log a]
— 5[logc™® + loga=* — [log a® + log b®]]}

1
M= Z{_Z[S loga + 6logh] — 3[4logc + logal
— 5[[-3logc — loga] — 21loga — 8log b]}

1
M = Z{—lOloga— 12logb — 12logc —3loga + 15logc + 5loga + 10loga
+ 40 log b}

1

M = Z{(—lO —3+5+10)loga + (—12 + 40)logh + (—12 + 15) logc}
1

M = Z{Zloga+ 28logb + 3logc}

1 3
M = Eloga+ 7log b +Zlogc

2) Exprese A como un unico logaritmo, si:
a) A= logaW+loga i/z_2+loga\/z_5—loga W_loga Rz =

Solucién 1:
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A= (loga\/_+loga\/_+loga\/_)—(loga6\/z7+loga 1%/5)
3 5 7
A=<Zlogaz+ logaz+210gaz)—(glogaz+1210ga )
,4—(3+2 )1 (7+1)1
—\173 %82\ T12) 9Ba?
948+ 30 14+ 1
( )Ogaz_( 12 )logaz

_47, 15
12 08aZ T 1,%8a”

A_<47 15)1
—\127 12/ %8e”?

32
A= 12 —log,z
8
A= glogaz
Solucion 2:

ota (V737 7) - loga (77 - 42)
(23/4 Z/3 Z/z) 1oga( /6 z/12)
oga
oga (2"

a

2(3/4-+ 2/3+5/2)) loga (Z(7/6+1/12))

) — log, (215/12)
747/12
A =log, 715/12

A = log,(23%/12)
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A=<log,z

b)
3 1 5
A= glog(x -3) - §logx —glog(x + 1)+ 2logz
Solucion:
A = log(x — 3)s — logx'/3 — log(x + 16 + log z2

A= (log(x ~3)°s 4 logzz) — (logx1/3 + log(x + 1)5/6)

A =log ((x — 3)3/5 . zz) — log (x1/3 “(x+ 1)5/6)
(x — 3)3/5 - z?2
A=1
og <x1/3 (4 1)5/6>

6.3. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Ecuacion exponencial: Es aquella ecuacion en la cual la incognita estd en algin
exponente.

Ejemplos
a) X?+x — 95x+6
b) 4*73:52*77 =(,8
C) e¥—e*=2

Ecuacion logaritmica: Es aquella ecuacion en la que la incognita aparece en el argumento
de uno o més logaritmos.

Ejemplos
a) log(2x +1) +logx =1
b) log,(x + 1) +log,(x —1) =3
c) In12 —In(x — 1) =In(x — 2)
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6.3.1. Resolucion de ecuaciones exponenciales.
Para resolver una ecuacion exponencial podemos usar:

1) Lapropiedad:a®* =a™ =x=m cona>0, a+1
2) Logaritmos y propiedades

Ejemplos

1) 5x?+x — )5x+6
5x2+x — (52)(x+6)
5x*+x = 52x+12 aplicando propiedad de las potencias
x?+x=2x+12
x>—x—-12=0
x—4)x+3)=0
x=4

x=-3

2) 3**2 =5*"1 /log, yaque son potencias de bases distintas
(x+2)log3 =(x—1)log5
xlog3 + 2log3 = xlog5 —log5
x(log3 —log5) = —log5 — 2log 3

_ —log5-2log3
o log3-log5s

__ —0,699-0,954

©0,477-0,699

= 2222 = 7,446
0,222

) e¥—e*=2 = ex—eix=2/ex>0
e —1=2e* = e?*—-2e¥—-1=0
= (e¥)?-2(e¥)—-1=0, seaz = e*
z2-2z—-1=0
z=1++2 pero z=e*
e*=1++2 /In ,yaquee* >0,Vx

Ine* = ln(l + \/7)
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xlne=ln(1+\/7)
x=ln(1+\/7)

Ejercicios
Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales.

1) (0,3)**1 =(0,0243)2*"1 Sol. x =0,7898

5logc
2) a* -p3* =5 Sol. x = ——8¢ _
2loga+3logb

3) 10 - 5x+1 — 3x—1 Sol X = log 150
log3-log5

4) 3x+1 + 3x—2 — 3x_3 + 3x_4 = 750 Sol. x =5

5) 3X+3 4 gx+2 — 4 Sol. x =-2

6.3.2. Resolucion de ecuaciones logaritmicas
Para resolver una ecuacion logaritmica, se expresan ambos miembros de la ecuacion
como logaritmos unicos y luego se aplica la definicion de logaritmo o la propiedad:
log, A= log,B< A=B.

Ejemplos

1) log(4x + 5) —log(x + 2) = log(7x — 1) — log(5x — 3)

l <4x+5)_l (7x—1>
8 x4+ 2 - 108 5x—3

4x+5_7x—1
x+2 5x-—3

20x? +13x — 15 = 7x%>+ 13x — 2
13x2—-13=0

x>=1

x = +1. Pero x = —1 no es solucion
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2)

3)

4)

Por lo tanto la solucionesx =1 =~ § = {1}.
logvx —1+logvx +4 —log(x—1) =0
Vvx —1Vx + 4 0 vx+1Vvx + 4
- = - —

x—1 x—1

Vx2+3x—4=x+1 /()?

x24+3x—4=x*+2x+1

log =10°=1

x=5 ~S§S={5}L

In12 —In(x — 1) = In(x — 2)

In (x121) = In(x — 2)

=x—-2
x—1 X

x—-2)x—-1)=12
x?2—-3x+2=12
x2-3x—-10=0
(x=5)x+2)=0
x=5

x = —2 noessolucion, yaque In(—4)7Z y In(-3)#

log, 2 - logx 2 =logx 2
16 64

Cambiar a base 10 para simplificar

log2 log2 log2

log x log% a log6x—4
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(log 2)? B log 2
logx (logx —log16) logx — log 64

(log 2)2(log x — log 64) = log 2 ((log x)? — log x log 16)

log 2log x — log 2log 64 = (log x)? — logx log 16

(logx)? — (log 2 + log 16) log x + log 2log 64 = 0
(logx)? — (log 2 + log 2*) log x + log 210og2° = 0
(logx)? —5log2logx + 6(log2)?> =0

(logx —3log2)(logx —2log2) =0

logx =3log2 Vv logx =2log2

x=23=8 x=2%2=14 ~ S ={4,8}.

NOTA
El ejercicio anterior también se puede resolver en base 2.
iVerifiquelo!

e Ejercicios Resueltos
1) Determine el conjunto solucién de la ecuacion:
xlogzx = 8x2
Solucion:
x1082% = 8x2 ... (¥)

Para resolver la ecuacion () , aplicamos la propiedad:
A=B < log,A=log,B

Aplicamos log, a la ecuacion ()
log, (x'°82%) = log, (8x?)
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(log, x)(log, x) = log, 8 + log, x2

(log, x)? — 2log, x = 3

(log, x)? — 2log, x —3 = 0 Ecuacion de segundo grado con incognita log, x
Seau =log, x

u?—2u—-3=0

(u-3)u+1)=0

u—3=0 vV u+1=0
u=3 u=-1

logo,x=3 Vv log,x=-1
x =23 x =271

x =8 Vv X ==

= solucién de x'°82% = 8x2es § = {58}
2) 2(7'98e%) + 5(x!08a7) = 343
Solucion:
2(7'°8a%) + 5(x1°8a7) = 343
2(7°8a%) + 5(7'°8a%) = 343
1
7(710gax) =73 / -

(7logax) = 72
log, x =2
x = a? ~ § ={a*}.

(*) Muestre que (x!'°827) = (7!°82%) usando la propiedad de cambio de base.
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6.4. Sistemas de ecuaciones no lineales que involucran logaritmos, exponenciales vy
radicales

Como su nombre lo indica son sistemas de ecuaciones que contienen ecuaciones
exponenciales y/o logaritmicas y ecuaciones con radicales

Para resolver estos tipos de ecuaciones no hay un método determinado. Segun el tipo
de sistema se sugiere aplicar todas las propiedades de logaritmo y/o de potencias
necesarios, hasta transformar el sistema dado a un sistema de ecuaciones lineales que se
resuelve segun lo tratado en la unidad cuatro.

Resolveremos algunos sistemas con dos ecuaciones y dos incdgnitas que contengan
ecuaciones exponenciales y/o logaritmicas.

Ejemplos:
1) Resolver el sistema de dos ecuaciones exponenciales:

6* =27 /aplicamos logaritmo (A = B < log A = logB)
6* = 6Y~1 | /aplicamos (a* = a™ = x = m)

~ reemplazamos el valor de x en la 12 ecuacion,
se tiene:

xlog6 = ylog?2
x=y—1

(y—1)log6 = ylog2
ylog6 —log6 = ylog?2
y(log6 —log2) =log6

6
y (log§> = log6

y(log3) =log6
_log6

y_log3

_log6 _log6—log3 log2
*Tlog3 T 1log3  log3

¢ = {(logZ log 6)}
~ Nlog3’log 3

201



2) Resolver el sistema:

log:(x2y3) =5 | /aplicamos propiedad de logaritmos
’ /aplicamos logaritmo en base % puesto que aparece en la

-2 _ n8 -
xy © =2 12 ecuacion. {x "y = (%) }

logix? +log1y® =5
2 2

1
logi x — 2log1y = —8log1 =
2 2 2

1
2

2logix + 3logry =5
2 2

log: x — 2log1y = —8
2 2

Sean

u =logix
2

v =log1y
2

2u+3v=>5
u—2v=-8 /(—=2)

2u+3v=>5
—2u+4v =16 ‘
7v =21
v=3

u=-8+4+2v
u=-8+6
u=-2

Pero,
i) u=logix
2
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= —2=logix
2

1\2
3) =x
22=x =x=4

i) v=logiy =3 =log1y
2 2

3) Resolver:

10%+2y = 2
log3x —log2y =1

Aplicando logaritmo en base 10 y propiedades de los logaritmos, se tiene:

(x +2y)log 10 = log 2

1 <3x)—1
Og Zy =

x+ 2y =log?2
3x
10t = —
2y

x+2y=log2...(%)
3x

Zy:E"""(**)

x+ 2y =log2 /-3(%)
—3x+20y=0
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3x + 6y = 3log?2
—3x+20y =0
26y = 3log?2

} sumando ambas ecuaciones se tiene:

_ 3 log2
Y =26 08

Despejamos x en (*)
x + 2log 2 = log 2 /multiplicando por 13

13x + 3log2 = 13 log 2

13x = 10log 2

10

x = 1—310g2

-5—{(101 2 3, 2)}
"2 T \137%8°0 268

4) Resolver:

xy=1
(Zy)z — p—2logx

Aplicando logaritmos se tiene:

logx +logy =0 restamos la segunda ecuacion

logxlog2 +logy = —log2 | delaprimera
(log2 —1)logx = —log?2
—log?2 —log?2 —log?2
logx = = =
log2 -1 log2—1log10 log2 — (log2 +log5)
log 2 log2
logx = = x = 10logs

log 5

Reemplazando x en E1:
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logy = —logx

l _ log2
08y = log 5

_log2
=y = 10 loss

logz _logz
S = {(1010g5’ 10 log5>}
5)

eX-e¥y=2|/ln Ine* +lneY =1n2
e* = 8eY Ine* = ln 8eY

x1+y-1=1In2 Sumando ambas ecuaciones obtenemos
x-1—y-1=In8=3In2

2x =In2+4+31In2

2x =4In2

x=2In2

x = In 22

x =1In4

y=In2-x

y=In2-In4
_ 2

y=nn(g)
1

y—lnz

5= {(ma.md)]

6)
log, x + log, y = log, 8

| X | 8
og,—=1lo
gzy g%

Escribimos ambas ecuaciones en la misma base 2.
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log, x + log, y = log, 8

log, 8
log, x —log, y =——
log, >

log, x + log, v =log, 23 = 3log, 2 =3

3log, 2
log,x —log,y =———=-
log, x +log,y =3 Sumamos ambas ecuaciones

log, x —log, y = =3

7)

1
2log,x =0 /E

log, x =0
x=2°
X =

Reemplazando x en Ecuacién 1:
log,y =3 —log, x

log,y=3—-1log,1=3-0
log,y =3

y=2°

y=28

s ={(18)}

Resolver

log(x + y) + log(x — y) = log 33
eX-e¥ =ell

log(x + y)(x —y) =log33
e*-e¥ =ell .. . /In

x? —y? =133
x+y=11
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(x+y)(x—y)=33
x+y=11

11(x —y) =33
x+y=11

x—y=3
x+y=11

y=11-7
y=4

S ={74)}

2% 437 =5
2% —3Y =3

2:-2*=8

8) Resolver } usando método de reduccion eliminamos 3 y obtenemos.
2 =4 Lx=2

Aplicando el mismo método para eliminar 2* tenemos: 2 - 3Y = 2
3V=1 ~y=0

S =1{(2,0)}

]
9) Resolver Y
JX—=y+2V2x =5
Si despejamos x en Ecuacion 1, tenemos: x = 2y ,cony # 0.

Reemplazamos en Ecuacion 2 se tiene:

V2y —y+2{22y)=5
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Jy+4/y=5
5/y=5 =2 /y=1=y=1:2x=2
s={21D}

-y = 9
10) Resolver \/— +y= x}

Si despejamos y en Ecuacion 1 (y = 2x — 9 ) para reemplazar en Ecuacion 2 se

tiene: /x + 2x —9) + (2x —9) = x
vV3x —9 =9 —x /elevando al cuadrado
3x —9 = 81— 18x + x?
x2—=21x+90 =0
(x = 15)(x — 6) = 0, entonces:
x=15 Vv x=6
x=15 =y =21 (no essolucion)
x=6 =y=3
s ={(63)}

208



6.5.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determine el valor de x en las siguientes expresiones:

a) loggoosx = % Resp.: x = %
b) logx8=—§ Resp.:xzé
¢) logi(32-1075) = x Resp.ix =~
d) 109525‘210935 =x Resp.: x=-2

Exprese x en forma de logaritmo, si a* = \/p + q. Resp.:log,/p+q =x

Demuestre que:
32

a log?2

a) logz—i — ZZogg + log

b) %ln(az+3a—4)—§ln(2a—1)+ln\/L 2ats) 4 5 =—Ina-1)

a+4 a?+3a-4 a-1

Aplicando propiedades de logaritmos:

a) Calcule el valor de la expresion: log, 3 + log1 3 Resp.: 0
2
b) Escriba el desarrollo de:
35
loga3 ib_z Resp.: 3loga+%logb—§10gc
2

c) Exprese en un solo logaritmo :

1 3 1 1 . ab3
Eloga+zlogb—zlogc—zlogd Resp.: log /Cd
d) Determine el valor numérico de: 4logxx Resp.: 2

Silog2 = 0,3010 y log3 = 0,4771 determine el valor de log 120, sin usar
calculadora. Resp.: 2,0791

Determine el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 6% -32* +2 =20 Resp.: S = {logs, 18}

x+1 4 18— . g = [ log2-log3
b) 3+ 2=29 Resp.: S = {2, - }
c) 7%t1.2%"1 = 686 Resp.:S = {2}

Determine el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) 2logsz(x+2) =1logs9 Resp.:S={1}
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b) logs(x — 6) + logg(x +6) = log, 5 8 Resp.: S = {10}

c) 1+ log(x+1)—{2—log(x—-2)}=0 Resp.:S = {4}

8. Resuelva el sistema de ecuaciones:

x2—y2=2
a) Resp.: x =
loga(x +y) —log,(x —y) =1

1
,y=5

N w

logx +logy =log2
b) Resp.:S =0
ylogyxz + xlogxyz — (xy)108xy5

3:5%¥+2-6Y%1 =807
c) Resp.: S = {(3,2)}
1551 —6Y =339

x=2y+1
d) Resp.: S = {(17,8)}
Jx+y—Jx—y=2

210



PRUEBAS ANOS ANTERIORES

Se indican a continuacion algunas pruebas realizadas en la asignatura Introduccion

al Algebra. Cada una de ellas tiene Temas especificos que corresponden a una 0 mas
unidades, de acuerdo al avance de los contenidos en el afio correspondiente. Cabe sefalar
que en algunos afios se tomaron tres pruebas y en otros cuatro.

PRUEBA 1

Sean X, Y, z, v numeros naturales tales que tres de ellos son primos entre si.
Determine X,y,z, v Ssi: Xey sonimpares consecutivos cuya sumaes 32, z es
un numero consecutivo a uno de los anteriores y maximo comun divisor de 54 y
72, v es un niamero que es multiplo de 2 mayor que 23 y menor que 30 pero no
admite como divisor al 4.

. 5 4 125 . .
a) Dada la expresion -t 5 590 resuelva e indique su respuesta en forma
decimal.

b) Dada ( 3,4 + 1,35). Transforme a fraccion, resuelva e indique la respuesta
en forma fraccionaria.

Simplifique al méximo

2

(@) -

4,321 9603 . 4
0,004321 0,9603
625

a) Calcule:
3 1
g V52t 55 (52 4+ A5\ 1
R 5 5 +1 5
V53 + 1
b Racionali implifique: 2__
) acionalice y simplifique: i o3
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Desarrollo

Solucion pregunta 1.
Six ey sonimpares consecutivos cuya suma es 32 entonces se tiene:

x=2n-1, y=2n+1, conn€N.
x+y=2n—-1+ 2n+1 = 32

n=32 +~ n=38

Luego x =15, y=17.
Si z es un ndmero consecutivo a uno de los anteriores y maximo comun divisor de 54 y 72

entonces calculamos MCD{54,72}

— .23

7524__223 ?;,2} 2:32=18  ~ MCD{54,72} =18 vy essucesor de y =17, luego
z =18.

Si v es un nimero multiplo de 2 mayor que 23 y menor que 30, entonces los niUmeros que

estan entre 23 y 30 son: 24, 26 y 28. Pero no admite como divisor al 4, luego v = 26

Solucion pregunta 2a.

5 4 125 5990 + 4:7-110 + 125-7
2o+ =
7 9 990-7

4950 + 3080 + 875
6930

— 8905: 5 — 1781 — LZW
6930: 5 1386

Solucién pregunta 2b.

34-3 135-13

3,4+1,35 = —
g ’ 9 + 90
31 , 122 310+122
9 90 90

_432:18 _ 24

90:18 5
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Solucion pregunta 3.

” (z_z)‘z_l

-1
(@) -
3 _ 2 4
1 1 -
4,321 _ 9603 + 1 2 4,321 _ 960,3 +1 2
0,004321 0,9603 4321-10-3  960,3-10-3
625 625
4\2 16
_ (5) 1 _ !
E =
625 25
_2
— 25 —
= ¥ = —9
25
Solucion pregunta 4a.
3cz 4 1
E— 5+3ﬁ_%_ VsZ+35) 1
T 352 5 V5 +1 5
353 +1
V5242
52+5— 3 3 3
V52 5 V5+1
35341
Calculando a, 8,7 :
3/52.3/5+1 5+1
g=—25 3 _ 6 6 o =38
5+1 6

3 3

Ly — 3[E2. @)
Luego, B-y=152 ( e

_ V25245235 V554363

- 35+1 T 36+
Finalmente,

1 36 1 35

E= a—g—,[i‘-y _?_E_S = ?—5

()7

1

625

1 1 3
41
10—3 10-3 )

53545 5(V5+1) & By=5.

— 3B+

35+1



Alternativa:

V5(35+1) 5
V=351 T V5. wy=V5
Entonces, E= a—%—ﬁ %

_36_1_ 37,3 _35_3/%3
= - V5235 = 5

5

Solucioén pregunta 4b.

2 3
3+/5 5-4/3

(*)= &f\@}[iiﬁ}[\/ﬁi@}(\/\/—iﬁj

_6-2J5 3J5+3/3
N SN

3-V5 3/5+3/3 3-5-3/5-3/3
2 2 2

Sea

()

simplificando se tiene que:

(*)

Luego, reduciendo se tiene

2 3  3-4/5-33
3+v5 J5-43 2 '
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PRUEBA 1

1.- Determinar:
a) El sucesor de un nimero par natural. (escriba primero el par natural y luego su
sucesor)
b) EIl antecesor de un nimero impar entero. (escriba primero el impar entero y luego su
antecesor.

c) El o los nimeros primos que es factor o son factores comunes de 104 y 24.
d) maximo comun divisor de los nimeros 144 y 36.
e) El minimo comdn mdltiplo de los nimeros 12, 24, 16 y 5.

f) El valor de % . Siaesigual a lamitad de b.

2.- Simplificar:

.2 5.1

5 3
T
3

7 11) (2 1)(2 3
1 1l202) (37 4){374
4= 5o
7+7
1
2

3.- Reducir:

(SN

11 5 1 3 5 72 3 2
[y3-x4—x4-y3j-(2x4-y3—7x4-y3+9x4-y3J+2(xy+1)2—xy(7x2—16x+13)

2 2 n4 -3 -3 45 -3 6 4
4.- Demostrar que: (16)° -5°-3" - (125) +(25) 472793 :[Qj 84

4%.51.972 8-27 5 25
5.- Multiplicar aplicando productos notables:

5 b -xebe ) -]

b) (ax+l + bx—l _ afx )2
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Desarrollo

Solucion pregunta 1.a) 2n ,n e N esel par natural, su sucesor es 2n+1

Solucion pregunta 1.b) 2n+1,n e Z es el impar entero, su antecesor es 2n

Solucién pregunta 1.c) Los factores de 104 son : 104, 52, 26, 13, 2, 4,8, 1
Los factores de 24 son: 24,12, 8,6,4,3,2,1
factor comun primo es el 2.

Solucion pregunta 1.d)
36 es un divisor de 144, luego 36 es el maximo comun divisor.

Solucion pregunta 1.e)
12 es un divisor de 24, 5 es un primo entre si con el 24 y el 16, luego

24 16 |2
12 8 |2
6 4 2 Luego el mcm=2.2.2.2.3.5=240
3 2 2
3 13
Solucion pregunta 1.1) Si a es igual a la mitad de b, entonces a:%, luego
b
a_2_1
b b 2
Solucion pregunta 2.
10-2 9-1 8 8
5 5 5,5
4" 4"
o) ) 6 el e ))
16-1 25-1 (40 12 12 15 24 (40 12)\12) "
4 5 4 .5
+ e
1 24 1 24
2 2

Simplificando, y también multiplicando, tenemos
_2+2 .(E.j_ﬂz 4 77 8 4077 8 , 8 144-85_ 59
§+} 40 ) 144 75+2 40 144 77 40 144 ~ 144 144 144
2 5 10

Solucién pregunta 3.
Multiplicando término a término y desarrollando los cuadrados, tenemos
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= (2xy2 —7X°y +9xy — 2x°y? +7x3y—9x2y)+ 2X7Y2 + 4%y +2-TX Y +16x%y —13xy

: o : 2
Reduciendo términos semejantes, nos queda = 2Xy " +2

(24f.52.3*.(°)" (%) (22f 237 3¢

Demostracion 4. = (22)2 o ( 2)_2 + 23 .39
28 . 52 _34 . 579 576 . 210 _2—3 . 32 _36
T igigd 23.3°

Aplicando propiedades de potencia, tenemos
243 L 230 203037420303 (2-3)*-3*+(2-3)" -3

55 5° 54.52 5%.52
el se (o).u
54.52 5%.52 5) 25

Solucion pregunta 5.a)
[(x2 - x)+(x3 —1)] -[x3 —x* -1+ x] = [x3 —1+(x2 - x)] [x3 —1—(x2 - x)]
Aplicando suma por su diferencia, tenemos
(x3 —1)2 —(x2 - x)2 = xX*—2x3+1-x*+2x° —x?
= x®4+1—x*—x?
Solucion pregunta 5,b)
(ax+1 n bxfl _ 3 )2 _ a2(x+1) n bZ(xfl) + a—Zx n 2ax+1bx—1 _ 2ax+1a—x _ be—lafx

a2(x+1) + bZ(x—l) + a—Zx + 2ax+1b><—1 _2a— be—la—x
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PRUEBA 1

1. Calcule el valor de la expresion:
4
3) .. 2 7.2 (=59
(2+E)T(1_5)+6_2 3 1g
g
2. Sea a un nimero entero impar. Demuestre que ( a+1 )" +18 es nimero entero par,
donde peN.
3. Simplifique al méximo:

(€ -

1

4,321 960,3 >

— +1\2
0,004321 0,9603

625

4, Calcule el valor de:

T 5 5 +1
V5341
5. Racionalice y simplifique:
2 3
3+4J5 5-43

Desarrollo

Solucion pregunta 1.

D) (-Yro-i-0- 8
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36 11 1811 198
=8+——= =8+— =8+—
5 2 5 5
_ 404198 _ 238
T s T s

Solucion pregunta 2.

aentero impar <a= 2k -1, ke Z

Reemplazando (a+1)?+18 = 2k—1+1)P +18
= (2k)P + 18
= 2P-kP + 18

= 2-2P71. kP + 18
= 2-(2P71- kP 4+9)
Sear= (2P71-kP +9)

Como k e Zentonces kP € Z, ademas 2P leZ A 9 e Z, luego por la propiedad de
clausura en la adicion y multiplicacién en Z, se tiene que:

r=2P1-kP +9)e Z, donde peN o~ (a+1)’+18 = 2r  espar.

Solucién pregunta 3.

Opcion 1:

-2

(@) " G-y

4321 _ 9603 & \2 4321100 _ 9,603-102 \2
0,004321 _ 0,9603 432110-3 960310~ 1
625 625
(g)‘z_l 6_4 o
4 — 25 - _25 - _9
- = L T
2 25 25

103-103+1
625
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Opcion 2:

@)

1 = 1
4321 _ 9603 L \2 43211073 9,603-1071 2
0004321 0,9603 4,32110°6 9603104
625 * 625
-2
6-1
e I S _9
= T = = 1=
103-103+1)\2 25 25
625
Opcidn 3:
-1 -2 _ -
2) —1) 3 1\72 6—1) "2
2 -4 -1 2_1 — =) —
((3 — (2 4) 1 — ( 4 ) L
1 1= 1
4321 _ 9603 L \2 4321 9603 F 1000 —1000 +1\2
0,004321 ~ 0,9603 1000  _ _10_ .4 (—625 )
o35 4321 9603
| 1000000 70000 |
\ 625 /
16 9
__1 R
25 25 _
= Sg—=—1= -9
25 25
Solucion pregunta 4.
3\/52+3i 355 3/5743
52 5 V5+1
53+1
. 1
Asi, E = a—ﬁ-y—g.
Calculando a, 8,7 :
3/52.35+1 5+1
g% _3%BE _6.6 gl
352 352 Y5 s? 5

5+1 6
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3 3 3/=3.3 3/=3.3 3 3 3 5(3/5+1
B_VZW_(JS—ng) _ VB _ VsV | s36es _ 5(V5+)

3/5+1 3/5+1 T 35+1 B+1 0 3B+1

py=5.
Finalmente,
E=a—1-fy =2-2-5 =25 =7-5 E=2

5 5 5 5

Alternativa:

3\/§(3\/§+1) % i/g
Y ="31 ' t Y=
Entonces, E=a —i— By

=% 1 Y5735 =235 =7-5=2 - E=2
5 5 5

Solucién pregunta 5.
Se 2 3 = (*) entonces

VIR
(*) = &igj@i@‘(ﬁf@(ﬁi@

_6-2/5_3/5+3/3

*) 4 > simplificando se tiene que:
- 3-5 3/5+3/3_3-V6-3/5-3/3

2 2 2
reduciendo tenemos que :

2 3  3-4/5-33
3+45 J5-43 2
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PRUEBA 1

Ordene de menor a mayor.

. 3
a) Si X=.=3, ¥y=

IV
w N

NI

_1
) Z_g_

&R

b) Agrupe los numeros racionales en un conjunto A y los numeros irracionales en
un conjunto B.

2 — 1 21 -6
x —\/7,0,4,73_,—\/169,?, e: /18; —; —2; 0; 315193

¢) Halle nimeros primos entre 2 y 20, que se puedan expresar en la forma
6x-1, xeN.

a) Use la propiedad distributiva para calcular la siguiente expresion:

4(5-1)

b) Por la conmutatividad de la adicion, paratodo a,b y ¢ € R ¢a qué esigual la
expresion:  a+ (b—c)?

c) EnZ, indique, si es que existe, el inverso multiplicativo de —15.

a) Halle el minimo comun maltiplo del conjunto de enteros: {-3, 21, 48 }

i)
- ——+3
b) Calcule el valor de: 2+§ + 1—g +6—Z-g - [iz
5 5 2 3

(83-0,05)-(425-315) _
0,04:0,4+0,006:0,6+7,04

c) Calcule el valor de:
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Desarrollo

Solucion pregunta 1.a)

1 1 _4-3 1
I =—-—-=— = —
3 4 12 12

-5 1 _5

Orden: y<z<x = —<=<-=

Solucion pregunta 1.b)

2 Y —a 21 -6
A—{;,O,Ll‘,— 169;?;?,_2,0,3,15193}

B={-V7,%, € 3|

Solucién pregunta 1.c)
x=1 =6-1-1=5
x=2 =6:-2—-1=11
x=3 =6:-3—-1=17
x=4 =6-4—-1=23 ¢ {2,...,20}

Solucion pregunta 2.a)

4 7 —4 4 -7 7 =204+7 -—13
s(5-3)=5 55 (F) =435 =

Solucion pregunta 2.b)
a+b—-c)=Mb-c)+a
Solucion pregunta 2.c)

a-al=1
1 -1
(=15) - (_—15) =1 pero T Y/
Solucién pregunta 3.a)
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3, 21, 48

1, 7, 16 3

1, 16 7

1 16
mem=3-7-16=21-16 = 336 ~mcm = 336

Solucién pregunta 3.b)

5 28

R T PO ) B O
5/ 5 2 3 is 55 B
i 1-—m
5 5

28 28
B U h 2w g B gy
5 3 3 1.3 3 " {_°2" 11 2 B
44 11

Solucioén pregunta 3.c)
(8,3 —-0,05) — (4,25 — 3,15) _ 8,25—-1,1

0,04:0,4+0,006:0,6 +7,04 % .20, 6 10, 54,
100 4 1000 6

7,15 7,15

0,1+0,01+7,04 7,15
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PRUEBA 1

a) Sea la ecuacion ax = b, con a,b € Z, a # 0. ;Tiene siempre solucion
en Z? Justifique claramente su respuesta.

b) Indique las propiedades que cumple la multiplicacion en Q.

C) La adicidn en los Irracionales, ;cumple la propiedad de clausura? ¢Por qué?

Resuelva y exprese el resultado en forma fraccionaria:

THO24 18
0,25+5+03 47
— 1 J— J—
(0,3+3+0,138):0,583
Calcule e indique el resultado en notacién cientifica.
1,8:107%2 = 1,8-1071 + 18-107*
5-102:2-1073 — 2,5-102-8-1073

Si a es un nimero entero par y b un entero impar, determine si la expresién
2ab + 3a? + b esun entero par o impar.

En una Empresa constructora, se requiere cortar un paralelepipedo de madera, de
180 cm. de largo, 100 cm. de ancho y 60 cm. de alto, en cubos iguales.

a) ¢ Cudl debe ser la longitud méaxima de la arista de cada cubo?

b) ¢ Cuéntos cubos se obtienen del paralelepipedo de madera?

180 cm

100 cm
60 cm
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Desarrollo

Solucion pregunta 1.a)

La ecuacion ax = b no siempre tiene solucion en Z, ya que:

- si b es maltiplo de a, hay solucion en Z, por ejemplo 3 es maltiplo de 18, luego
la ecuacion 3x = 18 se satisface siexiste x =6 € Z talque3-6 = 18.

- si b noesmultiplo de a, no hay solucién en Z.

Sia=5 y b =18 entonces no existe x € Z que satisfaga la ecuacion 5x = 18.

iy =18 18 18
Si X =2, 5 5—18, pero — ¢ 7.

Solucién pregunta 1.b)

Las propiedades de la multiplicacion en Q son :

- Clausura: Va,beQ:(a"b)eQ

- Conmutatividad: Va,b€Q: a-b=b-a

- Asociatividad: Va,b,ceQ: (ab):c=a-(b-c)

- Existencia elemento neutro: :
VaeQ:3'1 €eQ:a-1=a=1"-a

- Existencia elemento inverso:
VaeQ—-{0}:3laleQ:a-al=a=a'l-a

Solucion pregunta 1.c)

La adicion en los Irracionales no cumple la propiedad de clausura.
Contraejemplo: V3, (—V3) €lr, pero V3 +(—V3)= 0¢Ir.

Solucién pregunta 2.

1 3 1 2 3
gt02+75 18 2t10t 10  47+18
1 .5 47 1,13 47
0,25+2+0,3 . 2 + 2 + 9
—— —\ oo = 3|1|138—13)_ 583-58
(0,3+9+O,138).0,583 (QTQT . .
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5+4+6

15

__20 65 20 65
9+18+12 47 39 47
—_ 36 — 36
- 300+100+125_ 900 — 525 900
900 525 900 525
3
_ 7 65 _ 3. .12 65 45
_1_347 T4 13 47 47"
Solucién pregunta 3.
1,8:107% —1,8-10"1 + 18-107* 1,8(1072-10"141073)
5-102-2-1073 — 2,5-102-8-1073 103-1073 - (2,5-8)10273
1 1 1 10—100+1
— 1’8(m_ﬁ+1ooo) _ 18— 000
1-20-10"1 1-2

—89

_ —1’8'_11000 —18-89-10°3

= 160,2-1073
=(1,602-10%)-1073
= 1,602- 1071
Solucion pregunta 4.
a es entero par = a=2p, p €L

besenteroimpar = b=2q—-1, q € Z
Luego, 2ab + 3a®?+b =2-2p-(2q—1)+3(2p)*+2q—1
= 4p(2q—1)+3-4p*+2q—1
= 8pq—4p +12p*> +2q—1
= 2(4pq—2p+6p%+q)—1
Como p,q € Z  entonces (4pq —2p +6p*>+q) € Z por la propiedad de
clausura de la Adicion y multiplicaciénen Z.
Sea r=4pq—2p+6p*+gq, luego:
2ab+ 3a*+b=2r—1, re 7.
2ab + 3a% + b es un entero impar.
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Solucion pregunta 5.

a) Para calcular la longitud méxima de la arista, debemos hallar el
M(CD{180,100,60}.

180 = 22-32-5
100 = 22 .52 MCD: 2% -5 = 20.
60 =2%2-3-5

La longitud maxima de la arista de cada cubo es de 20 cm.

b)

100=20x5 / .
77 77 | e0=2003

180=20x9

La cantidad de cubos se obtiene de: 3-:5-9 = 135.

Del paralelepipedo se obtienen 135 cubos con arista de 20 cm cada uno.
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PRUEBA 1
Sean a, b, ¢ yd numeros naturales, tales que:

b yd sonimpares consecutivos cuya suma es 32.
(b -7) es mdltiplo de 2 y (d+4) es multiplo de 3.
c es un factorcominde by (d -7)

a es el mem entre (b-c) y el sucesor de d.

Determine el valor de cada numero.

Sea a un nimero entero par y b un nimero entero impar. Determine si a’b + ab +3
es un nimero entero par o impar. Justifique claramente.

Determine, en forma fraccionaria, el valor de:

[{ [(0,8) +0,25 ]_2 ~1,6 - (0,6)2 } .(~0,09) ]%

[(1,5)3 + 33 —2:0,4]

Determine el valor de:

6

CREREIRCEC )
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Desarrollo

Solucion pregunta 1.

I. Sean by d numeros naturales impares consecutivos cuya suma es 32.
Sib=2k-1y d=2k+1, keN, entonces

b+d=(2k-1)+(2k+1)=4k =32,
Asi, k=8, b=2(8)-1=15y d=2(8)+1=17.

Il. b-7=15-7=8=2-4, es decir, b—7 es multiplo de 2.
d+4=17+4=21=3-7, es decir, d+4 es multiplo de 3.

I1l. cesunfactorde b=15y d-7=17-7=10.
Como los factores de 15 son: {1,3,5,15} y los factores de 10 son: {1,2,5,10}, entonces

c=16 c=5.

Iv. a=mem(b-c,d+1)
Si c=1, entonces a=m.cm.(14,18). Luego,

{14:2.7

18=2 32}2 a= m.c.m.(14,18):2.32 7-126.

Si ¢=5, entonces a=mc.m.(10,18). Asi,

{10=2-5

18 =2 32}: a= mcm(lo,18):232 .5=90.

Respuesta:
e a=126,b=15,¢c=1,d=17.

e a=90,b=15,c=5, d=17.

Solucioén pregunta 2.

Sean a,b € Z con a un numero pary b un ndmero impar. Entonces se puede escribir
a=2kyb=2m—1,conk,meZ
Reemplazando en la expresion:
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a’b+ab+3=02kK*2Cm-1)+ 2k)2m—-1) +3
=@rKHCm-1D+2k2m-1)+2+1
=202k*C2m—-1)+2kCm—-1)+2+1
=2[2k*Cm -1+ k(Cm-1)+1]+1
=2[2k*+k)2m—-1) +1] +1

Sea r=R2k*+k)(2m—1)+1. Como k€ Z, entonces por clausura aditiva y
multiplicativa en Z, (2k?+ k)€ Z. Como m € Z, entonces también por clausura
aditiva y multiplicativa en Z, (2m — 1) € Z. Luego, r = [(2k? + k)(2m — 1) + 1] € Z.

Por lo tanto, a?b + ab + 3 = 2r + 1, por lo que es un nmero entero impar.

Solucién pregunta 3.

N|

[([07) *ozs] 700 om0 G - )

porte ozt (ERCETE

&6 -0
CROE
(&0 ™-0 )
CROEN

EECER
(B2} -]

N T T
e - @
O T
E 3 2

1528
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Solucion pregunta 4.

1
2 @
O |

+
N
\1|°°

+
NE

w

w
1o
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PRUEBA 2

1 Racionalice y simplifique: S S -
' y simpirfique. V6x2+3 +3x
2. Aplicando productos notables, determine el valor de:

(a+b+c)a+b—-c)+(@+b—-c)(a—b+c)+(@—b+c)(b+c—a)+
(b—c+a)(b—c—a)—4ab

3- Sea P(x)=x®—x>—5x3+8x%2—5x+2. Determine si P(x) es divisible
por  (x+1).

4.- Demuestre la siguiente igualdad:
x2+6x+9  x3—2x*+15x2

9-x2___ x3+3x2 1
2x%2-3x-20 _ x%2-8x+16
3,2 ) 2x-8
2(3+3)

5.- Factorice las siguientes expresiones:
a) 9x2 +3x —12xy — 6 + 4y? — 2y

b) 8a3 + 4ab + 4b* — 8b3 + 4a?

Desarrollo
Solucion pregunta 1.
Xx+1 _ X+1 V6x2+3 —3x
VexZ+3 +3x  VexZ+3 +3x  V6xZ+3 —3x
(x+1)(V6x2+3 —3x) _ (x+1)(V6x2+3 —3x)
(V6x2+3)2—(3x)?2 - (6x%2+3)—9x>2
(x+1)(V6x2+3 —3x) _ (x+1)(V6x2+3 —3x)
- 3—3x2 - 3(1-x)2
(x+1)(\/m-3x) _ (\/m-&()
3(1-x)(1+x) a 3-3x '
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Solucion pregunta 2.

(a+b+c)la+b—-c)+(a+b—-c)la—b+c)+(a—b+c)(b+c—a)+
(b—c+a)(b—c—a)—4ab=

Asociando:

[(a+b)+c]-[(a+b)—c]l+[a+(b—-c)][a—(b—-=c)]+[c+(a—b)] -[c—(a—Db)]
+[(b—c)+a]-[(b—c)—a] —4ab =

Aplicando suma por diferencia queda:
(a+b)2—_c2+gi—M+ﬁ—(a—b)2+M:§—4ab =
Cancelando: (a+b)?>—(a—b)? —4ab =
Desarrollando cuadrados de binomios:
a’ +2ab + b? —a® + 2ab —b? — 4ab =

Cancelando: 4ab — 4ab =0

Solucion pregunta 3.

Opcion 1: Aplicando teorema del resto:
P(-1) = (-1)® = (-1)° - 5(-1)%+ 8(-1)% - 5(-1) + 2
=1+1+5+8+5+2=22Como22+#0
P(x) no es divisible por (x+1)

Opcién 2:
(x® = x° = 5x% + 8x* — 5x + 2): (x+1) = x° — 2x* + 2x% - 7x* + 15x — 20
X+ x°
—2x°—5x° + 8x* —5x + 2
) —2x° — 2x*
2x* — 5x3 + 8x% — X + 2
)2x* + 23
-7+ 8x* —5x + 2
1) -7 = TXP
15x% —5X + 2
-)15x* + 15x
-20x + 2
-) -20x — 20
22
P(x) no es divisible por (x+1) yaque22#0
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Opcién 3:

1 -1 0 -5 8 -5 2 -1
-1 2 -2 7 -15 20
1 2 2 7 15 20 22
P(x) no es divisible por (x+1) yaque 22 #0

Solucién pregunta 4.

X2 +6x+9 x° —2x* +15x> (x+3)*  x*(x—2x* +15)

9-x*> = x*+3x? _(B=xB+x) x*(x+3)
2x? —3x—20 x> —-8x+16 (2x+5)(x—4)  (x—4)?

2(3+2j 2x—8 2(1) 2(x—4)

4 8
x—2x%+15
_ — 3 x  _ (3—x)(2x+5)_ 1 _
2x+5 (3—x) (2x+5)

Solucion pregunta 5.a)
9x2 +3x —12xy — 6+ 4y? — 2y = (9x? —12xy + 4y?) +3x— 2y — 6
= Bx—2y)2+(Bx—2y)—6
= (Bx—2y+3)(3x—2y—2)
Solucién pregunta 5.b)
8a3 + 4ab + 4b%? — 8b3 + 4a® = 8(a® — b3) + 4(a® + b?) + 4ab
= 4[2(a® — b®) + (a? + b% + ab)] }

= 4[2(a — b)(a? + ab + b?) + (a? + ab + b?)]

= 4(a®* +ab+b*>)(2(a—-b)+1) }
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2.-

PRUEBA 2
Racionalice y simplifique:

V45

6x3

Vi+a? - V1-a?

Vi+a? + V1-a?

Realice las operaciones aplicando propiedades y simplifique:

Va3b?z - Va*bs
V&bt ab

Dado el polinomio  p(x) = 4x* + x? + 3x — 2
a) Determine las raices racionales del polinomio
b) Factorice el polinomio en R.

Encuentre los valores de ay b en el polinomio 4x3 — 3x? + ax + b para

que éste sea divisible por x2 — 1.

1.-

2.-

Determine para qué valores de a, no esta definida la expresion racional:

(a>-2) (a*+1)
16a? + 9a® — 25a*

Efectle las operaciones indicadas y simplifique:

o
|
w

b+3

1+ = 2 _q
b+3 b—-3

l l b+3 b+3

b 3 b 3
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Desarrollo

Solucion Item 1
V45 V532 3V5 -yY6x  3v30x _ +/30x

1.a)

Vex3  VexxZ = x\Véx -\ex  x6x 2x?
1.b) Vi+a? - Vi-a? _ V1+a? - V1-a? V1+a? - V1-a?
' Vi+a? + V1-a? Vi+a? + v1-a? V1+a? - V1-a?

_ (1¥aZ- V1—a?2)’

 (1+a?)-(1-a?)

(1+a?)-2/(1+a?)(1—-a?)+(1—-a?)
2a?

2—-2V1-a* _ 1-V1-a*

2a? a?

Solucion item 1. 2.

A—=— 3/ 1. ¢ 12 ( 3b2)3 .12 ( 4b5)4 12/ 576 16220
/asb* Vab /@2 - (an)s 12/ 41045 g6y

12 [ q25p26 12 12
— — 915,12 — 9
= = "Va’b = bva’.

alépl4

Solucion item 11

1.a) Dado el polinomio  p(x) = 4x* + x%+ 3x —2  sus raices pueden determinarse
por teorema del resto:

p(-1) =4(-D*+(-1)?2+3(-1)—-2=4+1-3-2=0. .~ (=1), esunaraiz

Dividiendo en forma sintética se tiene:
4 0 1 3 -2 -1

1 .
> es una ralz
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Dividiendo en forma sintética se tiene:

4 -4 5 2 | 12
2 -1 2
g1 (x): 4 -2 4 0 gu(x): 4x> —2x + 4 las raices de este cuociente
no son reales. Luego, las raices racionales del polinomio son —1 y%,

1.b) Expresado en Factores: p(x) = (x + 1)(2x — 1)(4x?> — 2x + 4)

Solucién Item I11. 1.

(a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1)
16a2+9a6-25a%  9a®-25a*+16a? "~ a?(9a*-25a2+16)
(a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1)
B a?([9a*-24a2+16]—a?) - a?[(3a2—-4)2-a?]
(a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1)
" a?2(3a?-4+a)(3a2—-4-a)  a?(3a2+a—4)(3aZ-a—4)

_ (a?-2) (a*+1)
" a2(a+1)(3a-4)(a-1)(3a+4)

Otra forma:
(a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1)
16a2+9a5—25a4 - 9a6-25a%+16a2 " a2(9a*-9a? —16a2+16)
_ (a?-2) (a*+1) _ (a?-2) (a*+1)
" a?[9a2(az-1)-16(a2-1)] " a2(a?-1)(9a2-16)

_ (a?-2) (a*+1)
" a2(a+1)(a-1)(3a+4)(3a—4)

. . .. f 4
Los valores de a que indeterminan la expresion racional son: 0,+1, + 3

Solucién Item 111 2.

b-3 b+3 b-3 b+3 b+3
s . b—3 L _ s . _b___3
11 *  b+3 b+3 - 11 b+3_1
b 3 b 3 b 3 b-3
b+3+b—3 3(b+3)—b(b+3)
- b+3 . 3b
- 3-b (b+3)—(b-3)
3b b-3
2b 3b+9-b%2-3b
— b+3 3b
- 3-b 6
3b b-3
_ 2b 3b 9-b% b-3
b+3 3—-b 3B 63
_ b?-3b
3



Prueba 2

1. Factorizar las siguientes expresiones:

a) 9a®+8cd —c” +12ab+4b* —16d*
b) X*—63+2xy—2y+y?—2x

2. Simplificar las siguientes expresiones:

2) (5x—y)* 4 -y’ . 49x* —14x+1
y —5X y —2X 1-7x

-2y +10x

3xP—x-2 5
b) 3 > +
Ox® +3x°—24x+12 6x-4

3. a) Determinar la solucion de la ecuacion:

2x*—x-3  x’-8 +x2+4_
2x2+x—6 3x?—5x—2 3x+1

b) Encontrar los valores de m para que la ecuacion:
x? +m? +8m+4mx =2 —x tenga raices reales e iguales.

4. El largo de un jardin rectangular es el cuadruplo de su ancho. Si el largo se
disminuye en 1Im y su ancho se aumenta en 5m, el jardin tendra una area de
88m?. Hallar las dimensiones del jardin.

Desarrollo

Solucion pregunta 1.a)

9a? + 8cd — c? + 12ab + 4b? — 16d?
Asociando, (9a? + 12ab + 4b?) — (c? — 8cd + 16d?) =
Factorizando cuadrados de binomios, (Ba+2b)? - (c—4d)?* =
Factorizando diferencia de cuadrados, [(3a + 2b) + (¢ — 4d)][(3a + 2b) — (c — 4d)].

Solucién pregunta 1.b)
X2 — 63 +2xy — 2y +y?—2x =

Asociando, (x2+2xy+y?)—2(x+y)—63 =
Factorizando cuadrados de binomios, (x + y)? — 2(x + y) — 63 =
Luego, [(x+y)—9[(x+y)+7]
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Solucién pregunta 2.a)

(Gx —y)? 4x?—y? 49x? —14x +1

- -2 10x =
y — 5x y — 2x + 1-7x y+ 10X

- (Gx=y)?  @x+y)@x-y) | (7x-1)? _
Factorizando, ey “or + 2(5x —y) =
Simplificando, —Gx—y)+Q2x+y)—(7Tx—1)+2(GBx—y) =
Reduciendo, S5x—y+2x+y—-7x+1=1
Solucién pregunta 2.b)

3x%-x-2 .5

9x3+3x2-24x4+12 ~ 6x—4

Factorizando (x-1)Ex+2)  2(3x-2) _

’ (x—1)(3x-2)(3x+6) 5
implifi 2(3x+2)  _  2(3x+2)
Simplificando fomh - Zomp

Solucion pregunta 3.a)

e opleee) | a3 1y,

Factorizando,

(2x=3)(x+2) (x—2)(3x+1) 3x+1
. . x+1  x%+2x+4 x%+4
Simplificando, 7 e T T 1

x+2

x+1 ( x24+2x+4 x%+4 ) x+1 (—x2—2x—4+x2+4) 1
x+2

3x+1 3x+1 3x+1

L2 1 /(x+2)Bx+1)

x+2  3x+1
(x+1)Bx+1)—2x(x+2)=(x+2)Bx+1)
3x2+4x+1—2x%>—4x =3x>+7x +2
2x2+7x+1=0

~7+VA9-421 _ —7+V41
4 - 4

Usando férmula cuadrética, los valores de x son: x =

Solucién pregunta 3.b)

Para que la ecuacidn tenga raices reales e iguales, se ordena la ecuacion y se calcula el
discriminante igualado a cero:
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x2+(@m+1Dx+(mM?*+8m—-2)=0
Luego, (4m+1)2—4m?*+8m—-2)=0
Resolviendo y reduciendo, 16m?+8m+1—4m? —-32m+8=10
12m? - 24m+9=0 / :3

4m?-8m+3=0

X? +m? +8m+4mx =2 —X
Solucion pregunta 4.

Sea x el ancho del jardin
4x el largo

X x+5

4x 4x —1
A: (x +5)(4x — 1) = 88
4x%2 +19x —5—88 =0

4x2+19x —93 =0

_ —19+,/361—4-4-(=93)

X = 3 ;
X1 =
191 VIBA) 19443 —
= 8 N 8 \A_’)sz—E

8

Respuesta: el jardin mide 3 m de ancho y 12 m de largo.

241



PRUEBA 3

Hallar todas las raices del polinomio, sabiendo que r es una de ellas:
t(x) = 2x3 + 5x% — 28x — 15, r=—=

El polinomio p(x) = x* — ax3 + bx, tiene como raices x =3y x = —1. Hallar
los valoresde a y b.

Resuelva las siguientes ecuaciones, indicando el conjunto solucién:

a) %_M:a
b a
x—1 1

b) x2-1 ;

Resuelva los siguientes sistemas:
) x+3)y+5)-(x+1)y+8)=0
x-10)y-D+x-9B-y) =0

2,4% + 1,8y = 30
b)  36x+54y =612

Resuelva los siguientes problemas:
a) La edad de una mujer era, hace 10 afios, cinco veces la de su hija, y dentro
de 11 afios sera solamente el doble. ;Qué edades tienen actualmente?

b) Una persona tiene $8.000 en 200 monedas de $10 y de $50. Cudntas
monedas de $10 y de $50 tiene?
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Desarrollo

Solucion pregunta 1.
t(x) = 2x3 + 5x? — 28x — 15, r=—1

Usando divisién sintética

2 5 28 -15 |-= ~q(x) = 2x% + 4x — 30

Factorizando  q(x) = 2x? + 4x — 30 = 2(x + 5)(x — 3)
Luego, las otras raices son: -5y 3

Solucion pregunta 2.

p(x) = x* —ax® + bx, tienecomoraicesx =3 y x = —1,Hallara y b
Usando Teorema del resto:
p(3) =3*-3%3a+3b=0

—27a+3b=-81 /:(-3)
9a—b =27 (1)

p(-1) = (-D*+a-b=0

a—b=-1 (2)
Luego

9a—-b =27

a—b=-1 8a = 28
28 7 7

a=—=- - a=-

8 2 2

! b 1 +1=5» b 0

_—— = — - —_— = - = -

2 2 2
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Solucion pregunta 3.a)

ax_b(x-b)__
b a
a’x—b*(x—b)=a’b
a’x—b’x+b®*=a’b
(a® —b*)x=a’b-b°
_ b(a?-b?)
T a’-p?

x=Db S = {b}

/ab

Solucién pregunta 3.b)

1
- ,x%*0,+1
X

x(x—1)=x?>-1
x2—x=x%-1
—x=-1
x=1
Perox#1 ~S5=0

Otra forma:

yx+0,+1

x—1

_x1 _1
(x—-1)(x+1) x

0=1 Falso~-S=0

Solucién pregunta 4.a)

x+3)y+5-(x+1D)Hy+8)=0
x—10)(y-1D+x-9B—-y)=0

xy+5x+3y+15—xy—8x—y—-8=0
xy—x—10y+10 —xy —-27+3x+9y =0
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=3x+2y=-7 |
2x—y =17 | /"2

—3x+ 2y =-7 _
4x — 2y =34 | - x=27
2:27-y=17
54—17 =y - y=37
N :{(27’37)}

Solucion pregunta 4.b)

2,4x + 1,8y = 30 /*(=3)
3,6x + 5,4y = 61,2

-7,2x — 5,4y = —90
3,6x + 5,4y = 61,2

(=7,2+3,6)x=(—90+ 61,2)
—3,6x = —28,8
3,6x = 28,8
x=28
24-8+ 18y =30
19,2+ 1,8y =30
1,8y =30—-19,2

18y =108 - y=6 ~ S ={(86)}

Solucion pregunta 5.a)
x: edad de una mujer en la actualidad
y: edad actual de la hija
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x — 10: edad de una mujer hace 10 afios
x + 11: edad de la mujer en 11 afios mas.

x—10=5(y — 10) x — 5y =-40
x+11=2(y+11)| 7 x—-2y=11

x=11+4+2-17 - x =11+ 34

Respuesta:

Edad actual de la madre es 45 afos.

Edad actual de la hija es 17 afios.

Solucion pregunta 5.b)
x: cantidad de monedas de $10
y: cantidad de monedgs tié $50

10x + 50y = 8000
x+y =200

4y = 600 y =150

- —3y=-51-
- x =45
x + 5y =800

x+y=200|/(-1)

La persona tiene 50 monedas de $10 y 150 monedas de $50
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PRUEBA 3

1.- Efectue las operaciones indicadas y simplifique:
3_b3 2_b2 _ _
vy G,
(a+b)?-ab
(a-b)2+ab

(b~t=a™h)

2.- Resuelva la ecuacién para X,
2(at+x)  3(b—x) _ 6(a*-2b?)
b a - ab

3.- Resuelva el sistema de ecuaciones:
3 7 _ g

y+1 x—1

3 4

x—1 y+1

4.- Encuentre el valor de K para que la ecuacion:
kx? + 2kx + 3k =1 — x? — 3x ; tenga raices reales e iguales.

5.- Determine las raices de la ecuacién, sabiendo que una de las raices es la reciproca
de la otra:
5mx? —9x + 6 + 3m = 4m? x — 2x?

Desarrollo

Solucion pregunta 1.

3 3 2 2
a’-b a“-b -2 -2
202 B3 (@747 (@°+b%)(a+b)(a®—ab+b>)

_ -

(atb)’-ab 1 -1y a2+2ab+b*—ab . (1_1

(a-b)2+ab 2 (_ _)
a%—2ab+b“+ab

(a—b)(az+ab+b2>(a+b)(a—b) L1
a‘ p

b a

(a=b)2(a%+ab+b?) ) (b2+a2)
__ (a2+b2)(a%-ab+b?) a’b? ) _ (a—b)*? . ab __a-b
- a’+ab+b? (a—b) a2p? a-b  ab
a?—ab+b2 ab
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Solucion pregunta 2.

2(a+x)  3(b—x) _ 6(a®-2b?) /- ab
b a - ab
2a(a + x) — 3b(b — x) = 6a% — 12b*
2a? + 2ax — 3b? + 3bx = 6a% — 12b?
(2a + 3b)x = 6a?* — 2a® + 3b% — 12b?
(2a + 3b)x = 4a? — 9b?
X = (2a+3b)(2a-3b)
2a+3b

Solucién pregunta 3.

Usando incognitas auxiliares:

3 7
(yatia=4 ; 1
{y-l- T a=— ,b=— cony# -1, x#1
y+1 x—1
3 4
=1
x—1 y+1
3a+7b=4 |/'4 — 12a+28b =16 N 19b = 19
3b+4a =-1 /(_3) —12a—-9b =3 h=1
3a+7b=4
3a+7=4
3a =-3 a=1
-1 __ 1=-y-1
Luegoa—y+1_ 1 5 2
1=x-1
I -
Luegob_x_1_1 =
~§={(2-2)}

Solucion pregunta 4.

kx? + 2kx + 3k =1 —x? —3x, ordenando
(k+1Dx?+QRk+3)x+Bk—-1)=0,
Para tener raices iguales, el discriminante es igual a cero

A= (2k+3)?—4k+1)Bk—-1)=0
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4k?2 4+ 12k +9—4Bk? —k+3k—1) =0
4k? + 12k +9 —12k?2 — 8k +4 =0
—8k?+4k+13=0
8k2 — 4k —13 =0
4+./(=4)? — 4(8)(-13)
k =
16
4 ++/16 + 416
16
_ 41123 14343 _1-3v3
k=g =+ f=—3— ¥ k="

k =

Solucién pregunta 5.
5mx? — 9x + 6 + 3m = 4m?x — 2x?
Gm+2)x2 -9 +4m?»)x+ (Bm+6) =0

Sean las raices r;,7, con 1, = -
1

c 1 c c
rn-r == - n-——=- — — = — entonces
a 1 a 1 a

c _ 1 3m+6
a 5m+2

= m+2=3m+6 = 2m=4 = |m=2

Reemplazando en la ecuacién se tiene:

12x% —25x +12 =10

32 _ 4
25+V625—4-144 25+7 / 24 3
X = 24 = X=
. 18 3
24 4

P 4 3
Las raices son 3Y3
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PRUEBA 3

1.- a) Determine el conjunto solucién de la ecuacion:
2—2-(x+1) -E2 =22 23, gy
2 3 12

b) Calcule el valor de a para que la siguiente igualdad se verifique:

3 2_
% + Q +2x=0, sixtomaelvalor+3.

2.- Resuelva para x e y, el sistema de ecuaciones lineales:
X
2 +y = 2b
X
>~y =a-—b
3.- Determine el area de un rectangulo, sabiendo que: Su perimetro es de 24 cm

y su base es el triple de su altura.

4.- Exprese la ecuacion que traduce la siguiente situacion: Tener $42 mil en
billetes de $2 mil y de $5 mil. Determine dos soluciones posibles.

Desarrollo
Solucién pregunta 1.a)
2—2-(x+1) - E3=E 23 30 1012
2 3 12

24 —24(x+1)—6(x—3) =8x— (5x—3) + 36x
24 —24x — 24— 6x+ 18 =8x —5x + 3 + 36x
—30x+18=39x + 3
—69x = —15
15
T 69
-5
" 23

X

Solucion pregunta 1.b)
ax3  x(x2-3)

+
3

a(fﬁ +(ﬁ)(33—3>+2(\@) =0 = “3f+ 2(v3) =0

+ 2x = 0, six = +/3 entonces
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a(\3)+ 2(3)=0 = (a+2)V3=0 = [a=-2

Solucion pregunta 2.

+y = 2b |- x +ay = 2ab

= =
x-by =ab—b* |1

QIR

SEE
I
<
Il
Q
I
Sy

|

ay + by = 2ab—ab + b? = (a+b)y=ab+b?*? =

(a+b)y =b(a+b) =
x+ab=2ab =

Solucion pregunta 3.

y = 3x, P:2x+2y=24 = x+y=12
= x+3x=12 =
y=9
Luego el area del rectangulo es A =27

Solucién pregunta 4.

Sea x la cantidad de billetes de $2000
y la cantidad de billetes de $5000

La ecuacién es de la forma 2000x + 5000y = 42000 / :1000

|2x + 5y = 42|

Algunas soluciones x =6, y=6 = (6,6)
x=11, y=4 = (11,4)
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1)

2)

3)

4)

PRUEBA 3

Resolver las siguientes ecuaciones, indicando el conjunto solucion:

2
a) (2x+3)° —12x =2 - 2%
X2 +2x

b) VXx+5-45x-15=_8

X+5

a) Sea 4x? -4mx +4m? -12m -15 = 0. Determine “m” de modo que sus raices no
sean reales.

b) Si una raiz de la ecuacién ax?+ bx + ¢ = 0 es el doble de la otra, demuestre
que: 2b%=9ac

Plantee y resuelva los problemas siguientes:

a) La diagonal de un rectangulo es 8cm mayor que su ancho y 4 cm mayor que su
largo. Determine las dimensiones del rectangulo.
b) La suma de las &reas de dos cuadrados es 40 cm? y la diferencia de sus

perimetros es 16 cm. Determine el lado de cada cuadrado.

Aplicando propiedades de logaritmos,

o ., a
a) Desarrolle la siguiente expresion: A = log,2b \/%

b) Exprese como un logaritmo dnico:
B = logp - log(p + q) + 5logp — 6log(p + q)
c) Demuestre que: logqe (x + 1)2 = log, vX+1

Desarrollo

Solucion pregunta 1.a)

2x+3)%2-12 iccid
(xz)—x =x?—2x ; restriccionx #0,x # —2
xX“+2x

4x2 +12x +9 —12x = x(x — 2) - x(x + 2)
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4x2 +9 =x%(x2 —4)
4x2 +9 —x*+4x2 =0
—x*+8x2+9=0
x*—8x2-9=0
x?2-9)(x*+1)=0
x2—9=0 > x=43
x? + 1 € R*, paratodo x

Solucién pregunta 1.b)

x+5>20 -x=>-5

8 ..y
\/x+5—\/5x—15=ﬁ /*Vx +5 restriccion 5 —15=>0 - x=>3
x+5>0 - x>-5

L o]

x+5—/(x+5)(5x—15) =8

x —3=+/5x2+410x — 75 /(3?2
x?—6x+9 =5x?+10x — 75

4x2 +16x —84 =10

x> 4+4x—-21=0

x+7)(x=-3)=0

x=—-7¢U
x=3€U ~ 8§ ={3}

Solucion pregunta 2.a)
4x%2 —4dmx +4m? —12m—-15=0
Ordenando
4x% —4mx + (4m? —12m —-15) =0

Discriminante es menor que cero para que la raices no sean reales
D =(4m)?>—4-4(4m? —12m —15) <0
16m? —16(4m? —12m —15) <0 /:16
m?—4m?+12m+15<0
3m? -12m—-15>0 /:3
m?2—4m—-5>0
(m-5(m+1)>0
s S = (—OO,—]_) U (5, ).
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Solucion pregunta 2.b)

ax?+ bx +c =0, unaraizeseldoble de laotra

T‘1 = 2 T'z
Se sabe que
b
r1+7'2=_; _)37/'2:_2 _>T2=_£
c a 3a
7‘1 - rz = E
b 3
Reemplazando: 1, - (—5) = 2 Y = __2
LUGgO T'1 = 2T2
3c —b b2 = 9
— =45 7 = 9ac
—b 3a
Solucion pregunta 3.a)
d x:ancho
X y:largo
d:diagonal
y
d? = x2 +y?
d=x+8

d? =x?+y? = (x + 8)?
x? +y%*=x%+16x + 64

y? = 16x + 64 ,como x =y — 4, se tiene

y2=16(y — 4) + 64

y? =16y — 64 + 64

y2—16y =0

y(y—16) =0

y = 0 No essolucion

y =16 Essolucion - x =16 — 4

~ Largo del rectangulo mide 16 cm
Ancho del rectangulo mide 12 cm

Solucién pregunta 3.b)

a b

4q — 4b = 16
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(4 +b)* + b* = 40

16 +8b + b? + b? = 40 - Los lados de los cuadrados son: uno de

b2 +4b—12=0 6 cm y el otro de 2 cm.

(b+6)(b—2)=0

b = —6 No es solucién

b =2 Essoluciéon - a =6
Solucién pregunta 4.a)

a
A=log,2b b

1 1
=log, 2 +log, b + Elogaa — Elogab
1 1
= log, 2 +log, b —Elogab +E

1 1
=10ga2+zlogab+§

Solucién pregunta 4.b)

B =logp —log(p + q) + 5logp — 6log(p + q)
= (logp + 5logp) — (log(p + q) + 6log(p + q))
=6logp — 7log(p + q)
=logp® —log(p + q)’

p6

= log———
So+a7
Solucion pregunta 4.c)
Demostracion

1)2 =21 1)=2
logie(x +1) 0g16(x + 1) log, 16

logp(x +1) 5 log,(x + 1)

4

1
= E-logz(x + 1) = log,(x + 12 = log,Vx +1
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PRUEBA 4

1. Determine el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones:

a) 33-X . 25X = 3X+5 i 23X
b) Logy(x+1) -2 logsx = 3 — 3logg(x+3)

2. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
x*+ y* =100
logx -logy=-2+10g75

3. Demuestre que:

3 1 1
Ln vX*+X=2 +Ln {/(3x+4)° + Ln\/ = = Ln (3x+4)?

X—1 X2+X—-2 X+2

4, Se tiene un lote de baldosas cuadradas. Si se forma con ellas un cuadrado de "x"
baldosas por lado sobran 27, y si se toman "x + 1" baldosas por lado faltan 40. Hallar el
numero de baldosas.

Desarrollo
Solucién pregunta 1.a)
33—x . 25x — 3x+5 . 23x
33—x 23x
3x+5 = Zﬁ
372x72 = 272x  /[logi.
(—2x — 2)log3 = —2xlog?2
—2xlog3 —2log3 = —2xlog?2
—2xlog3 + 2xlog3 = 2log 3
x(2log2 —2log3) = 2log3
_ 2log3 _ 2log3
x= 2log2 —2log3 2(log2 —log3)
log 3

x=log2—log3
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Solucion pregunta 1.b)

log,(x + 1) — 2log, x = 3 — 3logg(x + 3), usando propiedad de cambio de base

log,x log,(x + 3)
logz(x+1)—210g24—3—3 log, 8
log, x log,(x + 3)

logz(x+1)—ZT=3—3 3

log,(x + 1) —log, x = 3 —log,(x + 3)

log,(x + 1) —log, x + log,(x +3) =3

x+1)(x+3 x+ 1D)(x+3
logz( )x( )_g 5§ )x( ) _ , x#0
X’ +4x+3=8x - x*—4x+3=0
x-3)x—-1)=0 - x=3, x=1 ~ S5 ={13}

Solucion pregunta 2.

x2+y2 =100

logx —logy = —2 +log75

x? +y%* =100
‘ log§ = —log 100 + log 75

x? +y? =100

x 75
log; = logm

x% +y2 =100
X 1
log; = logm+log 75

(?jTy)2 +y? =100

9y? + 16y2 = 1600

5y=40 - y=8 - x=6  Solucién
59=—-40 - y=-8 - x=-6 Noessolucion

~§={(68)}
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Solucion pregunta 3.

Demuestre que

3 x+1 1
ln\/xz+x—2+ln\/(3x+4)3+ln\/x_ + =In(3x + 4)?

1 x24+x—2  x+2

x—1 x2+x—2 x+2=

3 x+1 1
ln\/xz+x—2+ln\/(3x+4)3+ln\/ +

3 x+1 1
-1 x24x—-2 x+2

ln\/x2+x—2-\/(3x+4)3-\/x

3x+2)-(x+D+(x-1)
(x+2)(x—1) -

ln\/(x +2)(x—1)(3x +4)3-

InyBx +43GBx+6-—x—1+x—1D=InyBx+9°Bx + 4 = In(3x + 4)z
= In(3x + 4)2.
Solucién pregunta 4.
n: Total de baldosas
n=x?+27, n=(x+1)?2-40
x2+27=x*+2x+1-40
—2x=-39-27 = 2x=66 =
Reemplazando para calcular n, se tiene 332+27=n , n=342-40

Total de baldosas n= 1116
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PRUEBA 4

1.- Resuelva las ecuaciones:
2 —
a) 4= 42" x1
x—1 x“—1 x+1

] x 1-x 1

) 2a a’ 2a

8
VX+5

¢)  vX+5-bx-15=

2.- a) Determine el valor de K de modo que la ecuacion 9x?- kx +1 = 0 tenga raices
reales e iguales.
b) Determinar el valor de m para que el producto de las raices de la ecuacion

(m—-2)x>—-5x+2m =0, seab

3. a) Calcule el valor de:  —logglog,log, 16

b) Resuelva la ecuacion logaritmica: —+logx=—-+3

3 log x
., ; 152x+1 3
C) Resuelva la ecuacion exponencial:  —= = 3**
- . x2+y=12
4.- Resuelva el siguiente sistema: { _
logyx +logyy =2

Desarrollo
Solucion pregunta 1.a)
2 —
4= x# 4l
x—1 x“-1 x+1
x+1 4x? x—1
;+4—x2_1+m | x4+ 1Dx—-1)

x+1D?+4x+1D(x—1) = 4x*+ (x —1)?
X2 42x+14+4x%2—4 = 4x2+x2-2x+1

4x —4=0 = x=1, pero x#=+1 ~ S= ¢
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Solucién pregunta 1.b)

x 1—x 1
A = 20> =D ax—-2(1—-x)=a = ax—-2+4+2x=a
2a a? 2a
ax+2x=a+2 = (@+2D)x=a+2 = x=1 ~ §= {1}

Solucion pregunta 1.c)

8 - eg
\/x+5—\/5x—15=ﬁ /*Vx+5  Restriccion x+5>0 -x>-5
5 =-15>20 - x=>3
x+5>0 - x>-5

L o]

x+5—/(x+5)(5x—15) =8
x —3 =+5x2 +10x — 75

x*+4x—-21=0
x+7)(x-3)=0
x==-7¢U

x=3€U ~§={3})

Solucion pregunta 2.a)
En la ecuacion 9x*- kx +1 = 0, para tener raices reales e iguales, el discriminante debe ser
igual a cero.

A= k?—4-9-1=0 = k?=36 = k=16

Solucion pregunta 2.b)

En la ecuacidn: (m—2)x?—-5x+2m =0, el producto de las raices debe ser 6,
entonces, 7,1, = % = 6. Reemplazando se tiene: Z—TZ =6 = 2m=6m-12 =
. m= 3

Solucién pregunta 3.a)

—logglog,log, 16 = —logglog,(log,2*) = —logg(log,4) = —loggl =0
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Solucién pregunta 3.b)

L + log x 1 +3 l 0 1
— = * =x*1,
3 log x 9% g

§+ logx = @ +3 | -3logx = logx + 3(logx)? = 3 + 9logx

3(logx)? — 8logx —3 =0, resolviendo la ecuacion cuadratica se tiene:

8+,/64—4-3:(=3 8+/64+36 8+10
logx = (03) - 8 = ——, dedonde
6 6 6
logx = 22 =3 =[x = 103 = 1000]
8-10 1 1 1 1
logx—T——g = [x= 10 3 = E—g_lo

Solucion pregunta 3.c)

152x+1

o — 3x+3 — 152x+1 — 3x+3 . 5x+3 - 152x+1 — 15x+3
Luego 2x+1=x+3 =
Solucion pregunta 4.

{ x2+y=12
logyx +logyy =2

x2+y =12
Haciendo cambio de base se tiene: I logyy
0gyx + ] =2
0gyx
x*+y = 12 x2+y =12

=

(logyx)2 +1 = 2log,x - (logyx)* —2log,x+1 =0

x2+y = 12
(logyx — 1)2 =0
Reemplazando en la primera ecuacion se tiene: 4 +y =12 =

S={28}

= logyx—1=0 = x-1=y" = x-1=1= [x=2]
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PRUEBA 4

x*+4x?  36-3x x
(x—=2)(x-3) (x=2)(x-3) x-2
2.-  Determine el conjunto solucién de la ecuacion exponencial:
eX¥—e™¥ 1

eX+e* 3

1.- Resolver:

3.- Determine el conjunto solucion de la ecuacion logaritmica:

1+ log,(x —4) _
log s(Vx +3 —vx—3)

4.- Resuelva el sistema de ecuaciones:
3:2-2-3V=6
log,(3Y —1) =x

5.-  Plantee y resuelva el problema siguiente:
Dos nimeros naturales se diferencian en dos unidades y la suma de sus
Cuadrados es 580. Determine los nimeros.

Desarrollo
Solucién pregunta 1.
Restricciones: x#2 , x#3

x*+4x? 36—3x x
oD~ v x| K-2(x=3)

x* + 4x% = 36 — 3x — x(x — 3)
x* +4x% =36 — 3x — x* + 3x

x*+5x*-36=0

Sea: x° =t

t?+5t—36=0

~5++25+ 144 -5++169 —5+13

L= 2 -T2 T2

t,=4 = x°=4=  x,=2 jRestriccion!
X2:-2

t, = -9 = x=9= x=+/9¢R
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Solucion pregunta 2
V3(e* — e*) =e* + e7* /e*
V3(e?* —1) =e¥* +1

(V3-1e** =1+43

1++3 V3+1
V3-1 V3+1

02X — 3+2v3+1
2

2x —

e?* =2++3 /in
2x = In(2 +3)

x=%ln(2+\/§)
25 = fLme+v3) )

Solucion pregunta 3.

1+log,(x—4)

logﬁ(\/x+3 —Vx=3) -

1+log,(x —4) = log z(vVx+3 —Vx —3)

log,2 + log,(x — 4) = logﬁ(\/x +3 —Vx-3); 1=log,2

log,(VX+3 —Vx—3
log,[2(x — 4)] = ng(lj;ﬁx ) ; log,V2 = —logz

log,(2x —8) = 2log,(Nx +3 —Vx —3)

log;(2x —8) = log,(Vx +3 —\/x—3)2

2x-8 = (Vx+3 —vx=3)°
2x — 8 =x+3-2Vx?—-9 +x-3
8 = -2xZ—9
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4= T=9  /O)?

6 = x%2-9
x = =+5 ;. x = —5 noes solucion
S {5}

Solucion pregunta 4.
3:2-2:3Y =6

log,(3Y —1) =x

De la segunda ecuacion: log,(3Y — 1) =x »2¥ = 3V -1
(Restriccion: 3y =1 #0-3Y#1 -5y #0)
Reemplazando en la primera ecuacion:
33y -1)—2-3Y =6
3:3¥-3-2-3V=6

3y =9 = 3Y = 32 :>

Luego: log,(3¥ —1)=x = x=1og,(9—1)= log,8 =
~ §={32})
Solucion pregunta 5
Planteamiento: Sean x e y los nimeros naturales, con x >y.
Se diferencian en 2 unidades: xX—y=2
La suma de sus cuadrados es 580: x? +y? =580
x—y=2

Nos queda el sistema de ecuaciones:
x% +y% =580
Resolucion del Sistema de ecuaciones:
Despejar x en la primera ecuacion: x = y + 2
Reemplazar en la segunda ecuacion: x? + y? = 580

(y +2)? + y2 =580 = y?2 +4y + 4+ y? =580

2y2+4y —576 =0/~ =  y2+2y—288=0

(y—16)(y +18) =0 = y=16, y= —18
Peroy=-18¢ N ~y =16

Reemplazandoy =16en x = y+ 2 se obtiene el valor de x:
~x=16+2=18
Respuesta, los nUmeros naturales son x= 18,y = 16.
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PRUEBA 4

1. Resolver la ecuacion:
1 1 1
V5+x—+v5—x V5+x+V5—x 4
2. Resolver la ecuacion exponencial:
2x+2 + 2x—1 + 2x—2 + 2x+1 — z
16

3. Resolver la ecuacién logaritmica:
log\Vx —\/logx =0

4. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

eXV —e?7 =0
5

5
log(x +) + loga(x =) = log.s (=)

5. Plantear y resolver el siguiente problema:

La diferencia entre las edades de un padre y su hijo, excede en 6 al doble de la edad
del hijo, y la suma entre el cuadrado de la edad del hijo y un tercio de la edad del padre, es
igual a 92. Hallar las edades del padre y del hijo.

Desarrollo

Solucion pregunta 1.

1 1
V5+x—V/5-x  V/5+x+V5—-x

=</ 4(5Fx-VE-x)(VEFx +V5—x)

4(Vs5+x+V5—-x)—4(V5+x—-V5-x) = (V5+x—V5—x)(V5+x+V5—x)

4WV5+x+V5—x—V5+x+V5—-x)= (5+x) —(5—x)
4(2vV5—x) =2x1 :2,

W5—-x=x1( )?
16(5 —x) = x2

x24+16x—-80=0
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(x+20)(x—4)=0
xl = _20, xz = 4'

Reemplazando en la ecuacion original

x=-20= : - : =
o V5—20—v5+20 5-20+V5+20 4 '
Pero +v5—-20 ¢ R o x=-=20, no es solucién
x=4 = . — - =
- V5+4—/5-4 5+4+V5-4 4
1 1 1
3-1  3+1 4
1 1 1 .,
= - ——=- = . x =4 essolucién
2 4 4

Solucion pregunta 2.

2x+2 + 2x—1 + 2x—2 + 2x+1 — 2
16

2%-2242% .27 4 2% 272 4 2% 2 = 2

x . x, 1 x. 1y 9x.9 27
24+ 2 2+2 4+2 2_16

2X(4+2+-+2) =2
2 4 16
0% (16+2+1+8) _27
4 16

(=% = r=l- Sr=1r=

16 1627 4

Solucion pregunta 3.

1 1
logvx —J/logx =0 = log (xi) — (logx)z2 =0
1 =
= ;logx = (logx)2 | ( )2
1 2
= . (logx) = logx

= (logx)? = 4 logx
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= (logx)? —4-logx =0
= logx(logx —4) =0
Luego se tiene: logx=0 =
logx =4 = x=10" =

Solucion pregunta 4.

eXV —e?7 =90

5
logs(x +y) + logs(x — y) = log (%)

XY = 27

logs(x +) - (x —y) = log 5 (V)
XY = 27

logs(x +y) - (x—y) = log 5 (V5)°

x—y=27 =x
logs(x+y)-(x—y) =5

x—y=33
(x+y)-(x—y)=3°

x—y=27 _ — — _
Xx+y= 9|+ = 2x=36 = [x=18| = |y_—9|

~ 5§ = {(18,-9)}

= x+y)3= 3= x+y)= 32=9x*

Solucién pregunta 5.
Sea x: edad del padre, y: edad del hijo.
X—y=2y+6 =

241,
ye + 3X= 92 | o y2+%(3y+6) =92 =y2+y—-90=0

y+10)(y-9)=0 = y=-10¢N =
y=9 = x =33

Respuesta:  La edad del padre es 33 afios y la del hijo, 9 afos.
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SIMBOLOS UTILIZADOS

\v4 Para todo
= Existe
=1 Existe un Gnico
No existe
+ Distinto, no es igual
Por lo tanto, luego
/ Tal que
) Conjunto vacio
00 Infinito, indeterminado
Tal que
C Subconjunto o inclusion
v 0
A y
U Unidn
N Interseccion
€ Pertenece a
= implica
P Siysolosi
> mayor
> Mayor o igual
< Menor
< Menor o igual
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