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PRESENTACION

El presente Dossier, denominado Electromagnetifmeoconcebido fundamentalmente para
apoyar el proceso de ensefianza aprendizaje dgyteatasa Electromagnetismo (FI-604) de
todas las Carreras de Ingenieria Ejecucion y C8iih. embargo, este material pedagogico
también sirve para otras carreras de la universddds cuales el electromagnetismo es una
de las asignaturas del curriculum de las siguiarggsras: Pedagogia en Fisica y Matematica,
Agronomia y Tecnologia Médica.

Es importante destacar que la forma, el grado dard#lo y el nivel matematico con el cual
esta redactado el Dossier, es basicamente el nmismlocon el cual se desarrollan las clases
expositivas en las carreras de ingenieria. Estdepgervir para que los estudiantes puedan
contar con un apunte de clases y no deban preseupar tomar notas muy elaboradas. Esto
permitira que los alumnos, en cada clase, se pudEthoar al proceso de comprension de las
materias correspondientes al curso de Electromagreet

Si el nivel matematico del Dossier es un poco aadmzo diferente del empleado en otras
carreras, de todas maneras el Dossier puede seerraanienta Util para el estudio individual
de los alumnos, ya que los problemas resueltos gducionarios de las pruebas, han sido
realizados con mucho detalle, explicando las razfisEas por las cuales se realiza cada uno
de los pasos del desarrollo.

Este Dossier esta organizado segun cuatro unidpeesngloban temas con fuerte relacion
entre si. En el programa de la asignatura estasoauaidades no tienen nombre, pero para
efectos de la mejor clasificacion y mejor ubicaciinla materia por parte del alumno, le

hemos puesto un nombre especifico, a saber,

Unidad I: Electrostéatica

Unidad Il: Ley de Gauss

Unidad IIl: Condensadores, Resistencia Eléctrieygs de Kirchhoff
Unidad IV: Magnetismo

En cada unidad hemos colocado apuntes de matemidosotopicos mas relevantes; a
continuacion hemos colocado un conjunto de proldereaueltos con todo detalle y con

muchas explicaciones. Algunos de los problemashesutambién aparecen mas adelante en
(Y



la seccidn Solucionario de Pruebas. La razén deadiepeticion, dice relacion con que no
siempre en los solucionarios se emplean explicasiten detalladas como en los problemas
resueltos. Ademas, asi el alumno sabe que losgmalsl resueltos son del mismo tipo de
problemas que se preguntan en las pruebas deacatedr

Al final de las cuatro unidades desarrolladas emnpoblemas resueltos, hemos puesto una
seleccién de algunas pruebas resueltas en afnom@steAdemas, finalizamos este Dossier
con una seleccion de Guias de Laboratorio, parelgstudiante pueda prepararse en la teoria

de cada sesion de Laboratorio.



Vi
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2.1 Programa vigente de la asignatura Electromagnisimo FI-604.
Universidad de Tarapacéa

Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

PROGRAMA DE ASIGNATURA

l. IDENIFICACION

ALUMNO :
SEMESTRE CURRICULAR :

ASIGNATURA : ELECTROAMGNETISMO
CcODIGO ~604

No. HORAS SEMANALES : SEIS (4,0,2)

PRE-REQUISITO : MECANlC@LASlCA, ALGEBRA 11,
CALCULO II.

CARRERA - INGHERRIA PLAN COMUN

PROFESOR : MBlaria Ester Onell Sequeira

PROFESOR DE LABORATORIO : MSc. Maria Edterell Sequeira

AYUDANTE: )
SEMESTRE ACADEMICO : | SEMESTRE 2015

Il OBJETIWVMS GENERALES

Al finalizar el curso, el alumno debe sapaz de:
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2.2.1 Unidad I: Electrostatica

1. Formular las ecuaciones del electromagnetismorejubge vectorial.

2. Describir los comportamientos eléctricos y magiétien el vacio y en materiales,

usando las leyes de Maxwell.

OBJETIVOSESPECIFICOS

© ©® N bk wWDdRE

Aplicar la ley de Coulomb para calcular camposteilges estaticos.

Aplicar el concepto de potencial electrostaticdeeresolucion de problemas.
Aplicar la Ley de Gauss para dieléctricos.

Enunciar y aplicar la Ley de Ohm.

Definir y aplicar la expresion para la fuerza dedmiz.

Aplicar la Ley de Ampere.

Aplicar la Ley de Biot-Savart.

Aplicar la Ley de Gauss del Magnetismo.

Aplicar el concepto de flujo magnético para formildaley de Faraday.

10. Aplicar la Ley de Ampere-Maxwell.

11. Escribir las ecuaciones de Maxwell.

CONTENIDOS PRGRAMATICOS

N o o bk wDdPRE

Unidad |

Carga eléctrica. Conservaciéon y Cuantizacion.

Conductores, aisladores y semiconductores.

Ley de Coulomb. Principio de superposicion.

Campo eléctrico. Intensidad de campo eléctricocidlde campos eléctricos.
Potencial eléctrico. Relacion entre potencial y pamléctrico.

Potencial debido a una carga puntual. PrincipiSuleerposicion. Aplicaciones
Energia potencial electrostatica.

Unidad Il

Flujo del campo eléctrico. Ley de Gauss. Propieslade los conductores
equilibrio electrostatico.
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9. Dieléctricos. Campo electrostatico en medios digl#s. Aplicaciones.
Condensadores. Almacenamiento de energia en urooalérico.

Unidad I

10. Corriente y densidad de corriente. Ecuacion de imoiad. Resistencia.
Resistividad. Conductividad. Ley de Ohm.

11. Fuerza electromotriz. Circuitos eléctricos y LegleKirchhoff.
Unidad IV

12. Campo magnético. Fuerza de Lorentz.

13. Fuerza magnética sobre alambres con corriente.

14. Ley de Biot-Savart.

15. Ley de Ampere.

16. Flujo magnético.

17. Ley de Induccion de Faraday-Lenz.

18. Campos magnéticos variables en el tiempo.

19. Relaciones entre electricidad y magnetismo. Ecoasiale Maxwell.

V. ACTIVIDADES DEAPRENDIZAJE

» Clases tedricas
e Sesiones de Laboratorio (100% Asistencia)
» Ayudantias.

VI. SISTEMA DE KALUACION

¢ 3 Pruebas de Catedra: 25%, 25%, 25%.
* Promedio de Notas de Laboratorio: 25%.

* Prueba Recuperativa u Optativa segun Reglamerbmdencia: 40 %
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2.2.1 Unidad I: Electrostatica

En esta unidad se estudia el comportamiento depeastectrico producido por cargas

eléctricas discretas y distribuciones continuasatga en reposo relativo. Se discute la ley
de Coulomb, el Principio de Superposicion y la ldgy Gauss. También se estudia la
formulacién alternativa usando el concepto de Rmeplectrostatico. Se hace énfasis en la

formulacién vectorial de los conceptos y en la lkgsén de problemas.

1.- Introduccion general

Nuestro universo esta constituido, fundamentalmeyae materia (particulas) y radiacion
(ondas). La materia esta constituida por atomosoléenlas. Los atomos son particulas
muy pequefias de un tamafio aproximadd@&[m] y estan constituidos por una region

central llamada nudcleo, formada por protones yroaet (salvo el &tomo de Hidrégeno
gue no posee ningun neutrdn) y rodeada de unaelaebednica. Una de las caracteristicas
del a&tomo que mas nos importan en este curso earda eléctrica. Esta caracteristica o
propiedad de la materia o de los atomos se hasemeeen dos de los constituyentes del

atomo:
proton: particula con carga positiva§0217733% 10° Coulomb)
electrén: particula con carga negativd 60217733 10° Goulomb)

neutrén: particula sin carga.

Otra interesante propiedad de los atomos aislaslgsi@ su carga total o carga n€la es

exactamente igual a cero, es decir, el atomo sengsr neutro,Q; = qu =0. Es
i

importante destacar qu®, se puede escribir como la suma de todas las capoydsvas

N
Q. :qu* presentes en el nucleo debido a los protones, tpdbes las cargas negativas

Q_:qu‘ gue poseen los electrones que orbitan al ndcles, decir,
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Por lo tanto, para conseguir hacer presente laigitag de la carga en un atomo aislado,
debemos hacerlo interaccionar con otra particsiatema, de modo de conseguir quitarle o
agregarle electrones, quedando de esta manerancdasbalance de uno de los tipos de
carga. Cuando este desbalance ocurre, se pone weiden@a un comportamiento
caracteristico de los cuerpos cargadas:propiedades electromagnéticas en las cercanias
de un cuerpo cargado, cambian, varian, o en geneealen alteradas

La carga eléctrica posee varias propiedades masesdntes:

a) la carga libre esta cuantizagdas decir, en la naturaleza, la carga libre m@sigfia o
fundamental que existe, es la carga del electrondal proton, es decir,

|| =1.6021773% 10° ¢ , donde [C] se denomina Coulomb. La carga totide

cualquier sistema es la suma algebraica de lasasalgmentales), . presentes en el

sistema, es decir, es la suma de un numero edieronidades elementales de carga
eléctrica.

b) Existen dos tipos de carga eléctrica: posit{paston) y negativas (electron).

c) Las cargas de distinto signo se atraen y lagasatte igual signo se repelen. Este proceso
define la interaccion eléctrica.

d) La interaccion eléctrica entre dos cuerpos crgiadepende del estado de movimiento
de los cuerpos cargados en interaccion.

e) Cargas en reposo 0 en movimiento relativo catesfaroducen campos electrostaticos y
cargas moviéndose con velocidad constante prodooeiente eléctrica y esta corriente
eléctrica genera campos magnetostaticos.

f) La carga eléctrica se conserva en un sistenradmr

Cuando las cargas eléctricas interactuan entm@pareceuna accion a distancilamada

campo eléctricoE (7,t) y campo magnéticd(T,t). En general, estos campos vectoriales

dependen de la posicién del observadoy del tiempot. Para ciertos casos particulares,
los campos no dependen del tiempo y las corriexiéedricas son constantes. Cuando esto
ocurre, las teorias fisicas que describen la iotéya electromagnética son mas sencillas y
se llaman electrostatica y magnetostatica, resfaugnte. En nuestro curso, estos seran los
casos que estudiaremos en primer lugar dado ebgtadcsimplicidad de las leyes fisicas

involucradas. Posteriormente estudiaremos los awee fundamentales de Ila
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electrodinamica, cuando los campos eléctrico y m@gm presenten variacion en el
tiempo.
En este curso queremos estudiar el comportamieatdosl cuerpos cargados, cuando

interaccionan entre si, o cuando interaccionanatgim tipo de radiacién electromagnética.

2.- Ley de Coulomb

Para percibir la existencia de fenomenos de tipoteto debemos poner en interaccion dos
0 mas cuerpos cargados. Estudios experimentaldzadks por Coulomb y otros
investigadores durante el siglo diecinueve, pemateunciar la llamada ley de Coulomb, la

cual da cuenta de la magnitud y direccién de Izuzfau@12 ejercida entre doparticulas

cargadas en reposo relativg, y g,, como se muestra en la Fig. 1.1.

O

Figura 1.1 Fuerza Coulombiana entre cargas pursteal@eposo.

Experimentalmente se ha demostrape la fuerza ejercida por la cargasobre la carga

0,, se puede escribir en la forma:

— —

£, =k a%(Boh) _ ae (1.1)
21 |r72_r__.13 |r_.2_rq]J2 12

Los vectores; y T, definen las posiciones de las cargay ¢, con respecto al origen del

sistema de coordenadas que se muestra en la EigEd.la relacion (1.1) el vector

_(5-n)

A

representa un vector unitario a lo largo de ladigae une los centros de las

cargas puntuales. El valor de la constantdepende del sistema de unidades empleado, y
7
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Nt

C2

se define en la formé = 5

! {Nmz} =8,9874 16{

}. La constantes, se denomina
0

2
permitividad eléctrica del vacip su valor ese, = 8,854x 10" {I\Cl:—mz}

La magnitud o modulo de la fuerza Coulombia{ﬁgr‘ = F,, viene dado por

F=k—t% - 4% (1.2)
|r2 —r1| r

donde r E|r“2 —r”1| es la distancia entre las cargas. Es interesagtchr que la fuerza

Coulombiana tiene alcance hasta el infinito. La mitagl F,, de esta fuerza es proporcional

al producto de las cargas e inversamente propa@kciancuadrado de la distancia que

separa las cargas.

Fuerza Coulombiana

; F=(kq,q,)/r"

Figura 1.2 Médulo de la fuerza Coulombiana.

La linea de accién de la fuerza estd contenidaaeredta que une las dos particulas
cargadas, y la fuerza es atractiva si ambas caayasle signo opuesto y es repulsiva si los
signos de las cargas son iguales. Enfatizamos sfaeelacion experimental es valida sélo
parados cargas puntualesparticulas cargadas en reposo relatjyesto implica que la ley
de Coulomb debe ser modificada cuando se tratatddiar la fuerza ejercida entre cargas
puntuales y cargas distribuidas sobre cuerpos rmea@picos, 0 entre cuerpos
macroscopicos cargados, o0 entre cargas en movinietdativo. Si las cargas puntuales
estan en movimiento, la ley de Coulomb no es @rftei para caracterizar la fuerza total
8
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sobre las cargagxperimentalmentse ha demostrado que la fuerza de Loreﬁ@z,que

actua sobre una particula cargagtapresencia de campos eléctricos exterBog campos

magnéticos externoB , cualquiera sea el nimero de cargas existentes eesndad o la
forma en que se desplazatepende Unicamente de la posicién de la parttangada, de

su velocidady, y de su carga, en la forma:

—

F =q(E+vxB) (1.3)
Esta expresion define a la llamada Fuerza de Lorgnios vectoresE y B definen los
campos eléctricos y magnéticos que actlian sotwarégmq. Los campos vectorialeE y

B son, en general, funciones de la posicibn y detmpo, es decir,

E=E(xyzd=HEr)yB=B(xyz9=HTY.

3.- Principio de Superposicion
Cada campo vectoriaE y B, cumple con el llamadBrincipio de Superposicidres decir,
si un conjunto de cargas produce un campo elécﬁjcen el puntoP, y otro conjunto de

cargas produce otro camrn:g en el mismo puntd®, entonces, el campo eléctrico vectorial

resultanteE, en dicho punto viene dado por la suma vectoriabgd€ampos:

Er=E+E (1.4)
Naturalmente, el mismo Principio de Superposiciénvélido para el campo vectorial
magnético:

B.=B+B (1.5)
Vemos asi que lo importante para describir la fuepuze actia sobre una particula cargada
son los campo£ (,t) y B(7,t). Debemos enfatizar que el Principio de Superpisise
cumple en el electromagnetismo, porque las ecuesialiferenciales que describen el

comportamiento de los campﬁs(f,t) y B(f,t), son ecuaciones diferenciales lineales. Si

las ecuaciones diferenciales no son lineales, mosple el Principio de Superposicion.
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4.- Teorema de Fuentes y Sumideros
Enunciado:Todo campo vectorial (por ejemplo el campd (7,t) o el campoB(T,t))
queda univocamente determinado en cada punto @elces conociendo la divergencia

(ﬁ [A) y el rotor (ﬁx,&) del campoA, siempre y cuando no existan fuentes ni sumideros
en el infinito.

En el caso de la teoria electromagnética que nacésidescripcion de dos campos
distintos, se necesita conocer la divergencia yo&r de ambos campo& y B,

simultdneamente:

Divergencia=> OLE y OB

Rotor= OxE y OxB
En coordenadas cartesianas| operador diferencial divergencid[A, y el operador

diferencial rotor[] x A, vienen dados en la forma

— 0
A=A % L 0A (1.6)
ox 0y 0z
gue se puede escribir como un producto punto ehtiperador vectoriall y el vectorA,
= = 0 =0
OA=| T —+]—+K [ +A+k 1.7
(ax I3 thé/x A, +ka,) (17)
donde el operador vectoril&bbla(ﬁ) viene dado por
0= fi+Ji+l€ 9 (1.8)
ox "dy 0z

Usando esta notacion, el rotafx A se puede escribir formalmente en términos de un

determinante, en la forma

i) K

OxaA=|9 9 9] (1.9)
ox dy 07
A A A

Cuando se aplica el teorema de fuentes y sumideras campos eléctricda::(f,t) y

magnéticoB(F,t), se ve la necesidad de conocer en cada puntsp@tie la divergencia

10
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y el rotor de cada campo vectorial. La expresiotad#ivergencia y el rotor de cada campo
constituye un conjunto de cuatro ecuaciones gueseminarEcuaciones de Maxwely

queexperimentalmenteienen dadas por:

OE=~, OmB=0
80

(1.10)

_. 0B — - oE
xE=—-——, OxB=ypu J+e u,—
6’[ /'10 O/JO at

Este conjunto de ecuaciones diferenciales linepkas, las cuales se cumple el Principio de

Ol

Superposicién, constituye una notable generalizagiderimental. En estas ecuaciongs,
es la densidad de corriente eléctrica por unidadrda, yo es la densidad de carga por
unidad de volumen. Nétese que los campos elégricmgnético estamdisolublemente
unidos a través de las ecuaciones diferenciald®)(ly dan origen al llamadoampo

electromagnéticoTodo el electromagnetismo esta descrito por daa@ones de Maxwell

(1.10), junto con la fuerza de Loreri?z:

F =q(E+vxB) (1.11)
y con la segunda ley de Newton
- dp
F=—. 1.12
it (1.12)

Las ecs. de Maxwell (1.10) se simplifican notableteesi los campo& y B no dependen

explicitamente del tiempo, es decir, si se cumpk q

;z—:é (1.13)

Esta situacion se produce fisicamente cuando fadasargas estan en reposo en el espacio,
0 si se mueven lo hacen con flujo estacionario,mbeElo que tantop como J son

constantes en el tiempo. Cuando estas condici@esrsplen, las ecuaciones de Maxwell

(1.10) se reducen al siguiente conjunto de ecuasian acopladas o independientes:

(1.14)
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En ese caso, las ecuaciones para el campo eéé&ridescriben el comportamiento de la

electrostéatica:

OE=L, T[OxE=0 (1.15)
EO

Por su parte, las ecuaciones para el campo magn@tidescriben el comportamiento de
magntetostatica:

OB=0, DOxB=gJ (1.16)
Ademas, siguen siendo vdlidas las relaciones (3.11)12) correspondientes a la fuerza de
Lorentz y a la segunda ley de Newton, respectivagnen
Consideremos nuevamente la ley de Coulomb (1.Xydhes valida, como antes dijimos,
para dos cargas puntuales fijas en el espacio. Estajustamente la situacion

correspondiente a la electrostatica que se despréadas ecs. de Maxwell (1.10) y del
caso particular (1.15).

5.- Campo Eléctrico
En la vecindad de toda distribucion de cargas smlyme una modificaciéon de las
propiedades eléctricas del medio que rodea a dii$taibucion. Este cambio en las

propiedades del medio puede ser medido a travédtadeldo Campo Eléctric& , el cual

se define a partir de la ley de Coulomb para ungacpuntualq' que crea el campo, y para
una carga muy pequefia y positigg llamadacarga de pruebala carga de prueba debe
ser muy pequefia de modo que en el limite tiendara 6m(q, — 0). Este limite no se

puede realizar experimentalmente, ya que la cdégériea esta cuantizada ydarga libre
mas pequefia que existe en la naturaleza es la calgh electrén:

e=1.60217733 169[C] por lo tanto se debe tener cuidado en la aplicad@ este
limite.
De acuerdo a la ley de Coulomb (1.1), la fuerzatet&a entre las cargag y la carga de

pruebag,, viene dada por

F =kq, q% (1.17)

12
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Dividiendo por el valor de la carga de pruefga se obtiene una magnitud fisica que mide
una propiedad del espacio que rodea a la cgrgaer Fig. 1.3). Esta magnitud fisica se
denomina Campo Eléctrick y se define como

F_
g =

E =

kqff_zg (1.18)

El médulo E = ‘ E‘ del campo eléctrico viene dado por

!

£= X

o (1.19)

|2
y su valor es proporcional a la carga que crea el campo y disminuye como el inverso

cuadrético de la distancia de separacion entrargag’ y el puntoP de observacion.

E

Figura 1.3 Campo eléctricB creado por la cargq .

Si movemos el origen del sistema de refereXigsto a la posicion de la carga puntgal

que crea el campo eléctrico, entondés 0 y el campo eléctriccE en un puntoP de

vector posicionr se escribe simplemente

(1.20)

ﬂ|ﬂl

6.- Campo eléctrico creado por un conjunto disctetoargas.

Estudiemos ahora el campo eléctrico resultdhten un punto fijoP del espacio, creado

por un conjunto discreto ddl cargas puntualeg;. Cada cargaj; crea su propio campo

Ej en el punto fijoP, como se muestra en la Fig. 1.4.
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93

Figura 1.4 Campo eléctricﬁj creado por cada cargg.

A su vez, cada carga, tiene un vector posicion respecto del orige® del sistema de
referencia y el puntoP tiene un Unico vector posicion respecto deO. El campo
eléctrico Ej creado por cada carga individualmente viene dawfolg expresion (1.18)

aplicada a cada cargg,

(1.21)

De acuerdo al Principio de Superposicion, el canegaltanteE en el puntoP viene dado

por la suma vectorial de los campos individuales,

E=)FE (1.22)

Usando (1.21), escribimos,

(1.23)

7.- Campo eléctrico creado por una distribuciortioom de cargas.

En el caso de una distribucién continua de camyaalga puede estar distribuida en un
objeto unidimensional’, o en una superfici&S', o en un volumerV'. En cada caso
podemos definir una funcion llamadansidad de carggue determina la forma en la cual
esta distribuida la carga sobre una lindadensidad lineal de carga), sobre una superficie

(o densidad superficial de carga) o sobre un volufpermensidad volumétrica de carga).
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La definicion de la densidad de carga viene dadfameeion de magnitudes infinitesimales

de cargadq y de la correspondiente dimension infinitesimal:

A(F)
o()
p(r)

El valor de la densidad de carga depende de l&ziposilel diferencial de cargdd que

(3_?] densidad lineal de carga

(j—qu densidad superficial de carg (1.24)

(3_3’J densidad volumétrica de cat

crea el campo diferenciaE . Nétese que usamos magnitudes con primas parcainidi
carga que crea el campo eléctrico y la dimensida degidn que contiene la carga que crea
el campodE.

Consideremos una distribucién volumétrica de camjazomo indica la Fig. 1.5. Dado que

un elemento diferencial de carglf es muy pequefio, podemos considerarlo como una

carga puntual, y por lo tanto, vale la ley de Cmbo El campo eléctrico diferenciaE

producido en la posicién (punto P) por elemento diferencial de cardg (equivalente a

la carga puntudl situada en la posiciori viene dado por:

dE= kdq% (1.25)
r—r

Fig. 1.5 Campo eléctrico diferencidE debido a una

distribucion continua de carga.

De acuerdo a la relacion (1.24), se tiene dge= ,0(?') dV', luego el campo eléctrico

15



2.2.1 Unidad I: Electrostatica
diferencial dE creado por una distribucién volumétrica de cavigne dado por

dE= k%ﬂ:) v’ (1.26)

7=

La aplicacion del Principio de Superposicion nospee encontrar el campo eléctrid®
total producido por la distribucién volumétrica itimua) de carga. Para ello debemos
realizar una suma sobre todos los infinitos elepwerdiferenciales en los que esta

subdividido el volumerV', cada uno de los cuales contiene un elementoedital de
cargadqg :,O(T’) dV'. La suma sobre todos los campos diferencial&s nos entrega el

campo resultante, el cual se obtiene a traves itéelgral
E = [dE
reemplazanda@E de la relacién (1.26), se tiene

E(r) J'k (r-r )dV' (1.27)

Notese que la integral se realiza sobre las vasatbn primai( y V'), es decir, sobre las
variables que determinan la posicion de la catgaque crea el campo. En consecuencia,
el campo resultanté(?) s6lo depende de la posicion del puodonde se observa el
campo resultant& (7), es decir, solo depende del vector posigion

Si la carga estéa distribuida en forma superfida,modo que la diferencial de carga se

expresa comalq = gdS, el campo eléctrico viene dado por:
£ r -r
E(r) j k— 21—/ ) ds (1.28)

Si la carga esta distribuida en forma unidimengjahe modo que el elemento diferencial

de carga se expresa comdq = Adl, el campo eléctrico viene dado por:
- A =1 P
E(F) =jkM dr (1.29)

En consecuencia, para cualquier distribucion caatimle carga, el campo eléctrico
resultanteE () se puede calcular usando cualquiera de las defigis de la (1.27) a la

(1.29), segun como sea el tipo de distribuciénadgas.
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8.- Diferencia de Potencial Electrostatico
La diferencia de Potencial Electrostatid/,, =V (b) - V( 9, se define como el trabajo por
unidad de carga realizado por un agente externadghbe transportar la carga de prueba

(g, - 0"), con velocidad constante (en equilibrio), destigounto a al punto b, en

presencia del campo eléctri€o:

b

W,
AV, =V(b)- V(g =~ = * [*F
q

a agente
0

Odl (1.30)

Dado que la carga se encuentra en equilibrio em te@imento mientras se mueve desde

hasta b, entonces se cumple qués, . *Fme=0, es decir, F . =F
Reemplazando en la definicion de la diferenciaatenxial (1.30), se tiene
b _Ifcam 0 Y
AVabEV(b)—V(a):I —campo | (| (1.31)
a qO
pero {%J es justamente el campo eléctri€ producido por la configuracion de
0]

- . . . ~( Frampo
cargas a la cual le estamos midiendo la diferedeigpotencial, es deanz(—pJ.
4o

Entonces podemos expresar el concepto de diferéecj@tencial en funcion del campo

eléctrico E, en la forma
AV, =V(H)- V(3 =~ Eldl (1.32)
Si el puntoa=ref lo usamos como una referenciahgcemos arbitrariamente igual a

cero el potencial en dicho puntd/(a=ref) =0, entonces,por abuso de lenguaje

podemos hablar del potench(b) en el puntdb

AV, =V(h-0=-[ ECdl (1.33)

vio =]

) fEEtﬂ (1.34)
Sin embargo, debe quedar claro que siempre estéi@oleando de una diferencia de
potencial que es lo que verdaderamente tiene seatidisica. Muchas veces esta relacion
se escribe en la forma

17



2.2.1 Unidad I: Electrostatica

V(r):—j E [l (1.35)

En este punto es muy importante darse cuenta quéniegrales que aparecen en las
relaciones de la (1.30) a la (1.38) pueden depender de la trayectoria seguida para i
desde el punt@ al puntob, pues si asi sucediera, el potencial electrostéticon puntdd

no tendria un valor unico para una referencia @igga a=ref, sino que su valor
dependeria de la trayectoria seguida entre losopuaty b. Para que la integral sea
independiente de la trayectoria, el campo vectdtialebe ser usampo conservativavias
adelante demostraremos que esta propiedad es péetael campo electrostatid®, pero
por ahora aceptaremos que las integrales defieiaas (1.30) y (1.35), son independientes

de la trayectoria y que, por lo tanto, el campoctéldo E es un campo vectorial

conservativo.

9.- Potencial electrostatico creado por un conjdigoreto de cargas

Calculemos el potencial electrostatico creado pma Unica carga puntual positivg
ubicada en el origen de un sistema de referencifirecion de la distancia radial a la
carga gue crea el campo, como se muestra en |a.Big.

Cuando nos movemos en linea recta desde el parttasta el puntdd que esta a una

distancia radialr en las cercanias de la cargaque crea el campo eléctrico, vemos que

los vectoresE y dl son exactamente antiparalelos, tal como lo muésstreg. 1.6, por lo

tanto, el producto punto de ellos es negativo, esto

E [l = Edlcos180 = -Edl (1.36)

v

Figura 1.6 Potencial electrostativ(r) debido a una carga puntual.
18
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La relacion (1.32) queda,
b— - b
AVabEV(b)—V(a):—L Ejou:ja Ed (1.37)

Los diferencialesdl y dr tienen sentidos de crecimiento distinto sobreelgtar que va

desdea hastab, como se muestra en la Fig. 1.6, es ddllirs —dr, y ademas el médulo

del campo eléctrico de un carga puntagalviene dado poiE :i:—?, por lo tanto,AV,,
queda,
_ b kg b dr
AVab=V(b)—V(a:—Lr—2 dr=- |<qjar—2 (1.38)
1 b
AV, =V(b-V(g=- kq(_Fj (1.39)
En consecuencid)V,, en las cercanias de una carga puntaviene dada por:
- 1 1
AV, =V( - V(3 = ki -2 ] (1.40)
a

Si ahora hacemos tendar- «, en el Iimite|imaﬂw(1j =0, y por lo tanto el potencial en
a

a vale cero, es deciry(a)=0. Entonces, el potencial en las cercanias de urgaca
puntual g vale
kg

V(o)== (1.41)

Dado que el puntd estd a una distancia radieb de la cargaq’, el potencial en el

puntob=r viene dado por

V(F)=-— (1.42)

Esta expresion define el potencial en un puntceasrcércanias de una carga puntiaén
reposo, pero, al mismo tiempo debemos recordaregteenos hablando de una diferencia
de potencial entre un punto de referencia dongmtncial vale cero (el infinito en este
caso) y un punto a una distanciade la carga que crea el campo.

Si ponemos el orige® fuera de la carga puntugl que crea el campo eléctrico, entonces

usando (1.42), el potenci®l(r) creado por la carga puntual se puede escribia &ria
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2.2.1 Unidad I: Electrostatica

V(T)= |riii,| (1.43)

donder es el vector posicion que va del origen del siatelm referenci@d al punto P

donde se quiere medir el potencial y domtlees el vector posicion que va del origen del

sistema de referenci@ al punto donde esta ubicada la cagja

Notese que el potencial electrostatico puede ssitiym 0 negativo segun el signo de la
carga, Yy que esto no es mas que la indicacion deefjtrabajo para traer una carga de
prueba desde infinito hasta una distanciale la carga que crea el campo es positivo o

negativo, respectivamente. §> 0 — W > 0, es decir, se debe realizar trabajo positiko (
apunta en la misma direccion del desplazamiefht() por el agente externo para vencer las
fuerzas de repulsion entre las dos cargas,q<sD — W <0, el agente externo realiza un

trabajo negativo para evitar que las cargas seer@teluna hacia la otra. Es interesante
destacar que este resultado depende solo de lder@mla radiat , y por lo tanto presenta
una simetria esférica, es decir, el potencial en darcanias de la carga puntual es

independiente de los &ngulos esfériébg @. Esto significa que el potencial electrostatico

es el mismo en cualquier punto de una superfidiériea de radior. Las regiones de
potencial constante se denominagionesequipotencialesy se definen como aquellas
lineas, superficies o volumenes sobre las cualeal®jo realizado para mover una carga a

través de la region es idénticamente nulo o cexaleeir, W, ,(equipoj=0. Para el caso

de una carga puntudds regiones equipotenciale®nsuperficies equipotencialgstoman
la forma de superficies esféricas concéntricas.

La condicién matematica general para encotdraggion equipotenciatiene dada por
W, ,(equipoj = —j: qEldi=0 (1.44)

donde E es el campo eléctrico gl es un vector tangente a la trayectoria en la regié

equipotencial. La condicién (1.44) tiene una consacia muy interesante. Dado que la
trayectoriadl para ir desde hastab existe y es arbitraria, y dado que el campo étéctr
E existe y es distinto de cero, sbélo cabe concluire gl trabajo vale cero,

W, ,(equipo} =0, si y solo si el producto punto es cero, es dstiE [l =0. Dado que

E[dl = Edicosd, dondeé es el menor &ngulo comprendido entre los vectaresdl , la
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Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

condicion E [l = E dicosd = C sélo se puede cumplir sbsé = 0, es decir, s&=90°, lo

cual implica que el campo eléctrid® y la trayectoriadT en la region equipotencial son

siempre mutuamente perpendiculares. En el cascasleeduipotenciales de una carga
puntual en reposo, la regidén equipotencial estéidef por superficies equipotenciales de
forma esférica.

Ya conocemos el potencial creado por una uUnicaacaigtual. Veamos ahora como

calcular el potencial electrostatico creado por masccargas puntuales. Consideremos un
conjunto deN cargas puntuales fijas en el espacio. Sgalos vectores posicién de cada
cargag; con respecto al orige® del sistema de referencia. Podemos calcular ehptl

V(F) en un puntoP de vector posiciom respecto al mismo orige® usando el Principio

de Superposicion de los campos eléctricos. El camf@mtrico resultante de la

N
superposicionEr, viene dado poiE; = ZEJ, por lo tanto, usando la relacién (1.34), con
j

a=o yb=r, tenemos

V(F) = —j E, i (1.45)
Insertando el campo resultarig, se tiene
r— _ r N _ .
V(F)=-[ E. = =—j[ EJJEHI (1.46)
i

La sumatoria y la integral se pueden intarcamloagye son operadores lineales,
N r. =
V(F) = Z{—j E, mu} (1.47)
j (o)
La integral negativa dentro del paréntesis defingogencialV, () creado por cada carga

puntualg; en el puntoP, es decir,
V,(7)=- j;Ej el (1.48)
reemplazando esta expresion en la relacion (1sé#jene
V(F)= Z':‘\/j (r) (1.49)

En consecuencia, el potencial resultawt@) en las inmediaciones de una distribucion

discreta de cargas, es la suma de los potencralesduales creados por cada una de las
21
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cargas puntuales en reposo relativo. Esto signdica el Principio de Superposicion se
cumple también para los potenciales electrostati8abemos por la relacion (1.43) que el

potencial electrostatico en las inmediaciones da earga puntualy; viene dado por

ka.

— —_ J -7 -7 .

V,(F) = — - Reemplazando esta expresion en la relacion (loh®nemos el potencial

r—r
J

producido por el conjunto d§ cargas

V(7) =$ ‘rk_q;,‘ (1.50)

10.- Potencial electrostéatico creado por una distibn continua de carga

Consideremos una distribucion continua de cargilalicda en un volumerY' como se
muestra en la Fig. 1.7. Estudiaremos el potencitgretcial dV(F) creado por un

elemento diferencial de carghy , que puede ser considerado como una carga punyual

por lo tanto, vale la ley de Coulomb.

Fig. 1.7 PotenciatlV en el puntoP creado por

un elemento diferencial de cargyq .

Un elemento diferencial de cargdg ubicado en la posiciém’ genera un potencial

diferencial dV de acuerdo a la relacién (1.43), en la formh(T) =ﬂ. En este caso,

=

el elemento diferencial de carga viene dada @gr=p(7)dV'. Entonces, el potencial
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diferencial dV en un puntoP, exterior a la distribucién volumétrica de cargacatlo en
la posicionr viene dado por:
ko(r)dV'

dV(T) = :
F-r

(1.51)

Dado que también se cumple el Principio de Suparnipospara los potenciales, de acuerdo

a la relacion mostrada en (1.49), podemos calallgvotencial resultante debido a la
distribucion volumétrica de carga(r') usando el proceso de integracién sobre todo el

volumenV' que contiene a la distribucion de cargas que @rpatencial electrostatico, es

decir,

V(F) = j de (1.52)
—F

Noétese que la integracion se realiza s6lo sobredasdenadas con primas, es decir, sobre
las coordenadas que describen la posicién de dg care genera el potencial electrostatico.

Por lo tanto, el potencial resultantgr) es una magnitud escalar que depende solo del

vector posicionr del puntoP donde medimos el potencial.

dq

Si se tiene una distribucién superficial de cam@, ) = (dS

j el potencial viene dado por

ds (1.53)

y si tenemos una distribucién lineal de card@’) = (3—?} , el potencial se escribe:

)dl' (1.54)

En resumen, ya sabemos como calcMéf) conociendo el campo eléctriéc(f) a traves
de la expresion general dada por (1.35)r) = —jE [dl . La pregunta es ¢como podemos
calcular el campo eléctric& si conocemos el potenci®l(r) ?. Escribamos esta relacion
en forma diferencial
dVv(r)=-EdI (1.55)
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Escribamos ahoradV(7)=dV(x ¥ 3 usando derivadas parciales en coordenadas

cartesianas:

oV ov AV

y escribamos el vector desplazamiento en la foremeigl
dl = dxi + dyj+ dzk (1.57)
Entonces el producto punto vectorBldl se expresa como
EﬂjT=(EX?+ E,J+ EZR)[@dxAH dyj+ dil) (1.58)
realizando el producto, se obtiene
EQl = Edx+ E dy Ed (1.59)
Reemplazando (1.56) y (1.59) en la relacion (1.6Bjenemos
ov oV oV

—dx+—dy+— dz=- dx d : 1.60
X5, g 0= (e By Ed (1.60)
Igualando los coeficientes de los diferencialeslestice que
ov oV oV
E =——r, E,=—, =—— 1.61
X ax Y oy = 0z (1.61)

En consecuencia, el vector campo eléctrico selescri
E=(Ei+Ej+EX)- _(a_vha_v ]-+5_V;;J

1.62
ox oy 0z ( )

la dltima expresion de la derecha no es mas qugrasliente ﬁV(F) de la funcién
potencialV (T), luego
E(F) = -0V (F) (1.63)

Hemos llegado asi a la importante conclusion deejuampo eléctriccE(F) puede ser

calculado de dos formas diferentes:
a) directamente a través de su definicion a paetia ley de Coulomb (1.27), y

b) a través de la expresion (1.63), calculando gnminel potencial electrostatiaf(r).
Este dltimo método presenta ventajas comparatimagreninos de su calculo, ya que se
trata de una magnitud escalar en comparacion alloadirecto del vectorE(F) que

involucra tres integrales.
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Usando la relacion (1.63), podemos obtener unaeisamte propiedad del campo eléctrico
estaticoE(F) . Tomemos el rotor del campo eléctrico dado p&3|L.

OxE=-0x0OV(r) (1.64)
Consideremos conocida la siguiente la identidadovie¢ T xOd = 0,00¢, donde® es
cualquier funcién escalar, entoncé$x [V (F) =0, ya queV(F) es una funcién escalar.
Usando este resultado vemos que se cumple qumebel campo electrostatico vale cero,

OxE=0 (1.65)

Como veremos a continuacion, esta es la condicaya gue el campo eléctrico sea un

campo conservativo. Por otra pariéxE =0 es una de las ecuaciones de la electrostatica

gue queriamos demostrar.

El teorema de Stokes para cualquier campo vectBriestablece que

§ E el = Lup(ﬁx E) s (1.66)

dondel es una curva general que limita a la superfidiétraria S. Dado que segun la
relacion (1.65) se cumple q@x =0, entonces de (1.66) se tiene

E
@ré Ml =[ 0mS=0 (1.67)

sup

Si la integral sobre la trayectoria cerrada vahe,cérﬁ [dl =0, eso implica que la integral

I:E el es independiente de la trayectoria seguida eagrelintosa y b. Es decir, se
cumple que

(1)[Emal =(n)[E @l (1.68)
donde los simbolog!) y (Il) indican trayectorias distintas. Por lo tanto eipa

. - . . b— =
eléctrico estatico es un campo conservativo, yusepte que la mtegraj Eldl tiene el
a

mismo valor para cualquier trayectoria que condémsepuntosa y b. De este modo,

podemos asegurar que la diferencia de potencietretaticoAV,, esta bien definida y

tiene un valor Gnico entre dos punt®gy bdados,

AV, =V(H-V(9 =-]. Ed (1.69)
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Dado que ya conocemos el rotor del campo eléagseatico,0x E = 0, ahora necesitamos

conocer la divergencia del campo estati€oE, es decir, debemos demostrar que se

cumple la ecuacion de Maxwell

AEr =L0 (1.70)

0

Para encontrar esta ecuacion, consideremos eli@stedflujo del campo eléctricd. a

través de una superficie cerrada. El fldpode un campo vectorial cualquiera, por ejemplo
el campo eléctricE , a través de una superficie abierta se defina dgliente manera:

>, :LE S (1.71)

donde dS es la diferencial de superficie. Si la superfie cerrada el flujo cerrado se

representa por
P, =EMS (1.72)
El teorema de Gauss establece la siguiente relgm@émel flujo cerradode un campo

vectorial:

qSEEcué= jvﬁ CE dv (1.73)
S

donde V es el volumen encerrado por la superfiSe Este teorema es un teorema

matematico de validez general, ya que el campmsiattE que aparece en el teorema es
cualquier campo vectorial. La aplicacion de estmetma al caso electromagnético da
origen a una de las ecuaciones de Maxwell denomin&y de Gauss. En el proximo

capitulo obtendremos la ecuacion (1.70).

11.- Conductores vy aisladores

De acuerdo a su comportamiento eléctrico, los nadtsrse pueden dividir en conductores,
semiconductores y aisladores. Podemos describiasvaubdivisiones mas, pero para
efectos de estos apuntes, basta con los tres ylarados.

Los conductoreson materiales que poseen un gran nimero de oglégAdcas libres. Un
ejemplo tipico de esta clase de materiales la toysh los metales, en los cuales las
cargas libres son los electrones y pueden movanseesricciones por todo el metal. Al

aplicar un campo eléctrico a un metal, por mas @@gujue sea el campo, se ejerce una
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fuerza eléctrica sobre cada carga y se produceesplatamiento de las cargas, que se
mantiene hasta que cesa la accion externa del cab@otrico. Si el campo eléctrico
externo se mantiene en el tiempo, por ejemplo &srale un dispositivo para realizar
trabajo sobre las cargas (por ejemplo, una Fueatdudrza electromotriz (Fem)), se
produce una corriente eléctrica en el metal. Estajuente esta propiedad de permitir el
flujo de la corriente eléctrica lo que caracteadas metales o conductores.
Adicionalmente, cualquier carga libre que se paemgal interior del conductor descargado
se mueve, por efecto de campos eléctricos estatiazta que la fuerza neta sobre cada
carga es cero. Independientemente de si el condiiEbt@ 0 no agujeros en su interi@s
cargas libres quedan en equilibrio so6lo en la stiper exterior del conductorDebido a

esta propiedad, el campo eléctrico estatico atiortele un conductor es siempre cero, es

decir, E, ..., =0. Sin embargo, el campo eléctrico al interior decanductor o metal es

distinto de ceroE, ..., # 0, si existe un flujo neto cargas que se ingresamesl por algin

dispositivo capaz de realizar trabajo sobre lagasarEstos dispositivos son las Fuentes de
Fuerza electromotriz (Fem) que crean campos noecoavos que estudiaremos mas
adelante. En ese caso ya no hablamos de eledtastiho de electrodinamica.

Por oposicion, existen materiales que no poseegasalibres de moverse por todo el
material, sino que los electrones estan ligadosusa reoléculas. Estos materiales se
denominanaisladores o dieléctricosPara los dieléctricos, la presencia de un campo
eléctrico externo sélo puede producir una defororatocal de las moléculas y el material
se polariza, es decir, se produce una separacical e las cargas positivas de las
negativas, de modo tal que a un lado del matexiateeuna pequefa cantidad de carga de
un signo, y en el extremo opuesto existe una peqoeiftidad de carga del otro signo, tal

como se muestra en la Fig. 1.8.

E— |= + = ® —E,
e = +

Figura 1.8 Material dieléctrico polarizado

por un campo eléctrico externo.
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2.2.1 Unidad I: Electrostatica

Los materiales que tienen un comportamiento etectimtermedio entre conductores y

aisladores se denominan semiconductores.
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Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

En esta parte del Dossier hacemos la aplicacidosdeonceptos, métodos y leyes que rigen
la electrostatica. Se utiliza una gran variedadsiigaciones problematicas y se usan

variados métodos para su solucion.

1.- Se tiene un sistema de cargas puntugles-q,, g, y —0, ubicadas en las posiciones
(=%,+Y), (%, Y,), (%.-Ys) Y (—X,,-y,) respectivamente. Determinar la fuerza
electrostatica resultante sobre una cagguesta en el origen del sistema de referencia,

como lo muestra la Fig. 1.1.

i
=
N

=
W

-q, °q,

Figura 1.1 Fuerza eléctrica resultante sobre Igac@r,
creada por una distribucion discreta de cargas.

~ kg Q(r-r
Se aplica la Ley de Coulomb, =M para cada pareja de cargas puntuales,
[sn
donde el indicej indica la carga correspondiente. A continuaciéorieBemos los

vectores para cada carga y la fuerza eléctricaidgesobre la carg®.
=\VXitY] (1)

(¢ +v7)?

! el

r=0 ri’:_xliA-l'YJ ; r_rlzxf_yli ; ‘r_r;

11 A

H 2 — - o N . — .y
=X tY,) 5 T=h ==X =Y, ‘r_rz

=l
1
o

=\X5+Y5 3)
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

- —K|a,|Q(-xi = v,))
Foo = |2|2 22% - (4)
(% +3)
F=0 B =xi-y,] ; F=fa=-xi+y ; [F=T={%+Y5 (5)
= _ ka,Q(-xd +V,))
Feo = b E 32%3 (6)
(% +v2)
F=0 B =-xi-y,] 5 F-fy=xi+y,] ; [F-F|={G+Ys 7)
- —k|a,|Q(xi +y,))
F4Q: | 4|2 42 % ) (8)
(% +v2)

Luego, usando el Principio de Superposicion, lazaeesultante sobre la car@y debido

a la presencia de las carggs —q,, 9, Y —q,, viene dada por

Fr=Fo+Fx+Fgu+Fy (9)

reemplazando las fuerzas recién calculadas, senebiti fuerza resultarfe sobreQ

= _ (XilA B yli) |q2| (_XziA - yzD q3(—x3f + yai) |q4| (XJ.A + y4i)
Fo =kQ| & - + - (10)
(¢ +v1) )" e (xivy)”

(x2+y3 (x2+y?
Equation Section (Next)
2.- Se tienen dos varillas cargadas dispuestagdmalmente, tal como se muestra en la
Fig. 2.1.

/11 /12

L 3L

Figura 2.1 Fuerza eléctrica entre dos varillas adag.
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Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

La varilla de la izquierda de largh tiene densidad lineal constante= A, =cte, y la
varilla de la derecha de larg8L tiene una densidad lineal, dada porA, = £x, donde

[ =cte. Ambas varillas estan separadas una distaacia

a) Calcule el campo eléctrico producido por lallaade la izquierda a una distancia> L
sobre el ejex, es decir, justo en la regiéon donde se encueatrarilla de la derecha.
b) Calcule la fuerza eléctrica resultante ejergidala varilla de la izquierda sobre la varilla

de la derecha.

Solucion:
a) Célculo del campo eléctrico producido por laillsade la izquierda a una distancia
x> L sobre el ejex, es decir, justo en la region donde se encueatvarilla de la derecha.

kdg'(F - F")

El campo eléctrico viene dado pér(r”) :J' |r—r'|3 . Se elige el origen del sistema de

referencia en el origen del sistefray).

y
dg'
X L
. X
X P

Figura 2.2 Campo eléctrico creado por la varilla
de la izquierda en el punt®.

El elemento diferencial de carga viene dado ggr=A,dx'. Ademas, segun la figura, los

!

vectorest y I' vienen dados por =x y F' = X1 . Luego, (F -1') =(x-x)i, y el campo

eléctrico queda

oy ckdg (x=X)~ ¢ kAAX -
E(r)= | = 0o j 1
( ) _[ |X_X,|3 I(X_X')Z ( )
X'=L dxr 1 x=L
E(x)=k, [ —— =kAj | —— (2)
( ) Ox'zo(X_X')Z 0 ((X_X)]X,:O



2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

Finalmente, el campo eléctrico en la region dorsié ke segunda varilla viene dado por

E(x) =mo(i-2jr 3)

Xx—-L X

b) Célculo de la fuerza eléctrica resultante ejlergor la varilla de la izquierda sobre la

varilla de la derecha.

dq n

. E
[ —)p 1 >
L a 3L

Figura 2.3 Fuerza eléctrica sobre la varilla dédieecha.

Sobre cada elemento diferencial de catiga de la varilla de la derecha, actia un campo

eléctrico E, horizontal de magnitud (x) = kA, (i_}) Usando la densidad lineal de

X—-L X
cargaA, = Bx de la varilla de la derecha, podemos escribiuéza diferenciadF sobre
el elemento diferencial de cargg” en la forma
dF = Edq" = E(A,dx) (4)
En moddulo, se tiendF = EA,dx = E(,Bx) dx. Reemplazando el campo externo dado por la

relacion (3), creado por la varilla de la izquiersiatiene

1
X—-L

dF = k)lo( ——ij( Bx) dx (5)

La fuerza resultante sobre la varilla de la dereghae dada por la superposicion de las

fuerzas individuales

x=(4L+a) x=(4L+a)
xadx xadx
F=[dF=kps] | —- [ == ©)
J. ° {x_('lta) x-L x:([+a) X }
e =g [(x-L)+n(ee DT ) "
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Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

3L+a
F= k/lO,B{BL +LIn ( ) - BL} (8)
a

En consecuencia, la fuerza eléctrica ejercidagwatilla de la izquierda sobre la varilla de
la derecha, vectorialmente, viene dada por

(9)

F =kAALIn (—3" +ajf
a

3.- a) Calcular el campo eléctrid® creado por una varilla de lardo, de densidad lineal de
carga constante A(=cte) en el puntoP(a,b), donde a>L. b) Calcular el potencial

k dg'

electrostatico erP(a,b) usando la relaciov () :jr ﬁ,|
F—r

A A P(a,b)
*
L b

v

—— a ——

Figura3.1 Campo eléctrico creado por una varilla de ci

Solucion:
a) Calculo de campo eléctrico.

De acuerdo a la Fig. 3.1, los vectores posiciGsyrélaciones entre ellos vienen dadas por
F=a +bj, F'=x,
r-')=(a-x)i +bj, (10)
IF-r|=y(a-x)"+b?

Dado quedq’ = Adx , el campo eléctrico viene dado por

. Lkdd (F-7) Lk(Ad -x)i +bj
E:jkdcl(_r_.,sr):j( X)((a; X)I;ZJ) (11)
o =TS (o)
E:k/]j dx(a_x)yhkmf dx og (12)

Finalmente, el campo eléctrico vectorial, queda

33



2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

1 1 ~ kA L-a a
+

E =k - | +—
\/(a—L)2+b2 Ja?+b? b \/(a—L)2+b2 Ja?+b?

(13)

b) Potencial electrostatico.
Usando los mismos vector@sy 1’ anteriores, podemos escribir el potencial eletitm®

como

= kA [ —— (14)

integrando, se obtiene el potencial en el punga, b)

a++va’+hb?

V =kAln
(a-L)+\(a-L) +1°

(15)

Equation Section (Next)
4.- Considere una ladmina plana de carga en la faquease muestra en la Fig. 4.1. Los

circulos tienen radio interioa y radio exteriorb, y la densidad superficial de carga vale

a . . -
o=—, dondea >0 es constante. En el punt®, a una distanciaz sobre la lamina,
r

calcule, a) el campo eléctridd(r"), b) el potencial electrostatios(r) .

1
=

Figura 4.1 Campo eléctrico creado por una lamineadga.

Solucion:

a) Calculo del campo eléctrids(F)

34



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

Consideremos un elemento diferencial de calgaque se encuentra ubicado en la placa,

distribuido en un elemento diferencial de supegfids. Dado queazz—g, se tiene que

I

dq =odS. Peroa:(gJ, luego, dq':(ngS. El diferencial de superficie de la placa
r r

viene dado podS=dsdr =(rd6)dr (ver Fig. 4.2) .

Por lo tanto,dq’ =adrd@. La variabler varia desde =a hastar =b, y la variable&g

varia desde&? =0 hastad = 2rr.

Figura 4.2 Elemento diferencial de carga en la digpediferencial

Los vectores” y 1’ vienen dados por
r=2zk
(1)

F'=rcosi +r sind]j

Con esos valores se tiene

F—r =(—r coshi —r sir€i+ﬂ2)

2)
[F=F|=r?+2?
., e kdq' (F - 7')
Reemplazando en la expresion del campo elec’r:'ﬂ@o) = jw obtenemos
r—r
~ kdg' (F =) . kadrd@(-rcossh —r sig] + K

F-r

(rz + 22)%

separando integrales
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

rar COS&dg’—kaJ rdr sinrddé@ f+kaz drdé Q
(r2+22)% (r2+22)% (r +7 );/2

Las integrales sobr@ y sobrer se pueden hacer por separado. Sin embargo, las dos

E(F)=ka] (4)

primeras integrales sobre la parte angular valem es decir,
2 2
j cosgde = j singdg = ( (5)
0 0

Por lo tanto, las dos primeras integrales de lacr@h (4) se anulan. En consecuencia, el
campo eléctrico sélo tiene componente
b
drdé -~ ~
j k= 2nkazj _a g (6)
" 2 z)%

(r*+2z ) a(r*+z
Integrando la parte radial, se tiene

_ 2nka b a ~
r - k
E(r) [\/b2+z2 x/a2+zz} ")

Casos patrticulares.
i) Si en (7) hacemos tender el radio interdor cero,a — 0, entonces obtenemos el campo
eléctrico producido por un disco de radio
— 2nika b ~
) =2

i) Si en (8) hacemos tender el radioa infinito, b — «, se obtiene el campo eléctrico

generado por un plano infinito de carga,

Eplano (r) =

infinito z

2nka lz )

b) Calculo del potencial eléctriod ()

El potencial viene dado pdl . Usando los datos calculados

kdq _ ¢ k(adrdd)
J‘|r ~ 7 I F-7|

anteriormente, escribimos

j de (10)
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Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

r=b

V(f)zanaj

= 2nka[|n 2(@ " r)}b (11)

a

dr
Ir2 + Z2
Finalmente, el potencial electrostatico en el puRtoa una distanci& sobre la ldmina,

viene dado por

v (F) :2nka[ln(\/b2+zz +b)—|n(\/a2+zz+aﬂ (12)

A continuacion se muestran algunas formas altesatie resolver el problema

Célculo del campo eléctrico a partir del potencial.
Si hubiéramos calculado el potencial eléctr\'c()z) en primer lugar, el campo eléctrico
E(z) se puede calcular a partir del potenMéIz) a traves de la relacion

E(z)=-d\$z) A

=~

(13)

UsandoV (z) dado por la relacion (12), se tiene

£(z)=-M¢ - —Zma%[ln(\/bz +7 +b)~In(Va?+ 2° +a)}l2 (14)

dz

E(2) = 2nkaz L - L K @15

(\/b2 +7° +b)\/b2+ z? (\/a2+ 22+a)\/a2+ z?
Amplificando arriba y debajo de cada término, teagm

(\/m—b) (x/m—a)

>

E(z)=-2rkaz -~ k 16
) N e RN e 4o
Finalmente, se obtiene ,
~ 2nka b a ~
E(z)= { — - Z}k (17)
z [Jp?+7 a?+z

Este resultado es idéntico al obtenido usandg/ldéeCoulomb en relacién (7).

Célculo del potencial a partir del campo eléctrico.
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

Si el campo eléctriccﬁ(z) es conocido entre los dos puntos de referenefa— o y r,

r
el potencial electrostatico viene dado pb(r J' @ . En este casoE[dl =-Edl,
ref

porque ambos vectores son anti paralelos. Rero—-dz, luego, E @l = Edz. Usando el

campo eléctriccE (z) dado por relacion (17), se tiene

z

v-feas T P le

: ¢ bdz ¢ adz
V(z)——ZHKaL[ T _WZx/a2+zz} (19)

integrando,

z

(20)

z

V(z) = -2rka —In( .

Vb +7° +b}z N In[\/a2+z2 +a}

00

aplicando los limites de integracién, se obtiemaismo resultado que la expresion (12)
V(F)= 2nka[|n(\/b2 17 +b) - In(\/a2+ 22 +a)} 21)

Equation Section (Next)

5.- Hallar el potencial electrostatiao(F) en el puntoP, a una distancia sobre el eje de

la ldmina circular de radi®, a la cual le falta un sector circular que susctib angulag, ,

B

tal como se indica en la Fig. 5.1. La lamina tiena densidad superficial de carga=—.
r

dA=rd&dr

Figura 5.1 Potencial de una lamina recortada cogaca
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Solucién:

El potencial electrostaticd () viene dado por

v(r)= [~ )

Un elemento diferencial de cargg ubicado en el primer cuadrante de la lamina mdatra
en la Fig. 5.1, se encuentra a una distancia \ariabdel origen y hace un angulé
variable con el ejex. Las coordenadaéx, y) del elemento diferencial de carghy,
vienen dadas por

X=rcosd, y=r sird (2)
El elemento diferencial de carglg' viene dado por

dg' = odA= o (rdédr) (3)

Dado que ya tenemos el origen del sistema de refieren el centro de la lamina, los

vectoresr y i’ vienen dados por

A

r=2zk
, A (4)
I =rcosé +r singd]j
Restando los vectores y calculando el médulo dedta, se tiene,
F—F' =-rcosd —r sing] +zk
(5)

Luego el potenciaV (F) viene dado por

A=

A

(ZIT 90 r=R

kordrd@

L) r':[o vV r + Z (6)

El &ngulo @ varia desdeg =0 hastad = (277— 6?0), y la variabler varia desdeg =0 hasta

r =R. Ademas, dado que la densidad superficial de caarga’rg depende sélo de la

variabler , y como las coordenadasy @ son independientes, las integrales se calculan de

forma independiente,

TG‘) dg j kordr @)

\/I’ +7°
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

v(r)=(2r-§,) rj prar

ror\/r +Z
Vv (r)=(27-8,) kﬁj # — 9)

(8)

r=R
V(7)=(27-6,)kpin| Jr*+ 22+ | (10)
r=0
Finalmente, el potencial creado por la lamina vale
2 2
v (r)=(277-8,) k/}ln(—“RTZTm] (11)

Equation Section (Next)
6.-Hallar el campo eléctrico y el potencial elestébico en el puntd® ubicado en el eje de
un cascaron cilindrico y exterior a él. El cascatiéne radioR, largo L y densidad de

cargao = cte distribuida homogéneamente en su superficie.

Solucién:
En la Fig. 6.1 hemos dibujado el diferencial degaadq en la posicion arbitraria

r'=(Rcosgp R sinp z "respecto al origen del sistema de referencia, eléhes el radio

constante del cascaron cilindricozy es la posicion a lo largo del ee. Ademas hemos

indicado el campo eléctrico diferencidE que produce en el punto de observadin

L

!

~_»dq

R i S S
] \// / dE

%Z% < Z—Z')%

dz'

Figura 6.1 Campo eléctrico y potencial creado pocascarén
cilindrico de carga.

Recordemos que para distribuciones continuas dg ediricadas efn', el campo eléctrico
E(F) en el puntoP definido por el vector posicién, viene dado por la expresion general,
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= kdg(r —r"
E(F) =J’L (1)

y el potencial electrostaticé(r) viene dado por,

kdq
i

V() =] ()

Ambos conceptos estan relacionados, de modo quetia gel potenciaV (r) podemos

obtener el campo eléctridd(F) en la forma:

—

E(F)=-0V(F) 3)
y a partir del campo eléctricB(f) podemos obtener el potencia(r) en la forma,
V(r)=—jémr (4)
a) Calculo del campo eléctridd(r) (método vectorial).
De acuerdo a la Fig. 6.1, los vectorey r' vienen dados por
F =2k
. - e )
rr=Rcosgi+Rsinpj+zk

Recordemos que por convencidngs el vector que va del origen del sistema deaeféa
al punto P de observacion del campory es el vector que va del origen del sistema de

referencia al punto donde esta ubicada la difea¢de cargadq’ . El vector(r —r"') viene

dado por
(F-F')=-Rcosg i —Rsing j +(z-2z )k (6)
su modulo vale
F-r|={R+(z-2) (7)
entonces el campo eléctrico se expresa como

E(r) _Ik(UdA)(—Rcos¢f—R sig j+ g-z 'K )
- (R®+(z-2)%)%?

(8)

donde hemos escrito el elemento diferencial deacsugerficial en la formdq = odA. La

diferencial de superficielA del manto cilindrico viene dado en la siguienteni@, usando

coordenadas cilindricastA = Rd¢ dz'. Reemplazando en la expresion anterior, se tiene
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

k(oRd¢dz ) (—Rcosgi —R sig j + €-z 'k )
(RZ + (Z_ Z|)2)3/2

E(r) =] 9)

Las componente&, y E, del campo se anulan, ya que se anulan las intsgsalere el

angulog,
_ kachos¢d¢>dz'=_L koR?’dz' 7 _
EX - ,[ (R2 +(Z_ZI)2)3/2 '([(R2+(Z_Z')2)3/2'([ Cos¢d¢ C (10)
__koR’singdgdz' _ [ koRPdz' _
Ey - j (R2+(Z—Z')2)3/2 _([( _[5|n¢d¢ 0 (11)

R2+(Z_Zl)2)3/20

Por lo tanto, la Unica componente del campo et&ctgue es distinta de cero, es la

componentek,
koRdgdz'(z-z") ror (z-zdz
E, = =koR| d 12
z J' (R2+(Z_Z|)2)3/2 j ¢'([(R2+(Z_ZI)2)3/2 ( )
Calculando las integrales, se tie,ﬁeiqﬁ =2m,y
0
L
JL- (z-z)dz' _ | 13)
) (R +(2-2)%) w/R2+(z 27,
reemplazando en (12), tenemos
E, =ko2nR 1 -1 (14)
JR+(z-L)? JR*+22

En consecuencia, el campo eléctrico resultanteode €l cascarén cilindrico de carga

apunta sélo en la direccici, es decirE=E, k.

E:kaan[ ! 1 2]12 (15)

b) Calculo del potencial eléctricd(r) (método vectorial).

Usando la definicion vectorial del potencié{r) podemos escribir

kdq j koRdgdz'
=] JR+(z-2)

(16)

V(=] kRjd

'[\/R2+(z z)?
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V(F) = kaRan = +d(ZZ'_ - (17)

L

Reemplazando este resultado, el potencial eleétrostdel cascaron cilindrico viene dado

(18)

por:
V() = kJRZH[In(ZM/RZ ¥ 22)— In((z— L)+ R?+ (z- L)Zﬂ (19)

c) Célculo del campo eléctrida(F) a partir del potenciaV () conocido.

_adv(2)

Usando la relaciorE(r) = -0OV(F) = , considerando el potencial obtenido en (19),

se tiene
E(2) = —kaRZn{% In{ Z+VR* + 22} —% In{ (z-L)+R*+(z— L)ﬂlz (20)

calculando las derivadas, se obtiene

z (z-L)
e Moy

_ +(z- ~

E(2) = -koRon| — YR *+Z _ (zZL)" I 1)

Z+VR*+27° (z-L)+R*+(z-L)?

Simplificando, se obtiene el mismo campo eléctdnoontrado anteriormente a partir de la

definicion vectorial

>

. 1 1
E(2) =koR2 - K 22
@=ke ”L/R2+(2—L)2 JR?+ 72 @2

d) Calculo del potencial eléctridd(F) a partir del campo eléctricB(F) conocido.

Usando la relaciov (r) = —j E8l y considerando una trayectoria que va desde fafini

hasta las cercanias del cascarén cilindrico sigoiepor simplicidad, la direcciérk, es

decir, desde infinito hasta una distanzialel cilindro. vemos qué& L&l = —E dl . Por otra

parte, se cumple qudl = —dz. EntoncesE (@l = E dz y podemos escribir
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1 1
= dz=-koR2 d 23

Integrando se obtiene el mismo potendék) hallado anteriormente en la relacion (19),

Z+JR*+7°
(z-L)+R*+(z-L)?

V(2) = kJRZﬂh’{ (24)

f) Célculo del campo eléctric&(F) del cascarén cilindrico usando el campo de uncanil
de carga (Método de las aportaciones infinitesig)ale

Este método es bastante general y permite calelzmpo eléctriccE(r) y el potencial
V(r) en distintas situaciones en las que la distribucié carga puede ser subdividida en
distribuciones de carga de menor dimension. Estedoétiene ventajas sobre los otros
métodos si la distribucién de carga de menor dimanss calculable de manera mucho
mas sencilla que usando el método vectorial.

En el caso del cascardn cilindrico que estamosdiestdo, debemos usar un alambre
circular de carga para calcular el cascaron complet Fig. 6.2 muestra la forma en que el
cascaron cilindrico puede ser subdividido en itdgialambres de radiB con diferencial

de cargadq' y espesordz'. Cada alambre de carga se encuentra a la dist(ameizi) del

punto P. Alli también puede verse el campo diferendil creado por el alambre de

carga.

%(Z Z) ——:

iAW A S
VA

I

dq

Figura 6.2 Anillo diferencial de carga para calcaampo y
potencial eléctricos.

Sabemos que campo eléctrid® creado por un alambre de radR® y carga Q,

depende sélo de la distanciasobre el plano del alambre y apunta en la direcdi
eje z. El campo vale,
44



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo
- kQz -
E=_fQZ ¢ (25)
(R+7')
Para el alambre con carga diferenag! mostrado en la Fig. 6.2, el campo eléctrico es
un campo diferenciallE que se escribe en la siguiente forma,
kdq' (z-z')

(R+(z-2))" -

dE, =

Notese el cambio de - (z—Z2') y de Q - dg'. Estos cambios contienen la esencia del
método que estamos tratando. Ahora solo nos fattébesel diferencial de cargdq’ del
alambre en funcion de la variabte La Fig. 6.3 muestra un anillo diferencial de ca&i y

espesomdz’

i

Figura 6.3 Anillo diferencial de carga.

El area diferencial valedA=27Rdz, y por lo tanto, la carga diferencial vale
dq' =o2nRdz'. El campo diferenciatiE, se puede escribir en la forma
_ko2nR(z-z')dz'

(R2 +(z- z')2)3/2

dE, (27)

Por el principio de superposicién sumamos todoséspos diferenciales para obtener el

campo resultante,

o2nR(z-z")dz’
3/2

R +(z- z')z)

(28)

EZ=£(

Al realizar la integracion obtenemos el mismo camgsultante obtenido anteriormente en

relacion (22),

11
\/R2+(z—L)2 JRZ+ 22

E, =ko2nR (29)
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

g) Calculo del potencial eléctricd(r) del cascardn cilindrico usando el potencial de un

anillo de carga (Método de las aportaciones irdgimhales).
Procediendo de manera similar al problema antengaremos el potencial creado por un

alambre de radid®? y cargaQ. Dicho potencial depende sélo de la distanciaobre el

plano del alambre. El potencial del alambre vale

V()=—Q__ (30)

VR + 7%
Entonces, el potencialV para el alambre con carga diferenailgl mostrado en la Fig.

6.3, se escribe en la siguiente forma:
Qv = kdq :
\/RZ +(z-2')

Notese nuevamente que hemos hecho el siguientea@ambi (z-2') y Q - dq'. Usando

(31)

dg' =o2nRdz' e integrando, escribimos,
L ]
V(Z) :jdV ZJ' ko2nRdz 2
0 /R?+(z-2')
Al calcular la integral, se obtiene el mismo regidtancontrado anteriormente
z+\ R+ 7°
(z-L)+R*+(z-L)?

7.- a) Calcule el campo eléctridd en un puntoP exterior a un cilindro con densidad

(32)

V(2) = kJRZﬂh’{ (33)

volumétrica de carg@ = cte, radio R y alturaL, cuyo eje coincide con el e, tal como

se muestra en la figura. b) Calcule el potencedtebstaticoV .

< L —

(R P(2)
ZU

y

Figura 7.1 Cilindro de carga que crea campo et&riripotencial.
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Solucion:

a) Calcule el campo eléctrid®

En primer lugar, consideremos un diferencial dgaalq’ = podV , donde el volumerdV
corresponde al volumen diferencial de carga ubicdma distanciaz de la base del

cilindro. En coordenadas cilindricés, ¢, z), se tiene
dV = rdgdrdz (34)
Poniendo el origen del sistema de coordenadaslastadel cilindro, se tiene,
r=2z (35)

donde z localiza al punto fijoP. La posicion del elemento diferencial de voluméng
dada por,

' =rcosg +r sing] +Zk (36)
donder es el radio variable del elemento de volumen neediesde el eje del cilindro.

Usando los valores conocidc(sT,— F’) viene dado por,
(F-F)=(z-2)k-rcosd —r singj (37)

F=r|=yr’+(z-2)° (38)

El campo eléctrico viene dado por

1 j(r -") p(F)dv

E(r) = 39
( ) 4715‘0 |F—f"|3 ( )
dado que la densidad volumétrica de cgpgas constante, se tiene,
L —r cos@ —r sinpj +(z—2)k|rdgdrdz
EM) =42 | ) (40)
0

3/2
(r2 +(z—z')2)
Dado que las integrales son separables porque dades@das son independientes, y dado

que la coordenade varia entreQ y 277, las integrales sobre los ejgse y se anulan, ya

que J'jﬂsinqu(pzj'ozn cogd@= (. Luego, la ultima integral queda,

Ery =P (z-Z)rdrdz ‘

2¢, (r2+(z—z')2)3/2 (41)
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2.2.2 Unidad |: Problemas Resueltos

Separemos las integrales,

R
rdr i

= (= ,0 " ! !
E(N=—/(z-7Z)dz k (42)
250_([( ) '([(r2+(z_2')2)3/2
Integrando primero sobre la variablepara(z— z') fijo, se obtiene,
L
E(r) =2 [(z-2)dz| = - 1 K (43)
26,1 |z-2Z| \/R2+(z—z’)2
e =L [| 22— |ak (44)
2659 |Z_Z| R2+(Z Z')2
Dado quez-Z >0, se puede simplificar el integrando, obteniendo
- pli. ¢ (z=2)dZ |-
E(r)=—/ |dZ - k (45)
2¢, '([ o,/R2+(z—z')2

El campo eléctrico resultante depende sélo deriahla z,
E(r):zﬁ[Lh/R%(z—L)z—\/R2+z2}|2 (46)
EO
b) Calcule el potencial electrostativ.

El potencial viene dado por

~_ 1 ¢ pdv
VO = i 47

Considerando el mismo elemento de volumen, y resraplo los valores obtenidos antes,

se tiene
~ 1 prdgdrdz
V(r)= (48)
ATE, J‘Jrz +(z- z')2

Integrando sobre, y separando las integrales, se tiene,

L R
V(F) :LJ’dZ'J'L (49)
2‘S'oo 0 r2+(z—z')2
— ,0 s ] 2 1\2 !
V(r):g dz[ R’ +(z-7) —|z—z|} (50)
00
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V() ZZL[IJRZ z-7) dz J'|z z|dz} (51)

Integrando se obtiené(z),

V(z)——( -22-(z-L)y/(z-L) 4R + 27 +R2)
_pRZIn[(z—L)+ (z—L) +R2] (52)

4g, 2+ +R?
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2.2.3Unidad I1: Ley de Gauss

En esta Unidad se obtiene la ley de Gauss paraarga puntual y luego se generaliza esta
ley a partir de una gran variedad de evidenciaraxgatal. Luego se aplica la ley de Gauss
para calcular el modulo del campo eléctrico pafereites tipos de distribuciones de carga,

los cuales presentan ciertas simetrias especiales.

1.- Ley de Gauss
Ya vimos en el capitulo 1 que el campo eléctricoegedo por una carga puntuglen

reposo, a una distancia radral viene dado por

r—‘je 2.1)

=

E=
donde hemos elegido la posicién de la carga purdaaio el origen del sistema de
referencia para medir el campo eléctrico. La Fig(# muestra una carga puntuzgl
encerrada por una superficie arbitraa Alli se han dibujado varias lineas de campo
eléctrico E, que salen radialmente desde la cajgd@ambién se han dibujado los vectores

diferenciales de superficidS que son perpendiculares a una tangente a la mipesh

cada punto.

Figura 2.1 Ley de Gauss
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2.2.3 Unidad II: Ley de Gauss

En la Fig. 2.1(b) hemos dibujado un cono asocia@mgulo sélido diferenciatiQ, el cual

, S A . o .
se define comalQ =(ef j dondeé es un vector unitario en la direccion radial en la

r2

cual apunta el campo eléctricoy yes la distancia radial desde la carga la superficie. El

angulo solidoQ se mide en estereoradianes.

Si multiplicamos el campo eléctrico dado por laamdn (2.1) por un diferencial de

superficiedS a través del producto punto de vectores, se tiene

Ewé=k{q§’j (2.2)
r
reemplazando en esta relacion la definicion de larngplido dQ, obtenemos

E0S= kqd (2.3)

integrando sobre la superficie cerrada, obtenernihgi@ del campo eléctrico a través de la

superficie cerrad&®,

qSEméz kq% ) (2.4)

El angulo sélido total sobre cualquier superfiSieerrada valet/r, es decir,

quQ =4 (2.5)

Reemplazando este valor en (2.4), obtenemos

$ES= kefrr (2.6)

perok =

, con lo cual se obtiene la forma final de la leyGhuss
0

Sﬁéméz (2.7)

M |a

El flujo del campo eléctrico a través de una superterrada cualquiera que contiene a

una Unica carga puntuaf] en reposo, es igual al valor de la cargp dividido por la

permitividad eléctrica del vacio

(2.8)
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Naturalmente qusi la carga no se encuentra dentro de la superf@aissianaentonces

el flujo cerrado vale cer,o@sﬁ [{S=0.
Consideremos ahora que tenemos un conjuntl deargas puntualeg; encerradas dentro

de la Gaussiana. El Principio de Superposiciércmdiue el campo eléctrico resultariie

. P . - . = N =
es la suma vectorial de los campos eléctricos iddales, E = Zj:lEj . Reemplazando este

resultado en (2.8), la integral de flujo viene dpda
— N —_ —
gﬁSE E‘us=3[>s(; ﬁjm < (2.9)

Cambiamos la sumatoria por la integral porque anopesadores son lineales, se obtiene
— N —_ —
$EmS= ;(gﬁs E Dds) (2.10)

La aplicacion de la ley de Gauss a cada carga guarado, independientemente de la

presencia de las otras cargas encerradas en ldisigp@aussiana nos da

E =1 2.11)
S £O

Reemplazando este resultado en la relacion (29)ese

§.Ers= i(gﬁsﬁ 0dg :gii g:% (2.12)

gS E 1S = Yheta (2.13)
S EO

donde qnetazzjqj, es la carga total o carga neta contenida dergrdadsuperficie

Gaussiana y corresponde a la suma algebraica dgascaEn consecuencia, Si

qnetazzjqj =0, el flujo sobre la superficie cerrada vale ceror B tanto,lo relevante

para la ley de Gauss es la carga neta o carga tetederrada dentro de la Gaussiana

§.E 5= hea (2.14)
S EO

Si dentro de la Gaussiana encerramos una distéibwcntinua de carga determinada por la

- dq

densidad volumétrica de carga(f’) -, entonces, la carga netg,, encerrada dentro

de la superficie Gaussiana se obtiene a través itéelgral

53



2.2.3 Unidad II: Ley de Gauss
Ohea = | dd = [ () AV (2.15)
\% \Y

donde V es el volumen encerrado por la superficie Gauasi®eemplazando este

resultado en (2.14), tenemos
gS Emé=ijp(7) R\ (2.16)
S 80 \%

Es importante destacar que la carga que esta diedeasuperficie Gaussiana no contribuye
al flujo eléctrico sobre la superficie GaussianstoEho significa que las cargas externas no
sean importantes, ni tampoco significa que pieslasignificado fisico, lo que ocurre es
queel flujo eléctrico neto que producen las cargas&léas que se encuentran fuera de la

superficie Gaussiana es cero siempre

2.- Forma diferencial de la ley de Gauss.

Para obtener la forma diferencial de la ley de Gausemos el teorema matematico de la
divergencia de campos vectoriales. Este teoremigaingue el flujo sobre la superficie
cerrada es igual a la integral de la divergenciaa®po sobre el volumen encerrado por la

superficie Gaussiana, esto es,

qSSE [6S= j 0 OE dv (2.17)
\%

donde O [E es la divergencia del campo eléctrico vectorialopde dV es la diferencial
de volumen encerrado por la superfiS8e Reemplazando este resultado en la ley de Gauss
(2.16), se tiene

gSSEEdéﬂiD” d =€ijp(*) dv (2.18)
ji [Edv:gijp(?) dv (2.19)
(ji [E—gip(r')jdvm (2.20)

para gue esta relacion sea valida para cualqulamen arbitrario, se debe cumplir que el
integrando sea cero, es decir,

AE=L (2.21)
EO
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Esta es la forma diferencial de la ley de Gausd, mismo tiempo es la forma diferencial

de una de las ecuaciones de Maxwell del electroetegno.

3.- Ley de Gauss con dieléctricos

Cuando queremos calcular el médulo del campo @écen regiones donde existen
materiales dieléctricos, entonces debemos genardbzley de Gauss, debido a que la
presencia de los materiales dieléctricos provoeabgas en el campo eléctrico. Lo que
ocurre es que aparecen cargas de polarizaciénideduen los dieléctricos, tal como se
mostrd al final de la unidad |. Estas cargas indagigeneran campos eléctricos que se
oponen al campo externo que actta sobre el digl@ctPor dicha razon, el campo total
resultante es menor que el campo eléctrico ext&xperimentalmente se encuentra que la

relacion entre el campo eléctrico sin dieléctrigpy el campo eléctrico con dieléctridg, ,

viene dada por

E_
5 k (22)

donde k=1 se denomina constante dieléctrica. Experimentakndn depende de cada
dieléctrico. Para el aire o el vacio, los valoreskdson casi los mismosk =1.

Por otra parte, cuando comparamos la relacion &graiferencias de potencial en regiones
sin dieléctrico {,) y con dieléctricoV/,), se observa experimentalmente que

Vo —

v k (23)

La influencia de los dieléctricos sobre el camgz®ico permite generalizar a ley de Gauss
sin dieléctricos que viene dada por la relacio3R.Experimentalmente, la ley de Gauss
con dieléctricos viene dada por,

§ KEWS= Thea (24)
S ‘90

donde g, es la carga neta libre, es decir, no contienesactagas de polarizacion

inducidas. N6tese que ahora el campo eléctBcaparece multiplicado por la constante

dieléctricak .
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4.- Aplicaciones de la Ley de Gauss.

La ley de Gauss en su forma integral dada por Y2 1gbr (2.16), es una ley que permite
obtener facilmente el flujo del campo eléctricaavés de una superficie cerrada llamada
superficie Gaussiana. Esta ley tiene validez usalelya que mas adelante veremos que
sigue siendo valida aun en el caso dinamico. Adatehsmos agregar gesta ley no es

una ley destinada a calcular el campo eléctriEa Sin embargoa través de esta ley

podemos calcular el médul&E del campo eléctricoE en ciertas situaciones muy

especiales en que la cargao la densidad de carga (0 o o A) estan distribuidas con

cierta simetria, de modo de poder dibujar una $iggerGaussiana sobre la cual se

produzcan ciertas condiciones, tales como:

a) que el campo eléctricE, cuya forma conocemos de manera aproximada (sesslide

campo), sea constante en médulo sobre toda lafsip&aussiana; o
b) que el campoE, cuya forma conocemos de manera aproximada, Sestace en

modulo sobre una parte de la superficie Gaussiar@emas que la integrélE €S se
S
anule sobre las otras partes de la superficie Gazss

Cuando alguna de estas condiciones se cumple,aabalforma en que estan distribuidas

las cargas que crean el campo eléctficoentonces podemos obtener el médulo del campo
eléctrico en alguna regién de interés. Estas regigueden contener o no regiones parcial

o totalmente llenas con dieléctrico.
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2.2.4 Unidad Il: Problemas Resueltos

En esta parte del Dossier aplicamos la ley de Gaarssresolver problemas en los cuales
se pueda calcular el médulo del campo eléctricqpebdiendo del tipo de simetria de la
distribucion de carga se usa la ley de Gauss demaalirecta. Si ésto no es posible, se usa

la ley de Gauss combinada con el Principio de Sugzésion.
Equation Chapter 2 Section 2
1.- Hallar el médulo del campo eléctrico creadoyoma carga puntual positiva en reposo.

A

Figura 1.1 Campo eléctrico de una carga puntual.

Solucion:

Dada la simetria esférica con que salen las lideasampo eléctricE desde la carga
puntualqg, es conveniente definir una superficie Gaussia@iina esférica y de radio.

En este caso, el campo eléctri€o tiene méduloE constante sobre toda la superficie,
porque el médulo del campo depende sélo de lantistaiadial y ésta es constante sobre la

esfera. Ademas, sobre cada punto de la superfigiesstana, los vectores y dS son

siempre paralelos entre si, es decir, se cumpleEqiS= E dos0 = E d, por lo tanto,

la ley de Gauss para este caso queda:
$ EmS=¢ Eds=2 2.1)
esf. esf. ‘90
Dado que el moduldE del campo eléctrico es constante sobre la supedférica, se

puede sacaE fuera de la integral

E$ ds=1

esf. ‘90

2.2)
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La integral sobre la superficie esférica vac& de: S, =4 ¢, reemplazando y

despejando el modulo del campo eléctriiese tiene:

q kg
= =— 2.3
ATES? T? 23)
dondek:(4; j Hemos obtenido asi el médule del campo eléctrico de una carga
0

puntual g usando la ley de Gauss. Este resultado coincidet@xente con el valor del

campo eléctrico obtenido usando la ley de Coulombleapitulo 1. Notese que el médulo

o 1
E del campo eléctrico tiende a cef®,- O, como(—zj cuandor — o,
r

2.- Hallar el campo eléctrico creado por una linea daga de extension infinita, de

densidad lineal de cargh=cte

Solucion:

Dada la simetria cilindrica que presenta el probleyrdado que sabemos que las lineas de
campo eléctrico s6lo pueden salir radialmente désdimea de carga, ya que no pueden
cortarse entre si, es conveniente dibujar una BcigeGaussiana de forma cilindrica de

radio r y de largo finitoL , tal como se muestra en la Fig. 2.1.

A /t /[ E A
REESEINN
|

dgﬁl"{ ______ 7 l _____ | s
l ! !

Figura 2.1 Gaussiana cilindrica para alambre cogacauy largo.
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La superficie Gaussiana est4 formada por tresmegidistintas:
a) un manto cilndrico de radio, sobre el cual el vector campo eléctrieocruza en forma

radial, y por lo tantoE es paralelo a la diferencial de superficd® del manto
cilindrico. Ademas el moduld& del campo eléctrico es constante a la distandialra
fijla r.

b) sobre las tapas circulares izquierda y derechaad&dussiana cilindrica el campo
eléctrico E es tangente a cada tapa, pero la diferencial gerfitie dS es

perpendicular a la tapa, y por lo tanto, perperdical campoE .

La Fig. 2.1 muestra la relacién geométrica entseviectoresE y d'S para cada una de las

regiones en que se divide la Gaussiana cilindAeg.sobre las tapas izquierda y derecha,
la contribucién del campo eléctrico al flujo elémres cero, ya qué [dS=0, porque
ambos vectores son perpendiculares. Por otra psotere el manto de la Gaussiana
cilndrica, los vectore€ y dS atraviesan la superficie y salen de ella en fopalela,

por lo tanto,E [S= Ed<. Al aplicar la ley de Gauss a esta configuraciérarga, se tiene
1

¢$ E@S= [ Bs [ ®ds [ "Bds— g (2.4)
ggﬁirs(i)ano [:?I?Qcti?ico t?Egluierda ta(?(?recha go eneerad

Usando E[8S=0 en las tapas E8S= EdS en el manto cilindrico, la relacion (2.4)

queda

| Eds=2 g, (2.5)

manto &, encerrada

cilindrico
Dado que el mddulo del campo eléctri€o es constante sobre la superficie Gaussiana
cilindrica, se puede sacar de la integral y laaciéh (2.5), queda

E | ds=1 g, (2.6)

manto &, encerrada

cilindrico

La integral mide la superfici,,,, del manto cilindrico, la cual val&__  =27rL.
cilindrico cilindrico
Reemplazando en la ecuacion anterior, obtenemos
E(2mrL) = 1 2.7
( m )_g_qneta ( ’ )

0
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La carga encerrada dentro de la Gaussiana de radidargo L, se obtiene usando la

dd

densidad lineal de carg&1=ﬁ. Dado que estamos considerando duecte, entonces,

la carga encerrada viene dada por
=L =L
Opea= [ AdI=A [ dI=AL (2.8)
1=0 1=0
Insertando este resultado en la relacién (2.7) spejando, obtenemos el moduio del
campo eléctrico generado por la linea de cargaiiafi

A4
2IE,S X

(2.9)

donde hemos usado la constakte . Nétese que el modul& del campo eléctrico

0

. 1
tiende a ceroE - 0O, como(—j cuandor — o,
r

3.- Hallar el campo eléctrico creado por un plarfaito de carga con densidad superficial

de cargao =cte

[ [+ 1]
A

Figura 3.1 Campo eléctrico generado por un plafioiia de carga.

Solucion:

Consideremos un plano de extension infinita corsidial superficial uniforme de carga
Dado que las lineas de campo eléctritano se pueden cortar, el campo generado por la
lamina de carga estd formado so6lo por lineas pasalentre si que salen
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perpendicularmente al plano infinito de carga. Dadta configuracion de las lineas de
campo eléctrico, conviene usar una superficie Ganss cilindrica que atraviese
perpendicularmente el plano infinito de carga,c@ino se indica en la Fig. 3.1. En ese
caso, el eje del cilindro Gaussiano coincide canlineas de campo eléctrico. De esta
forma se aprovechan algunas simetrias Utiles phareéleulo del mddulo del campo

eléctrico usando la ley de Gauss. La ley de Gapigsada al cilindro Gaussiano, queda

¢$ E@S= | Bs | ®ds [ B sl - (2.10)
cilindro manto tapa tapa &y encerrada
Gaussiano cilindrico izquierda derecha

En el manto del cilindro gaussiano ambos vectavagsrpendiculares§[81S=0), ya que
el campoE es paralelo a la superficie §S es perpendicular a la superfice Gaussiana

cilindrica. Por lo tanto, se cumple quej E@S=0 En consecuencia no hay
manto
cilindrico

contribucién al flujo en el manto cilindrico. Entms, la Unica contribucion al flujo

eléctrico puede venir a través de las tapas dealass$iana cilndrica. En cada una de las
tapas del cilindro Gaussiano se cumple dqueiS= EdS, porque ambos vectores son

paralelos. Ademas, el médulg del campo eléctrico en cada punto de cada unagle |

tapas es constante, por lo tanto, se puede saga @i la integral. La integral sobre las

tapas queda I E8IS= EA donde A gs el area de cada tapa cilindrica. En
tapa
izquierda

consecuencia, la relacion (2.10), queda,

EfdS= EA EA— Qi (2.11)

cilindro {;'O encerrada

Gaussiano

2AE=—q_, (2.12)
50 encerrada
E=—1_ Uea (2.13)

2A£O encerrada

La carga neteg,.,, encerrada en la Gaussiana cilindrica vaq%;a:jadS:a A, ya que
S

o =cte. Reemplazando este valor en (2.13), obtenemosédulm del campo eléctrico

creado por una placa infinita de densidad de carga
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E=2 (2.14)

4.- Las placas metalicas de la Fig. 4.1 estan dasgaon igual densidad de carga pero
de signos distintoso™ y o*. Hallar el campo eléctrico en las regionds y (lll)
exteriores a las placas, y en la reg{®dn) en medio de las placas. Este sistema define a un

condensador de placas paralelas. La Fig. 4.1 naulesttres regiones de interés: (1), () y

(111) donde queremos medir el modulo del campoteicm.

JE 0 -
+ | O
g |4 _2
NN
| H ]
(1) N (]
< g >U
a

Figura 4.1 Condensador de placas paralelas.
Solucion:
La lamina metadlica tiene un cierto espesor, y tgadibre esta distribuida en su superficie.
Esto significa que el campo eléctrico al interiel thetal vale cero, es deciE, . =0.

metal

Estudiaremos este problema suponiendo que lasspiaetélicas son muy grandes y nos
enfocaremos en buscar el médulo del campo eléctmictas cercanias del centro de las
placas. Hacemos esta suposicion para evitar laguilaridades de las lineas de campo
eléctrico en los bordes de las placas que impediaiaplicacion de la ley de Gauss para
calcular el modulo del campo eléctrico.

La Fig. 4.2 muestra la posicion de los cilindrosiggganos adecuados para obtener el

modulo del campo eléctrico en las regiofes y (Il ) (region exterio), y para obtener el

modulo del campo electrico en la regi@h) (region interiol).
Para calcular el campo eléctrico en las regiofies y (lll ), exteriores a la placas

metdlicas, es conveniente colocar una Gaussiainarila de manera similar a lo realizado
en el ejemplo anterior, pero que atraviese lapthsas simultaneamente (lado izquierdo de

la Fig. 4.2 rotulada com@gion exterioy.
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Regibén exterior Regién interior
A H— |-
X - ) -I—‘ _
+ . -Ic_ ............. i
H —> |- + i

Figura 4.2 Gaussianas en cada region de interés.

En ese caso, la carga total encerrada dentro dédassiana es igual a cero,
Gew=0 +q =0" A-0 A:(a*—a') A=0, porque existe igual cantidad de cargas

positivas que negativas encerradas dentro dedodliGGaussiano. La ley de Gauss indica

que el flujo cerrado del campo eléctrico vale cero,

E = Jhea = g (2.15)

cilin &

En consecuencia, el campo eléctrico en las dosmegiexternas vale cero, es decir,
Ei)=Eu,=0 (2.16)

Para hallar el campo eléctrico en la regifin (regién interior), se puede colocar una

Gaussiana cilindrica de modo que una de sus tapaeen el interior de la placa metalica

b, y la otra tapa quede en el espacio vacio entrgld&asb y a, como se puede ver en la
parte derecha de la Fig. 4.2 rotulada coegion interior. La tapa que queda en el interior
de la placa metalica positiva (platg no contribuye al flujo eléctrico ya que el campo
eléctrico en el interior de un conductor es cefq (, =0). Dado que no hay contribucion

al flujo eléctrico en el manto cilindrico, ni demtni fuera del metal, la Gnica contribucion al
flujo eléctrico proviene de la tapa que queda dogalos conductores metélicos (erlrey

a). En dicha tapaE y dS son paralelos, lo que implica qieHS= E d<. Ademas,E es

constante en cada punto de la tapa de Argpor lo tanto, la ley de Gauss queda

E@S= EAs Jnea (2.17)

cilin ‘90
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La carga neta encerrada por la Gaussiana cilindaieag

neta

:deS: o #luego el campo
S

eléctrico en la regioffll ) entre las dos placas metalicas esta dado por

Ea= 24 (2.18)
£O

finalmente el modulo del campo eléctrico queda

=2 (2.19)
80

Este resultado es exactamente el doble del valocahepo eléctrico encontrado para una

sola placa de carga calculado en el problema 3.
5.- Resolvamos ahora el problema 4 usando el pitndie superposicion.

Solucion:

Para aplicar el principio de superposicion en eas®, debemos considerar por separado el
campo producido por cada plaeay b de la Fig. 4.1. El campo eléctrico de cada placa
metalica fue calculado en el problema 3, y su vesor

E :i
2,

(2.20)

La direccion del campo es tal que las lineas dgpoasalen perpendicularmente de la placa
positiva y llegan perpendicularmente a la placaatieg, es decir, el sentido del campo esta
dado por el signo de la densidad de carga

En las regionegl) y (lll') exteriores a las placas metélicas, debemos swsarampos
producidos por cada una de las placas. En la regipra la izquierda de la Fig. 4.1, se
tiene

E,=EB+E (2.21)

donde E, :g—, sale de la placé y apunta hacia la izquierda (negativo),Ey:;—,
EO 80

llega a la placaa y apunta hacia la derecha (positivo). Dado hﬁef:‘a“ =g, ambos

campos tienen igual modulo, pero direcciones erasmde opuestas, por lo tanto la

superposicion de ambos campos es igual a cer@cas d
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9 4+9 -9 (2.22)

E. .. = + = -
n=5*E 28, 2,

Procediendo de igual manera en la reg{fih), se verifica el mismo resultado. Luego,
hemos demostrado que en las regiones exterioras pldcas del condensador de placas
paralelas, el médulo del campo eléctrico es cero:
Eiy=Eu,=0 (2.23)

Para obtener el campo eléctrico en la region imtetel condensador, debemos realizar la
misma suma de campos debidos a cada una de las plat este caso, el campo eléctrico
producido por la placd sale de ella y apunta hacia la derecha, a suete&ampo de la
placaa también apunta hacia la derecha, pero llega lta@. En consecuencia, en esta
region ambos campos apuntan en la misma directiacig la derecha), por lo tanto, el
campo resultante es:

E(ll):g+g:%+%0:g (2.24)

valor idéntico al encontrado en el problema 4 pearagion interior al condensador.

6.- Hallar el campo eléctrico en funcién del radiopara una esfera de carga con una

densidad volumétrica de cargdr) dada por,

ar", nO0Z,n=0 si0O<r<R
p(r):{ (2.25)

0 sir >R

En la densidado(r), para cada valor da dado, la constante tiene las dimensiones
fisicas adecuadas para que la dimension de laddehde carga se[ao] = [%} .

Solucion:
Existen dos regiones de interés para este problamegion interior a la esfera de carga de
radio R, (r £R) y la region exterior a dicha esfe(a>R). Para cada regién de interés
debemos usar una Gaussiana distinta.
Region interior(r £R)
La superficie Gaussiana apropiada para este prablesnuna esfera de radio<R,
concéntrica con la distribucion esférica de carga@ lo muestra la Fig. 6.1 con linea
punteada.
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Figura 6.1 Esfera de carga con Gaussiana esféricadibr <R .

Como ya vimos en el problema 1, las lineas de camhxirico E y las diferenciales de

superficie dS sobre las esfera Gaussiana son paralelas, poaniw,tE[dS= Ed-.

Entonces, la ley de Gauss queda

PES=§ Eds= e (2.26)

80
EdS= B =hee (2.27)

£O

despejando se tiene,
—_ qneta

E=—rea 2.28
ATE,r? (2.28)

donder es el radio de la Gaussiana esférica, ya quecka duperficie estamos calculando

el flujo eléctrico. La carga neta,,, viene dada por la integral de volumen sobre la
densidad volumétrica de carga calculando la integral hasta el radiode la Gaussiana

esférica, ya que la carga que importa para la éegauss es la carga total o neta contenida

dentro de la Gaussiana, luego

r<R
Oheia = [, POV (2.29)

Usando la funciénp = p(r) =ar", para esta region, se tiene
o = I:dev = I:R[a r“] ( 4nr2dr) (2.30)

Opea = 47| (1720l (2.31)
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donde hemos usado que la diferencial de volumenumie esfera viene dada por

dV.

esfera

= 4srr®dr . Integrando, se obtiene la carga neta contenidaalde la Gaussiana de
radior <R,

| r_(n+3) |r _4mr(n+3)

= Ay = 2.32
qneta ‘(n+3)‘0 (n+3) ( )
Reemplazando este resultado en la relacion (228)btiene,
(n+3)
Ex_thea - 1 AT (2.33)
arEy?  ArEy’ (n+3
simplificando obtenemos el médulo del campo eléatri
a
E=—————r™)  r<R 2.34
&(n+3) (2.34)

El vector campo eléctricE(r < R) para puntos interiores de la esfera dieléctriaantp

radialmente hacia afuera y viene dado por

E(r)=——r™Ja r<Rr (2.35)

Como caso particular de esta relacion podemos eb&#trmaodulo del campo eléctrico justo

en la superficie de la esfera de ra®phaciendor =R,

a )

E(r:R)zao(n+3)

(2.36)

Regidn exterion(r > R)
En este caso seguimos usando una Gaussiana esf@nica@ntrica con la distribucion de

carga, pero de radio > R. Lo importante en este caso es calcular correct@marcarga

total contenida dentro de esta nueva Gaussiana,

r>R
Ohea= [, POV (2.37)
Esta integral se debe separar en dos regioneqaraa <R y otra parar >R, las cuales
tienen distinta densidad de cargé&’) , esto es
R >R
Ohea = | AT SRYAV+ [~ p(r> R dV (2.38)

Para este problema, la densidad volumétrica deadaigra de la esfera de rad® vale

cero, es decirp(r >R) =0, por lo tanto,q,.,, dada por (2.38), queda
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R
Oheia = |, (T <R AV (2.39)
En consecuencia, la carga total encerrada en estarGaussiana es justo la carga tQal

de la esfera dieléctrica

4 R™
== 2.4

Aplicando la ley de Gauss para esta nueva Gaussiandg, .., = Q, se tiene,
PE@S= Barr f =hea _Q (2.41)
80 80
despejando, vemos que el campo eléctrico exterlaresfera de carga es igual al campo

eléctrico de una carga puntual:

E(r >R) :l:—?, r>R (2.42)

Reemplazand® dado por ecuacién (2.40) &Fﬁ se tiene
0

(n+3)
EM=—9%___ >R (2.43)
&(n+3)r

Como caso particular de este resultado podemosi@btd modulo del campo eléctrico
justo en la superficie de la esfera dieléctricaatfo R, haciendor =R,

a n+1)

Y (X

(2.44)

Este resultado coincide con el resultado obtenata fa regionr <R en la relacion (2.36).
Por lo tanto, el médulo del campo eléctrié&gr) es una funciéon continua en=R, y
podemos escribir su expresion en todo el espaaiwociuncion dea y del parametro
ndzZ,nx0:

a n+ .
E=——" ™ sir<R
&(n+3)
E= (2.45)
aR(n+3)
— sir >R
& (n+3)r

Existen varios casos particulares interesantespqmon ejemplo los casas= 0 (esfera de
carga homogénea) p=1 (primer caso de esfera de carga inhomogénea). dtaraso

homogéneon =0, se tiene
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E=—r sir<R
350
E= 5 (246)
aR .
312 sir >R
0

Para el caso de distribucion inhomogénea de canganc=1, el médulo del campo

eléctrico viene dado por:

=9 2 §ir<R
E= A (2.47)
aR* . '
Y sir>R
0

En cualquier caso, el vector campo eléctiif(@) apunta radialmente saliendo del centro

de la esfera.

7.- Hallar el campo eléctrico en el purfoexterior a una esfera de carga de radiocon
distribucion homogénea de carga ¥ cte), a la cual le falta un esfera de radiocomo se

muestra en la Fig 7.1.

Figura 7.1 Esfera de carga con un agujero esférico.

Solucion:

Este problema se puede resolver usando la ley déo@b, pero su célculo es bastante
complicado. Por otra parte, la ley de Gauss nousele aplicar directamente porque no
existe suficiente simetria en la distribucion degaa Sin embargo, usando de manera
combinada el Principio de Superposicion y la leyGdeiss podemos resolver facilmente el
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problema. La estrategia consiste en reemplazasféaeede carga faltante (el agujero), por
una esfera de densidad de ca(ga?), luego calcular el campo eléctrico producido por

cada una de las esferas de carga y, finalmenteaagl principio de superposicion. Ver

Fig. 7.2.
o —
-p
B-O e

Figura 7.2 Principio de Superposicion.

El campo eléctrico resultante en el puitQ se debe a la superposicion de los dos campos

generados por a) una esfera de carga de RRdjodensidad volumétrica ubicada en el

origen de coordenadas, y b) una esfera de cargaddea y densidad volumétricé—p)
(el agujero esférico), ubicada en la posiCEeJ;qj del ejex como se muestra en la Fig. 7.1

y 7.2. El campo eléctrico resultanfé apunta a lo largo del ej&. Por el Principio de

superposicion el campo resultante viene dado por
E=E+E, (2.48)

donde E, = E.., es el campo eléctrico en el exterior de la esfézad de radioR y

grande

densidadp, y dondeE, = E_,_, es el campo eléctrico en el exterior de la esfériaa de

chica
radio a, llena con carga de densid@glo) .
El campo en el exterior de una esfera de cargadie R se calculd mediante la ley de

Gauss en el problema 6,

E(r >R) =‘:—? (2.49)

donder es la distancia desde el centro de dicha esfata lehpuntoP donde se mide el

campo eléctrico YQ es la carga total contenida en la esfera. Seal campo de la esfera

de radioR y densidad de carga, ubicada en el origen de coordenadas mostradégen F
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7.1y seaE, el campo creado por la esfera de radiy densidad de carg(a\-,o) ubicada

- '{Rj
en la posicio >

El modulo del campdg, viene dado por

k
g =X2 (2.50)
r'1
donder, =(R+L) y Q = j,odv =p %ﬂR"j. Reemplazando en (2.50), se tiene
1 p4nR
= (2.51)
= 47E, 3(R+ L)*
36, (R+ L) |
Este campo apunta en la direccion delxéjees decir,
= P R3 o
=7 i (2.53)
El EO (R+ L)Z
El modulo del campde, viene dado por
k
E, = % (2.54)
2

donder, :(§+Lj y donde|Q2| es el modulo de la carga eléctrica contenida essflera

hueca de radioa y densidad de cargg-p), es decir, |Q2|=J'(|—p|)dv=gizz)a°’.

Reemplazando en (2.54), se tiene

- (2.55)

(2.56)
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El vector campo eIéctricE2 apunta en la direccién negativa del &eporque la densidad

de carga es negativa y por lo tanto la lineas dgoeaeléctrico apuntan en la direccion del

centro de la esfera, es decir,

— a o
E :3%?(—0 (2.57)
'(3+4)
2
El campo resultante de la superposicr E + E,, viene dado por
R3 33 ~

L - i (2.58)
3¢, (R+ L) (R+Lj

E=

Noétese que el modulo del campo eléctrico result&ntes menor que el campo de la esfera
llena de radioR, ya que el agujero de rad® le quita carga a la esfera y por lo tanto

debilita el campo eléctrico resultante.

8.- Calcular el campo eléctrico en el purRode coordenada(sx, y) exterior al cascaron

esférico de radio interioa y radio exteriorR, con densidad de carga homogenea

mostrado en la Fig. 8.1.

Figura 8.1 Cascaron esférico de carga con densmlestantep, .
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Solucion:
Usando lo aprendido en el problema 7, vamos a paper los campos eléctricos creados

por cada una de las esferas de carga de formaeindemte. La esfera grande tiene
densidadp y su campo eléctrico viene dado pﬁrz E,e. El agujero tiene denside(dp)
y su campo viene dado pﬁ'z = Ez(—é). El signo negativo aparece porque la densidad de

carga se considera negativa. En estas expresigngsE, son modulos de cada campo
eléctrico y € es el vector unitario que va del origen del castaal punto P de

coordenada«éx, y) fuera del cascardn. La superposicion nos da
E=E+E=(E-E)% (2.59)
El médulo del campo eléctrico fuera de la esfeemnde vale

= :kr_?lé (2.60)

donder? = (x2 + y2) y donde la carga neta encerragavale

Q =£podV=po(gﬂﬁj (2.61)

reemplazando en (2.60), se tiene

_KQ oo ankp,R® .

= O3y (262

I

usandok = , Se obtiene

47E,

3
=K. AR o (2.63)

Para el agujero central de radig considerado como una esfera de carga con densidad
(-p), se tiene,

= _k
E2:r

=2 (-@) (2.64)

donde Q, indica el modulo de la carga. El signo menos @eltar unitario€ se escribe
porque el campo eléctrico vectoriﬁg apunta hacia el centro de la esfera hueca, debido
que si densidad de carga es negativa. El médula cerga viene dado por
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Q, =I(po)dv=gm0§ (2.65)

0

reemplazando en (2.60) y usando= (x2 + yz), se tiene

X\ .

E,=————(-© 2.66

2 3£O(X2+ yZ)( ) ( )
Reemplazando (2.63) y (2.66) en (2.59), obtenentosampo eléctrico resultante del

cascaron esférico,

- R pa .
= 350()?2+y2) 350(;2+ y) © (2:67)

=_p _ 3)-
E—W(F\f’ &) % (2.68)

o T .
Nos falta calcular el vector unitarie=— que va del origen hasta el pun. Para este
r

casor = (xf+9) y su médulor valer =/x*+y?, luego
(x +i)

[X2 + y2
Reemplazando en (2.68), tenemos el vector camptrieteresultante de la superposicion,

pO(Rs_ a3) 0 ]
Xi + Y] (2.70)
350 (Xz + yz)% ( )

&= (2.69)

E=

Caso particular a) Sa - R, es decir, el cascardon se hace extremadamentaddelg

entonces( R’ - a3) - 0, lo cual implica que el campo resultante vale cdte=0. Esto

ocurre porque entonces el cascarén practicamertendoia carga.

Caso particular b) Sa - 0, es decir, si no hay agujero interior, entoncegnes una

3

PR
3£O(x2+ y?

Unica esfera llena de carga y el campo VvBle (x7+ y]): 'OORZ F. Es
)% 3,1

0

. . = kQ.
decir, obtenemos el mismo resultado que el campmdearga puntudt =—?r .
r
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Consideremos ahora la solucion de este problemadada ley de Gauss, pero sin usar la

superposicion de los campos de dos esferas.

Dada la simetria del problema, para calcular elpmamléctrico en puntos exteriores al
cascaron de carga podemos usar una Unica Gauskaradior >R. La ley de Gauss

viene dada por

PE 5= Thea 2.71)
EO

Sabemos queE y dS son paralelos sobre la superficie Gaussiana ynsabejue el
modulo E del campo eléctrico es constante sobre cualquietopde la superficie de la
esfera Gaussiana de radio fijo>R. La ley de Gauss queda

Efds= e 2.72)
&

0

La superficie de la esfera va@S: 4rrr?, por lo tanto, el médul& viene dado por

q
E = ——neia 2.73
ATE,r® (2.73)
Usando la Fig. 8.1, el radio de la Gaussiana x*+y?. Matematicamente, la

densidad de cargﬁ(r) de este cascaron viene dada por

0 sir<a
p(r)=<p, sia<r<R (2.74)
O0sir >R

Ahora podemos calcular la carga neta encerradacdéatia Gaussiana

r>R r=R r>R

Chea = | p(F')dV=Tp(?')dV+ [ o()av+ [ p(7)dv (2.75)

r=0 r=a
Dado que p(r) es distinta de cero s6lo en el cascarén esféacor(<R), la relacion

(2.75) queda
R
U= [ £(F)AV (2.76)

usandop(') = p, y dV =4mr'?dr, se tiene
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R R
O = | DoAT%dr' = 47, [ 1%’ 2.77)
Finalmente, la carga total almacenada dentro Galsssiana vale
1 am
Oheta = 47;00 | = s (? - 33) (278)
3, 3
Insertando este resultado en la relacion (2.73)ese
E=4L%Z(R3— &) (2.79)
473, r
simplificando obtenemos,
-5
E= R-a 2.80
3g,r? ( ) (2.80)

Si reemplazamos el valor fijo =/x*>+y?®, obtenemos el mddulo del campo eléctrico

resultante

P -
E= () (R- &) (2.81)

Resultado idéntico al obtenido en relacion (2.68gndo el método de superposicién de
dos esferas de distinta densidad de carga vistarmriha. Usando el vector unitario

(xiA + y])

el campo eléctrico vectorial en el purfoviene dado por

pO(Rs_ a3) 0 ]
Xi + Y] (2.83)
350 (Xz + yz)% ( )

a= (2.82)

E=

resultado que coincide con (2.70).

9.- Calcular el médulo del campo eléctri€(T) y el potencial electrostaticy (7) en
funcién de la distancia radiat, creados por un cilindranuy largg con densidad

volumétrica de carg@(r), como se indica en la Fig. 9.1.
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st

Figura 9.1 Cilindro de carga con densidad
volumétrica variable.

Explicitamente, la densidad volumétrica de capda) viene dada por
ar siO<r<a
p(r)= g sia<r <b (2.84)
0 sir>b

dondea y [ son constantes.

Solucion.

Calculo del modulo del campo eIéctrié(F) :

La Fig. 9.2 muestra la relacion entre el campotetécE y las diferenciales de superficie

dS en las tapas y en el manto cilindrico de la Ganssi

d Sapa

d Sapa

Figura 9.2 Relacion entre los vectores campo
eléctrico E y las diferenciales de superfiocitS.
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Primero calcularemos el médulo del campo eléctficen cada region, partiendo desde las
regiones interiores a las exteriores. Recordemedajsuperficie del manto cilindrico vale

S, = 27TrL y que la diferencial de volumen del cilindro val¥, = 277Lrdr. La ley de

Gauss para el cilindro queda

PE®S= [ Eds+ [ BdS [ B qg,= ==

tapal tapa2 manto &

(2.85)

En las tapas del cilindro Gaussiano, el campo riécE y la diferencial de superficie

dSapas son perpendiculares entre si, y por lo tanto, eldycto punto se anula

EmSapaS: EdS,.c0s90 = (. En consecuencia, no hay contribucién de las tapées

integral del flujo eléctrico. Por lo tanto, séloéenos que calcular de la integral sobre el

manto cilindrico, esto es,

[ Em§,,,= e (2.86)
manto £0

En el manto, el campo eléctrico y la diferencial slgerficie son paralelos, luego
EMS,, .= EdS,,. Ademas, el médulo del campo eléctrigovale lo mismo en todos los

puntos del manto cilindrico, por lo tantg, se puede sacar de la integral y se obtiene

EShano = qg—t (2.87)

0

Usando el valoiS, ., = Z2rL, se escribe

E2rrL = Thea (2.88)
80

La carga neta encerrada por la Gaussiana vienepdada

O = | P(r)dV (2.89)
UsandodV, = ZrLrdr, tenemos,
E27rL =ij;p(r) 271 rdr (2.90)
gO
donde el limite superior indica el radio de la G#ausa cilindrica. Simplificando pdtrl ,
se obtiene
1 per
Er=— r)rdr 291
5 [ o(r) (2.91)
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Esta es la expresién que emplearemos para caldidampo en todas las regiones.
Region 1: para enlaregiorn0<r <a.

En esta region la densidad vair ) =(ar ). Usando la relacion (2.87), se tiene

1 pr
r=—| (ar)rdr 2.92
Er=l(ar) (2.92)
integrando, obtenemos el médulo del campo eléctrico

E, =3£ir2 (2.93)

0

El campo vectorial en la regidh<r <a viene dado por

2
= =9 ¢ (2.94)
380

donder es un vector unitario radial, perpendicular aldgkcilindro.

Region 2: para enlaregidma<r<b.

En esta regién la densidad vabsér) = (éj Usando relacion (2.87), se tiene
r
1 pa<r<b
E,r :g—jo p(r)rdr (2.95)
0

La integral sobre la caga neta encerrada en ladizenzsde radi@<r <b, se separa en

dos partes,

I, ple)rar =7 ol ar + [ yor (2.99)

Usando esta relacion y reemplazando los valoréa densidad de carga en cada region, la

relacion (2.95) viene dada por,

1 ra 1 pa<r<b
E2r=£—oj.o(ar)rdr +5_0L (?jrdr (2.97)

Simplificando e integrando, obtenemos el modulo dainpo eléctrico en la region

a<r<b

E, =

! (aa3+3,8(r—a)) (2.98)

0

Finalmente, el campo eléctrico vectorial en ladad vale
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E, = 3£lor (aa3+3,8(r—a))F (2.99)

donder es un vector unitario radial, perpendicular aldgkcilindro.
Regidén 3: para en laregiorr >b.
En esta regién la densidad vabér) =0. Usando relacion (2.87), se tiene

E,r :E—loj:bp(r)rdr =£—1()(j:p(r Jrdr +J':p(r Ydr +jbr>bp( ydr ) (2.100)

La integral sobre la densidad de carga se sepdrasregiones

r>b a b r>b
J'O p(r)rdr =J'0p(r )rdr +J'ap(r ydr +J'b pf Ydr (2.101)
Aplicando los valores de las densidades de cargadgnregion, se obtiene
I;>bp(r)rdr :j:(ar )rdr +j:(€jrdr +Lb(0)'dr (2.102)
r>b a b ﬁ
) p(r)rdr :J-O (ar )rdr +L " dr (2.103)
Reemplazando en (2.100), se tiene
Er =£—1Oj:(ar)rdr +£—10Lb(€jrdr (2.104)
Integrando se obtiene el médulo del campo elécercta regionr >b
1
B (a2 +38(b- &) (2.105)

El vector campo eléctrico en la regionr3; b viene dado por

1
3&,r

E,=——(aa’ +38(b- 4 (2.106)

donder es un vector unitario radial, perpendicular aldgkcilindro.

Calculo del potencial electrostatist(T) .
Para el calculo del potencial no usaremos el pdet@ferencia em, =r — o, porque alli

no se anula el potencial para este tipo de simeiiifadrica. En cambio, debemos usar

como punto de referencia un valor arbitrario erciErsanias del cilindro de valgg, =r,.
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El potencial electrostatico en un punto viene damio

V(r)=~[Erdl (2.107)
donde el potencial en el puntp vale cero, es decii(r,) =0. En todas las regiones, se
cumple que E [dl = -Edl, pero ademasll = —dr, por lo tanto,E (@l = Edr.
Calcularemos el potencial viniendo desde la re§ioexterior al cilindro, hasta la regién 1,

interior al cilindro, a lo largo de la linea radial

Region 3: para en la regiomr >b.

v(r>b)=—rr|§3[d“=—j E,dr (2.108)

Reemplazandde, dado por (2.105), se tiene,

V(r>b)= _T (aa3 +::r(b_ a))

o

dr (2.109)

V(r>b):—(aa +z'i(b_ a))rjb% (2.110)

fo

Finalmente, el potencial(r > b) en la region 3 exterior al cilindro viene dado,por

*+38(b-
V(r>b) __(aa+35( a))m[Lj (2.111)
3"90 rO
Justo en el punto =b, el potencial vale
*+38(b-
Vb :V(r:b):—(aa ﬁ( a)) |n(2j (2112)
:3£b rO
Region 2: para enlaregidna<r<b.
a<r<b b a<r<b
V(a<r<b)=- [ Efi=-[Edr~ [ Edr (2.113)
Iy fo b

La primera integral corresponde al potencial daolarplacion (2.111), pero evaluado en
r =b, es decir, es justg, dado por (2.112),

a<r<b
V(a<r<b)=\, - j E dr (2.114)
b
Reemplazando el mdédulo del campBg dado por relacion (2.98), se obtiene
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a<r<b
V(a<r<b)=v,- | 1r(aa°’+3ﬂ(r— g)) dr (2.115)
b 0
Calculemos la integral restante
a<r<b a<r<b 3 a<r<b _ d
| = j 1 (aa3+3,8(r—a))dr: j aa 4, B (r-ajdr (2.116)
b Eifbr b Or é;O b r

3 a<r<b <r< a<r<b

| =92 j dr, j dr—— j a (2.117)
Eifb O b O
3

=48 |n(i)+ﬁ(r —b)—a—ﬂm(ij (2.118)

3, b)) g & b

3
! =(ﬂ—%Jln(—rj+ﬁ(r ~b) (2.119)
3, & b) &,
Reemplazando esta integral en la relacion (2. kE5)iene
3

V(a<r<b)=\, —{ﬁ—%jln (—rj—ﬁ( r-b) (2.120)

3, & b) &

Si hacemosr =b se obtiene el mismo potenci¥| obtenido usando los resultados de la
region 3, es decir, el potencial es continuo empuwito r =b. Si hacemosr =a en la

relacion (2.120), se obtiene el potendfdlr =a) =V.

a

v.=v(r=a) :_(aa3+3,5(b_ 3)) ln[ﬂj_(a_ag_fjm(fj—ﬁ(a—b) (2.121)

3g, o ¥, & b) &,

Region 1: para enlaregiorn0<r <a.

O<r<a
E, dr- j dr (2.122)

a

O<r<a b
V(0<r<a)=- I [l = j

To

U‘—-wm

Los dos primeros términos del lado derecho corredgo justo al valor del potencid] en

el puntor =a . Por simplicidad de notacion lo dejaremos asi esquito.

O<r<a
V(o<r<a)=V,- [ Edr (2.123)

a

Usando el médulds; dado por la relacion (2.93), la relacion (2.12f)eda

O<r<a

B a
V(O<r<a)—Va—§0 J' redr (2.124)

a
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a(r3—a3)

V(0<r<a)=V,-
9¢,

(2.125)

Sir =a se obtiene/,, lo cual prueba que el potencial es continuo guuetor =a.

aa’

Sir =0 se obtiene el potencial en el origen del sisteeneilthdrosV, =V, + 9%
80

10.- Hallar el médulo del campo eléctridd(r) y el potencial electrostatic¥ (r) en

funcién de la distancia radial, en cada una de las regiones, para la configurdcitnada

por una esfera central de raddocon distribucion de carga radialmente simétricdadaor

_B

== para0O<r <a con S =cte, rodeada por un cascaron metalico emtrea yr =b
r

que lleva una carg® = —-77a a’en su superficie (ver Fig. 10.1).

Q=—rma a2

Figura 10.1 Distribucion esférica de carga rodeada
por un cascarén metalico cargado.

Solucion:

Célculo del campo eléctrico.

Se usaré la ley de Gau§>£ Eﬁé:%, para calcular el campo en cada region
0

Regién l:0<r<a

Se usa una Gaussiana de radiva

§ E [pfS = hea (2.126)
80

Dado que sobre la esfera Gaussi&nhg dS son paralelos, se cumple g&€tiS= Ed-.
Ademas, el moduld es constante sobre la esfera Gaussiana, porttg tabe fuera de la
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integral, y por lo tanto se cumple q(ﬁeﬁ [S= ES. La superficie de la esfera Gaussiana

vale S=47r*, luego (2.126) queda
2 _ 1 pr<a
E, 47 = jo o(r v (2.127)

B

Pero, la densidad volumétrica de carga dependa disthncia radiap =~ paraO<r <a
r

con B =cte Reemplazando en la integral y recordando queféaetticial de volumen de la

esfera viene dada paV = 477r°dr, podemos escribir:

r<a 2
E 47r° =ij B prmgr = 2P (2.128)
0 T 2¢,

Simplificando se tiene finalmente el modupdel campo eléctrico en la region |,
B
=— 2.129
B = ( )

Region Il: a<r<b (dentro del cascaron metalico)
Se usa Gaussiana de radie r<b. En este caso sabemos que el médulo del campo
eléctrico estatico es cero en el interior de urdaotor, por lo tanto,
E,=0 (2.130)
Es importante recordar que se produce inducciooadgas en el metal de modo que el

campo en el interior es cero, es decir, de la ley @auss se infiere que

cﬁé (S = Shea Q.. =0, es decir, la carga neta encerrada en la Gaussebeser cero,
£0

por lo que debe haber carga inducf@dg, en la superficie interior del conductor, tal gae |
suma con la carga total interigy, encerrada en la esfera de radisa debe ser cero:

g, + Q. =0. Vemos asi que la carga inducida tiene la mismgnihad que la carga total
interior ¢, de la esfera de radio=a, a saberQ, ,=-q¢, = —J'£4nr2dr. Finalmente, la
r
0

carga totalg,, en la esfera interior de radio=a vale
Gy, = 27138 (2.131)
y la carga inducida en el metal vale

Q. = —27Ba (2.132)
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Naturalmente que en la superficie exterior del iregtarece también la misma cantidad de
carga inducida pero de signo opuesto, de modaialagsuma de toda la carga inducida en

el metal es cero.

Regién lll: r >b
Se usa Gaussiana de radiob

Debemos recordar que el sistema de esferas tiengpts de cargas libres: la carga en la

esfera interior recién calculadg,, = 2778a°, y la carga libre en la superficie exterior del

metal g, = -/ma’*, de modo que la carga total encerrada en la Gasssier >b, viene

dada por
Qneta encerrada: qnt + q e= 27;832 - é = ﬂ&f(zﬂ_ 0’) (2133)
Ahora aplicamos la ley de Gauss
2
2 —
E3477T2 - qneta encerrada= na ( ﬁ a) (2.134)
[;’0 EO
Finalmente, el modulo del campo fuera de las esfaeme dado por
a’(28-a)
=_\7r 7] 2.135
5 Ag,r? ( )

Célculo del potencial electrostatis(r) .

Calcularemos el potencial como funcién de la digearadialr usando la relacion

V(r)=—j|§[ﬂf (2.136)

Comenzaremos desde la region Ill hasta la regign kste casé& y dl son antiparalelos,

es decir,E (8l = —EdI. Pero,dl = —dr, luego, E [dl = Edr.

Regioén lll: r >b

. ] L a’(28-a
En esta region el modulo del campo eléctrico vELe:%, por lo tanto, la
E,f
integral queda
r>b r>b az 28-a
v3(r):—j Egdr:—jMdr (2.137)

Ag,r?

00
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Integrando, se obtiene

V,(r) =% (2.138)

Region ll: a<r<b
En esta region la integral para calcular el potdrsg debe separar en dos porque la integral

atraviesa dos regiones distintas

a<r<b b a<r<b

V, (== [ Edr=-[E, dr- [ E dr (2.139)

b

a’(28-a)

Los mddulos de los campos en cada region &g e r?
Ef

y E, =0. Reemplazando

en la integral anterior, tenemos

ba2(2ﬂ_a) a<r<b a2(2ﬂ_a)

V,(r)=—|————*dr- Odr = (2.140)
R e
Finalmente,
2
2 —
Vz(”:w (2.141)
£,D

Vemos asi que el potencial en el interior del metatonstante, es deogl, conductor en

estado estatico siempre es un volumen equipotencial

Region I1:0<r <a

La integral del potencial se escribe

r<a b a r<a
Vi(r)=~ [ Edr=~[E,dr-[ E,dr- [ Edr (2.142)
o [ b a
2
2 —_
Los modulos de los campos en cada region ﬁ;mw, E,=0y Elzﬁ,
4e,r 2¢,
respectivamente, luego la integral queda
b r<a
vl(r):—jEsdr—j E,dr (2.143)

Reemplazando los campos
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baZ(Zﬂ—O’) r<a ﬂ
V(r)=-|————~dr— | —dr 2.144
10 j e jzg (2.144)
Integrando se tiene el potencial en la region |
2
2 —
v(n=2 (26-a)_ B (4 (2.145)
4gb 2¢,
En resumen, el potencial como funcidonrden cada region queda
2
2 —_
Vl(r):a( P a)_ (r-a) O<r<a regionl
4e.b 2¢,
2
2 —
V(r)= Vv, (r) :M asr<b regionll (2.146)
4e.b
2
2 —
Vv, (1) :M r=zb  regionlil
de,r
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2.2.5 Unidad lll: Condensadores, Resistencia Elédtra y leyes de Kirchhoff

En esta unidad se estudian los condensadoresedestencias eléctricas y los circuitos
eléctricos por los cuales circula la corriente ®ié&. Al mismo tiempo se demuestra la
existencia de campos eléctricos no-conservativos spn capaces de establecer una
corriente eléctrica estacionaria. Se estudian asldasaleyes que permiten determinar el
valor de la corriente eléctrica a traves de casliatencia en diferentes tipos de circuitos.
Equation Section 3

1.- Capacitancia y Condensadores

Se denomina Condensador a un sistema formado parath@uctores de formas arbitrarias,

aislados entre si, con carg@s y Q°, respectivamente, tal como se muestra en la Fig. 3.

Entre las "placas” se produce una diferencia denoadl AV .

DR

Figura 3.1 Condensador formado por dos objetos
metalicos con igual carga, pero de distinto signo.

La CapacitanciaC de un condensador cualquiera se define como eérdecentre la
cantidad de carga de uno de los conductores yféaedcia de potencialV que se

produce entre las placas,
Cs= ‘g (3.2)

Escribimos la definicion en valor absoluto porga€dpacitancia es una magnitud positiva.

La unidad de medida de la capacitancia en el Sgstetarnacional de Unidades viene dada
por [5} =[F]. donde[C] es la unidad de carga eléctrica en Coulof¥fh,es la unidad de

medida de la diferencia de potencial en Volt, ydmﬁF] es la unidad de medida de

capacitancia en Farad.
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2.- Condensador de placas paralelas.
Consideremos como ejemplo del calculo de la capatdh de un condensador, el

condensador de placas paralelas. Este condensstdoioemado por dos placas metélicas
planas separadas una distandiacada una de ellas con car@a y Q°, respectivamente
entre las cuales se produce una diferencia de gatefV . En la Fig. 3.2 se indica la

densidad superficial de carga” y o~ de cada placa y se indica la direccién del campo

eléctrico al interior del condensador.

E
—>
. <
—

+ + + + +

<~ d —
a
Figura 3.2 Condensador de placas paralelas.

En el Ejemplo 4 del capitulo 2, usando la ley dessase demostrd que el campo eléctrico
fuera de las placas del condensador vale cErg,,, =0, y también se demostré que el

campo eléctrico entre medio de las placas es aamsyavziene dado por

_0_Q
E= v (3.2)

Calculemos ahora la diferencia de potencial easelacas\V,, ¥, -V,

AV,, =V, -V, = [ ECd (3.3)

SegUn la Fig. 3.2 el campB y el vectordl son opuestos, ya qudl apunta desde la
placa a hacia la placab, y el campo E apunta hacia la derecha. Por lo tanto,

Edl = -E dI, luego (3.3) queda:
b — b
AV,,=~[ E0l = [ E di= Ed (3.4)

reemplazandd dado por (3.2), se tiene finalmente
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AV, = Q d (3.5)

Dividiendo Q porAV,, se obtiene la capacitandia del condensador de placas paralelas

- Q _&A (3.6)

placas —
planas Avab d

Como se puede ver, la capacitanCiadel condensador de placas paralelas dependeeélo d
los factores geométrico\ (area de las placas)d/ (distancia de separacion entre placas),
y ademas depende de las propiedades eléctricanedkd dieléctrico que existe entre las
placas. En este caso tenemos aire entre las pl&wseso usamos,, ya que la
permitividad eléctrica del aire es practicamentelg la permitividad eléctrica del vacio
C2
Nn?

materiales dieléctricos distintos del aire, se u$as valores experimentales de la

&, =8.85418781% 113{ } Si entre las placas del condensador usamos otros

permitividad eléctricac del dieléctrico correspondiente, que se expresaas de la

constante dieléctrica de cada material, en la forma= ke, .

3.- Condensador esférico

La Fig. 3.3 muestra un condensador esférico.

Q+
Figura 3.3 Condensador esférico.

Este condensador esta formado por una esfera oaetidi radio interiom y un cascaron

metalico muy delgado de radio exteriby como se muestra en la Fig. 3.3. La esfera

interior tiene cargd)” y la esfera exterior tiene cargx. Recordemos quen los metales

las cargas libres se distribuyen solo en la supefexterior del conductor
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Para calcular la capacitancia del condensadoriesfée necesita calcular la diferencia de
potencial entre las placasv,, Vz-V, donde siempre restamos el potencial creado por el
conductor con carga positiva, menos el potenciglado por el conductor cargado
negativamente. Para calcular la diferencia de ptesegun la definicidon (3.3) se necesita
conocer el campo eléctrico entre las esferas. Sadbemar ley de Gauss que el campo

eléctrico entre las placas viene dado por la eiqres

kQ

E=—-, a<r<b (3.7)
r

y que apunta radialmente desde la esfera exteogitiya hasta la esfera interior negativa.
Ademas sabemos que el vectbr apunta radialmente hacia afuera, es detlis dr, ya

que para calculapAV,, ¥ -V, debemos viajar de la placa negativa (esfera orjehiasta

la positiva (esfera exterior) por cualquier camiBado que la diferencia de potencial es

independiente de la trayectoria seguida entre dosop, elegiremos la trayectoria radial.

Entonces, se cumple queltl —£ dl=-Edr. Luego AV, queda:
b— — b b
AV,, =V, -V, =~[ EDdI=[ Edi=[ Ed (3.8)

kQ

r.Z

AV, = V-V, = j:(% dr:—% = kf{bi—gj (3.9)

en forma abreviada nos queda

ya que en este casdl = dr . Reemplazand& = en la integral nos queda

kQ(b-
AV, = M (3.10)
ab
La capacitancia = AQ del condensador esférico viene dado por:
ab
Q Qab ab ATE, ab
C= = = = (3.12)
v, kQ(b-9 Kb-3 (b }
47, ab
C.. =—2° 3.12
esférico (b_ a) ( )

Nuevamente vemos que la capacitancia de un cordtemskepende sélo de factores

geomeétricos: los radioa y b, y depende de las propiedades dieléctricas dedriabtjue
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existe entre las placas del condensador esfériteste ejemplo seguimos usando aire, por

€S0 usamosg, .

Los condensadores se pueden conectar de variadassfoentre las mas sencillas se

encuentran las conexiones en serie y en paralelo.

4.- Condensadores conectados en serie.

Cuando se conectan en serie dos 0 mas condensdeatapacitanci&, , cada uno de los
condensadores adquiere la misma ca@ya= Q, j, pero sus diferencias de potencial

AVJ. , son diferentes.

AV, AV, AV,

E% AV %E

Figura 3.4 Condensadores conectados en serie.

La Fig. 3.4 muestra que la diferencia de poterasiile los extremos de la conexion en serie

AV es igual a la suma de las diferencias de potediala traves de cada condensador, es

decir,
AV =3 AV, (3.13)
pero de la definicion de capacitancia de cada awatior se tiene que

o= — 3.14
ca (314)

i _Q

dado queQ, = Q en cada condensador, se tiene Ak =€ ZE' Reemplazando en la

relacion (3.13), se tiene que

AV =Y AV, :icg = Q'N L (3.15)
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dividiendo porQ, se obtiene

N
Av = 2i (3.16)
Q j=1 Cj
Esta expresion es justamente el inverso de la itapai@ equivalente en seri€**"™,
%gzaéﬁ (3.17)

usando (3.16), se obtiene el inverso de la capaiitan serie

1 &1
C(serie) - ;E (318)
- J

Esta expresion indica que el inverso de la capatdaotal de la conexion en serie, es la

suma de los inversos de cada capacitancia individdatese que la capacitancia

equivalente en serieC*", es siempre menor que cualquiera de las capaieisanc

individuales.

5.- Condensadores conectados en paralelo

Cuando se conectan en paralelo dos 0 mas condees&o la diferencia de potencial en
cada uno de ellos es la misma, es déiv, = AV, [Jj, pero las carga®; son distintas. La

Fig. 3.5 muestra la conexion en paralelo.

c,__Q C _Q C____Q AV

2

Figura 3.5 Condensadores conectados en paralelo.

En este caso, la carga tof@l a través del sistema viene dada por la suma de tpdada

una de las cargas contenidas en una de las placasid condensador,

Q=Zq (3.19)
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Usando la definicion de capacitancia, la ca@ase puede expresar con@y CAV,
pero dado que la diferencia de potend/; es la misma para todos los condensadores
conectados en paralelyv; = AV, [Jj, se tieneQ, =C,AV Reemplazando en la expresion

(3.19), se tiene:

N N
Q=>Q =2.CAV (3.20)

j=1 j=1

Dividiendo porAV , la capacitancia total viene dada entonces psiglaente expresion

C(paral) Q - C 3 21
_N _; j ( . )

N
Crr=%"C, (3.22)

j=1

En consecuencia, la capacitancia equivalente arlexion en paralelaC*®, es igual a la

suma de las capacitancias de todos los condensaadigiduales, y su valoriC®® es

siempre mayor que cualquiera de las capacitanuitigduales.

6.- Energia almacenada en el condensador
Para cargar un condensador es necesario realizsahajo para llevar las cargas desde el
infinito hasta sus placas, siempre que ya tengdm menos un infinitésimo de carga.

Consideremos un condensador de capacita@ic@ue tiene una cargq La diferencia de

potencial AV en el condensador viene dada M =%. Si ahora afiadimos una cantidad

infinitesimal de cargadq trayéndola desde infinito hasta las placas detleosador, el

trabajo diferenciadW realizado para traer la carga viene dado por

dW=AV dc (3.23)
Pero este trabajo diferencial es justamente el atondiferencial de energiad&, del
condensador, por lo tanto se cumple que

d€ =AV dq (3.24)

reemplazandd\V = % , Se tiene:

q
de=—d 3.25
cda (3.25)
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Integrando sobre toda la carga que llevamos al esatior, obtenemos la energia total
£ almacenada en el condensador

9, _Q
£—Lcdq o (3.26)
_1¢°
== (3.27)

También podemos expresar este resultado en fumgdla diferencia de potencidiV ,
usando larelacio) €AV,

SZSEZ(CAV)

3.28
2C 2C ( )

5=%CMVf (3.29)

7.- Corriente y Resistencia.
En los capitulos anteriores estuvimos estudiandgasaen reposo, ahora, para avanzar en
nuestro conocimiento del electromagnetismo, debetoasiderar cargas en movimiento.
En principio, tenemos varias maneras de poner saggamovimiento mediante campos
eléctricos: a) cargas en el vacio, y b) cargasdiben conductores, semiconductores,
aleaciones metélicas, gases ionizados, electrplipdasmas, e incluso dieléctricos
imperfectos que permiten movimiento neto de carfgada mayoria de los conductores los
portadores de carga son los electrones, pero @s @@sos, como electrolitos, gases
ionizados y plasmas, la carga puede ser transpop@adiones positivos y negativos.
Cuando una carga se encuentra en movimiento cpeatsa un observador, se dice que
existe unaorriente eléctricay el proceso de transporte de carga se denoroimduccion
Especficamente, la corriente eléctricaen un punto dado, se define como la cantidad de
carga por unidad de tiempo que cruza dicho pustdeeir,

I E%

dt

dondeq = q(t) es la carga neta transportada en la unidad dedi¢nLa unidad de medida

(3.30)

de la corriente eléctrica viene dada por [E} =[A], donde[C] es la unidad de medida
S

de la carga eléctrica en Coulon|is] es la unidad de tiempo en segundofA} es la

unidad de corriente eléctrica en Ampere.
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En los metales, la corriente es transportada entarte por los electrones, mientras que los
iones pesados, cargados positivamente, permangegii las posiciones regulares de la
estructura cristalina. Solo los electrones masreateal atomo (los electrones de valencia)
son libres para participar en el proceso de movitniede carga neta de un punto a otro del
espacio, produciendo un proceso de conduccion.otiws electrones, los mas internos,
permanecen ligados fuertemente a sus nucleos.ddajdiciones estacionarias, se pueden
introducir electrones en un extremo del metal y egtraidos por el otro extremo,
generando de este modo una corriente neta disiintaro, permaneciendo, sin embargo, el
metal con carga neta cero.

En general, la corriente eléctrica aparece comsamurencia de la aplicacion de un campo
eléctrico sobre los portadores de carga. Si el caghgctrico se aplica sobre un conductor,
los electrones con carga negativa, se mueven gitle@ontrario a la direccién del campo
eléctrico. Si hubiera portadores de carga posiggips se moverian en la direccion del
campo eléctrico. Pero cargas negativas moviéndasa fa izquierda, generan corriente en
el mismo sentido que cargas positivas moviéndos& Ha derecha. Por lo tanto, ambos
tipos de portadores de carga, positivos y negatmaxiucen corriente en la direccion del
campo eléctrico.

Para los efectos de estos apuntes, y por simplicmansideraremos que los portadores de
carga son positivos, aunque en los metales lossgumueven son los electrones. Los
portadores de carga en un metal, estan sujetoslafuentalmente, a dos tipos de
movimiento: a) movimiento al azar por simple agéiacérmica con igual probabilidad en
cualquiera de las tres direcciones espaciales, mdyimiento en la direccion del campo
eléctrico aplicado, llamadmovimiento de arrastre drift motion EI movimiento al azar no
produce un movimiento neto de cargas en ninguraadn especifica del espacio, y por lo
tanto no contribuye a la corriente eléctrica. Ensezuencia, ehovimiento de arrastres

el responsable de la corriente eléctrica. Estaietig se denominagorriente de
conduccion existiendo otros tipos de corriente, como, pemgglo, la corriente convectiva
en la que el desplazamiento de masa de matergddaiproduce la corriente eléctrica.

Para obtener una relacion entre la corriente éécti , y algunas magnitudes

microscopicas, como la carga de los portadoyesa velocidad del movimiento de arrastre

va (drift velocity), etc., consideremos un medio coctdr que posee un solo tipo de

portador de carga). Consideremos ademas que el niumero de portadoresrda por
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unidad de volumen edN. Ignoremos el movimiento al azar por agitacion téany
consideremos que cada uno de los portadores de pasiivos tienen la misma velocidad

de arrastrev,, la cual hace un angul@ con la horizontal. Ahora podemos calcular la
corriente eléctrica que cruza un elemento de sigpedS, tal como se muestra en la Fig.

3.6, dondeS indica el vector &rea normal a la superficie.

G_/ié (dtv, cosl) >

Figura 3.6 Movimiento de los portadores de cargareaonductor.

Durante el tiempadt, cada portador de carga se mueve una diste(mh:iq, cosH) .y el
namero total de cargas que logran llegar y cruzauperficie de aredS viene dado por:
dg= N gdV, dondedV = (dt\é cos@) d< es el elemento diferencial de volumen. Por lo
tanto, en el tiempadat, la corriente eléctricall que cruza la superficidS viene dada por

_dqg _ N g(dty cosd) ds
dt dt
dl =N qv, dScosg (3.32)

di (3.31)

El término (vd dScosﬁ) se puede escribir como el producto punto entrezéasoresv, y

ds, es decir (v, dScos#) = (”\g Dd*S), por lo tanto, la corriente diferenciel que cruza la

superficiedS se escribe finalmente en la forma

dl =N qV, dS (3.33)
Si existen varios tipos de portadores de caggagon su propia velocidad de arraswg, y
su propio numero de portadores por unidad de valuriie, existira una relacion como la

anterior para cada tipo de portador, y la corrigiterencial total debida a todos los tipos
de portadores se escribira en la forma:
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dl {ZNi q vd}mé (3.34)

La cantidad entre paréntesis es un vector que tlanensiones de corriente eléctrica por

unidad de &rea y se denomiensidad de corrientg se denota con el simbolb:

J=3NgV, (3.35)

La densidad de corrientd se puede definir punto a punto en un conductpoy/o tanto,
es una funcién vectorial de la posicién. Usanilp la relacién (3.34) se escribe de la
siguiente forma:

dl = J@S (3.36)
Usando este resultado, la corriente tdtatjue cruza la superficie macroscoépica de forma

arbitraria, S, se encuentra a través de la integral

I:jdl =jjmé (1)

En este punto es interesante destacar que la ddndédcorriente] y la cantidad de carga

por unidad de volumenp:(g—\cllj, no son magnitudes independientes, sino que estan

relacionadas en cada punto a través de una ecuddEmencial llamadaecuacion de
continuidad la cual se basa en la conservacion de la casgded@r, en la idea de que la

carga no puede ser creada ni destruida.

dS\ ,O(t)

Figura 3.7 Densidad de corrienfeque ingresa a
una region con densidad de cap(t).

Para obtener la ecuaciéon de continuidad, considesdancorriente eléctrica geatraa un

volumen fijoV delimitado por una superficie cerrada arbitré8iaLa superficie mostrada

en la Fig. 3.7 contiene una densidad de c:p@é gue puede variar en el tiempo. Nosotros
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consideraremos como positiva la corriente que aitvlumenV , pero comodS apunta
hacia afuera de la superficie, debemos poner urosigenos delante de la integral, por lo

tanto, escribimos
| = —9SSJ @S (3.37)
Aplicando el teorema matematico de Gauss, podemsar pa integral de superficie a una
integral de volumen:
1 =~§_J ms:—jv(m ) dv (3.38)
Por otra parte, la corriente se escribe en forma integral a través de la dedsieé carga

p© contenida en el volumen fijd . Dado quedq= pdV, la carga total] viene dada por

q=jpdv (3.39)
\Y
por lo tanto,
dg _d
| =—"2=— V 3.40
ey .40

dado que el volumeN es fijo, la derivada temporal actia sélo sobrdelasidad de carga
P, luego
_da_r 904y (3.41)
Igualando las expresiones para la corriente daola3[88) y por (3.41), se tiene
- ¢ 0p
—jV(DEu) dV‘LE dv (3.42)
pasando todo al lado derecho, obtenemos
j(ﬁuﬁa—pj dv=0 (3.43)
v ot
Dado que el volumen fijo/ es completamente arbritrario, la Unica manera uke lg
integral sea cero siempre, es que el integrandoeseaes decir,
A5 +2P = (3.44)

ot

Esta es la llamadecuacion de continuidadel electromagnetismo.
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8.- Ley de Ohm microscépica
Para la mayoria de los materiales, la densidaddente J depende del campo eléctrico

E en la forma general
J=g(E)E (3.45)
dondeg(E) es una funcién complicada del campo eléctiicggeneralmente una funcion

no lineal). Sin embargo, para una gran cantidachaeriales conductores, se ha encontrado

experimentalmente que la densidad de corrigntepende sélo linealmente del campo

es decir,

J=¢gE (3.46)
donde g es una constante llamadanductividad eléctricalel material. El reciprocglj

de un material se denominesistividad eléctricay. La relacion (3.46) constituye la forma

microscopica de la llamaday de OhmEn consecuencia, los materiales que cumplen con
esta condicion se denominan materiales linealeatermales 6hmicos. En lo que respecta a
este curso, en general siempre estaremos integesgdmateriales lineales, tal como lo

hicimos con los dieléctricos lineales. La Fig. 8npara el comportamiento de la relacién

J=g(E) E para el caso lineal en queg(E)= cte, correspondiente a la ley de Ohm

microscopica y el caso no lineal en qggE) = (1~ 0.6E), para el cual no se cumple la ley

de Ohm.

0.8
0.7 °
0,6
054 L]

0.4 4 [ ] v v

J 0,3 o

[ ]
q

caso no-lineal

0,2

4

0.1 4 -

0,0 4 -

0.1

T T T T T T T T T 1
01 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09

E

Figura 3.8 Relacion lineal (ley de Ohm) entre Jy E
y relacion no-lineal (materiales no-Ohmicos).
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9.- Ley de Ohm macroscopica.

Para obtener la forma macroscépica de la ley de,@bnsideremos un alambre conductor
ohmico de forma cilindrica de largb y area A, entre cuyos extremos se mantiene una
diferencia de potenciadV , tal como se muestra en la Fig. 3.9. El alambredagotor es

homogéneo y tiene conductividay

< L >
—J )
A . ds
% E
< AV >

Figura 3.9 Conductor cilindrico Ohmico.

La diferencia de potencidlV establece un campo eléctri€ puramente longitudinal en

el interior del alambre, en la forma
AV = [Edl (3.47)
Dada la geometria cilindrica del alambre, el camlgotrico tiene el mismo valor en cada
punto interior al conductor, luego tenemos
AV = EL (3.48)
donde L es la longitud del alambre. EI campo eléctricoekmnterior del alambre esta
relacionado con la densidad de corriente a traeék delacion (3.46)J gE. Por otra
parte, la corriente a través del alambre viene gada
| =jSJ @S= JLdS= Ji (3.49)
en razén de qud es constante y paralelod$ en cada punto del alambre cilindrico recto.

A es el area de la seccion transversal del alarRieemplacemos gE en esta relacion,

| =JA=(gE) A (3.50)

Pero segun relacion (3.4&)=%. Reemplazandd& en (3.50) se tiene

| :gEA:(%jAV (3.51)
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Si usamos la resistividagl = [é} , Yy despejamodV , nos queda

AV = (ﬂj | (3.52)
A
Definimos la resistenci&, del alambre cilindrico en la forma
_nL
=4= 3.53
A (3.53)

Notese que la resistenciR es una magnitud constante que depende de la géardet
alambre (areaA y largo L) y de las propiedades del conductor frente al phsda
corriente (la resistividag ). Con esta definicion, la relacion (3.52), queda

AV =R (3.54)
Esta relacion entréddV vy la corrientel, también es lineal, ya que la resisten&laes
constante. Esta relacion se conoce como la leyhie @acroscépica, o simplemente ley de
Ohm. La ley de Ohm dada por la relacién (3.54), mlendos roles distintos; por un lado
representa el comportamiento experimental de unan gvariedad de materiales
conductores, y por otro puede ser empleada condefiaicion de la resistencia eléctrica

R, para cualquier material, sea o no conductor, carapio experimentalmente con la ley
de Ohm, sobre el cual se establece una corriem&atel, esto es, la resistencia de

cualquier material, se puede defnir como el coeiexperimental

av
I

R

(3.55)

Sin embargo, recalcamos que en general trabajareomosateriales que cumplen la ley de
Ohm, es decir, materiales para los cuales la ezgist R es una constante y la relacion
entre la diferencia de potenciAV vy la corriente eléctricd es una relacion lineal, donde

R es la pendiente de la recta en el graft®é versusl| . La unidad de medida de la

resistencia viene dada ppR] :[!A} =[Q], donde el simbol® representa a la unidad de

medida en Ohm[V] es la unidad de medida de la diferencia de paéroiVolt y[A] es

la unidad de medida de la corriente eléctrica empéne
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10.- Resistencias conectadas en serie.
Cuando conectamos las resistencias en serie, cemuisstra en la Fig. 3.10, existe una

Gnica corriente eléctrich que atraviesa cada resistencia.

AV

Figura 3.10 Resistencias conectadas en serie.

Si aplicamos la relacioAV R | a cada conductor, tenemos que
AV, =R | (3.56)

La diferencia de potencial entre los extremos dedaistencias en serie viene dado por

AV:ZA\/i :Z(R '):{ZR} 1= R, | (3.57)

es decir, la resistencia equivalente al conjuntoedistencias en serie, es igual a la suma de

las resistencias individuales

&erie = Z R (358)

11.- Resistencias conectadas en paralelo.

AN

|
/\/F%/\ >

IRV

< AV >
Figura 3.11 Conexion de resistencias en paralelo.

104



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

Cuando conectamos las resistencias en paralelop g@mmuestra en la Fig. 3.11, la

diferencia de potenciahV entre los extremos de cada resisterigiaes la misma, y a su

vez, es la misma diferencia de potencial de todadaexion en paralelo, es decir,

AV. =AV, 0Oi. Dado que ahora aparece una variedad de caminsiblg® para el
movimiento de los portadores de carga, se establdiéerentes corrientes eléctrichs a
través de cada resistenci@, cumpliéndose la siguiente relacion a traves deacad
resistencia:
AV, =AV =R | (3.59)
La corriente total en el circuito viene dada por
1=>1, =z%=av {Z%} (3.60)

Escribiendo el inverso de la resistencia equivalentel circuito en paralelo en la forma

(Alvj ) ( R,lJ ©)

1 1
=) = 3.62
I:%elralelo IZ R ( )

se tiene

12.- Fuerza electromotriz (Fem).

Recordemos que para el campo electrostéﬁgcéconservativo) se cumple quex EC =0

(el campo eléctrico es irrotacional), o en formm@nachS EC [l = 0. Usando solamente
campos electrostaticos no se puede producir undeeter estacionaria, ya que para
mantener la corriente estacionaria se requierepotencia por unidad de volumen igual a
Eljlld anjé 3

v = v =J[E, pero un campo irrotacional no puede producir pstancia por

unidad de volumen. La Fem se mide en VoIt[V] , igual que la diferencia de potencial.

Las corrientes estacionarias se pueden establacen eonductor sélo si estan presentes

fuentes de fuerza electromotriz (Fes), las cuales producen campos eléctricos no-

conservativosE,, con rotor distinto de cero, es decir, campos gtést de una naturaleza
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absolutamente distinta a la naturaleza de los camleatrostaticos. Supongamos que en un

determinado material existen campos eléctricosamservativosE._, con rotor distinto de

nc’?
cero [@x Enc #0), supongamos ademas que también estan preserdesalmpos
electrostaticos (conservativog) cuyo rotor es cero,]xE, = 0. La densidad de corriente
J viene dada por la relacion lineal (3.48) gE, donde el campo eléctrich es la suma

de los campos conservativoE, mas los campos no-conservativds,,, es decir,

E= ( E + EC) Luego,J =gE viene dada por

J=g(E+E,) (3.63)
La fuerza electromotriz o Fem se define como la integral de camino cerrada éoritaa
£=§(E +E,)ml (3.64)

donde dI es un vector diferencial tangente a la trayectoearada. Separando las

integrales, tenemos

€ = §E, tl +§E, [l (3.65)
Sabemos que para los campos electrostaticos (vatises) se cumple qU(§>I§C el =0,

luego, la Fem (3.65) viene dada por
¢ = §E,, il (3.66)

En consecuencia, la fuerza electromotriz Femes producida solamente por campos
eléctricos con rotor distinto de cero, lo cual iftglque la corriente es enteramente debida
a campos no-conservativos. Las fuentes de Eeson dispositivos capaces de generar
trabajo sobre los portadores de carga o generaditerancia de potencial entre dos puntos.
Este dispositivo genera campos eléctricos no-cueaseos o disipativos. Como ejemplos
de fuentes de Fem podemos nombrar a las pilasatasas, los alternadores, etc.

Usando (3.63), la Fem (3.64) también se puedeba&s@n funcion de la densidad de

corriente y de la conductividagl,

Jtdl (3.67)
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En el caso en que la densidad de corriente seaiaadamente constante sobre la mayor
parte de la trayectoria de integracion, esta r@hase puede escribir como

g=JL_1L (3.68)

g Ag

donde hemos escrito la densidad de corriehten la formad = (%\j Pero la resistividad
n= (lj es el reciproco de la conductividgd luego la Fem€ , queda
g
£=1 (ﬂj =IR (3.69)
A

dondeR = (%) es la resistencia del conductor definida antergot@ en relacion (3.53).

En general, podemos definir la resistenBlaen cualquier elemento de un circuito en la

siguiente forma:

Py
n

(3.70)

— | ™

13.- Circuitos eléctricos.
Los circuitos eléctricos se definen como caminoéctébos cerrados formados por
alambres conductores por los cuales la corrieéwredal puede fluir por una variedad de

caminos.

|+ SR

™
o—>
[
|
|

a d

Figura 3.12 Circuito eléctrico simple.

El problema basico de la teoria de circuitos el&mdres el siguiente: conocidas las Fem

y las resistenciafk presentes en el circuito, ¢cual es la corriédntgue pasa por cada uno
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de los puntos del circuito?. Ademas de resistendis el circuito puede tener
condensadores con capacitan€ay bobinas o solenoides que presentan determinadas
inductanciasL .
Recorramos el circuito de la Fig. 3.12 en el sentéidicda, que coincide con la direccion de
la Fem ¢ y también coincide con el sentido de la corrieatéctrica | propuesta.
Calculemos las diferencias de potencial entre padae puntos:
Desdea hastab.
En ese tramo so6lo existe una Fem de valoCuando una Fem es atravesada en el sentido
positivo de la Fem, se produce una diferencia denetal dada por
AV, =V,-V,=¢ (3.71)

Desdec hastad .
En este tramo existe una resistencia que es rdaarfavor de la corriente. Cuando se
atraviesa una resistencia en el mismo sentido ervigja la corrientd , la diferencia de
potencial vale

AV, =V,-V,=-1IR (3.72)
En los tramosbc y da, la diferencia de potencial vale cero, porque cadmo soélo
contiene alambres metalicos.
Si partimos del punt@ y vamos midiendo los potenciales a medida querrecwms el
circuito hasta llegar de nuevo hasta el puatda diferencia de potencial electrostatico es

cero, porque se restan dos potenciales idénticos.

V,+AV,,+AV,.-V,=0 (3.73)
Usando los resultados anteriores, se tiene
£-IR=0 (3.74)
Finalmente, vemos que se cumple que
£=IR (3.75)

Esto significa que la Feng es capaz de mantener una corriehtecirculando por el

circuito, a pesar de la existencia de una resigteRoque se opone al paso de la corriente.

14.- Segmento de circuito.

Calculemos ahora la diferencia de potendi®l, =V, -V, entre los puntos extremas y

b del segmento de circuito que se muestra en |a3Fi§.
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Figura 3.13 Segmento de circuito con corriente.

Sabemos por la relacion (3.63) que la densidadodéente se puede expresar en funcion

del campo eléctrico resultante,
J -
a = Ec + Enc (376)

multiplicando esta expresién por el diferencial aenino di , e integrando respecto al

camino desda hastab, se tiene
1%, . B_ B
~[Jml=[E i +[E,d (3.77)
Veamos el valor de cada integral por separado.
105 o
a) la integral—jJ Cdl .
93
A lo largo de la trayectoria des@ehastab, J y dl son paralelos, y la integral queda
b b
ijjmfzidel (3.78)
g a g a
pero si la corriente es constante, entonde—s(l—Aj, tambien es constante y puede salir

fuera de la integral, luego

b
ljjmhil (3.79)
9 gA
1%: o
EJ;J Ml =R, | (3.80)

donde la resistenciR,, viene dada poR,, :gLA'

b
b) la integralj E_dl .
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Esta integral es justo la definicion de diferencia potencial con signo negativo,

b
AV, =V, -V, = —j E.dl. Por lo tanto
b — —
[E @l =-av, =V, -\, (3.81)

b
¢) la integral j Edl.
Esta integral mide el valor de las Fenmedidas entre y b, es decir,
b
[E. .0l =g, (3.82)

Reemplazando los valores de la integrales (3.81) y (3.82) en la relacién (3.77), se
tiene
Ry I =(Va— V) + €4 (3.83)
a partir de esta expresion encontramos la difeaedei potencial entre dos puntasy b
del trozo de circuito
AV, =(V,-V,) =€~ Ry | (3.84)
Notese que si unimos el punto con el puntob, se tiene un circuito cerrado como el

mostrado en la Fig. 3.12. Ademas se tiene queV, y AV, =0, y la relacion (3.84),

queda
‘gab = Rab I (85)

Relacion idéntica a la relacion (3.75) del circuigsrado estudiado mas arrriba.

15.- Leyes de Kirchhoff

Un circuito puede estar formado por varias rameaminos distintos, 0 mas precisamente,

un circuito estd formado por una malla de camintsigectorias conductoras, cada uno de

los cuales puede contener una FEmo fuente de fuerza electromotriz. Ademas de los
caminos, las Fem y las resistencias, debemos aoasilds trayectorias cerradas dentro del

circuito, y los nodos o puntos de ramificacién es ¢uales concurren 0 se unen tres o mas

elementos conductores.
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El problema central del analisis de circuitos esdas la resistencia y la Fem de cada
elemento de un circuito, encontrar las corrientescada uno de estos elementos. Este
problema se puede resolver en forma sistematicanpatio de las llamadas leyes de
Kirchhoff.

15.1.-Ley de los nodos
La suma algebraica de las corrientes que entratey sle un nodo o punto de ramificacion

vale cero,

>1,=0 (3.86)

Esto corresponde a la conservacion de la carga eirauito de corriente estacionaria.

15.2.- Ley de suma de voltajes

La suma algebraica de las Feinen cualquier trayectoria cerrada del circuitoigesl a la

suma algebraica de los producid® en la misma trayectoria cerrada:

Zgj = leRi (3.87)
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2.2.6 Unidad IlI: Problemas Resueltos

En esta parte del Dossier se aplican los concegposndidos sobre condensadores,
resistencias, fuentes de fuerza electromotriz (Reawcuitos eléctricos en la resolucion de
problemas tipicos. Se aplican las leyes de Kirdhpafa calcular el valor de la corriente

eléctrica a través de cada resistencia, en difesdiftos de circuitos.

1.- Un condensador de capacitan€g, de placas paralelas de aréag separadas una
distanciad, se carga con una car@d Yy luego se desconecta de la Fem (ver Fig. 1.1).

Posteriormente se introduce un dieléctrico de emtstk y espesorb, que no llena
completamente el espacio entre las placas, es, deeid. Después de introducir el

dieléctrico, hallar la capacitanci@, la diferencia de potencialV entre las placas y la

cargaQ.
Q, |
)(d=(y+D))
b) k d
by
_QO [
Figura 1.1 Condensador de placas paralelas coécttieb.
Solucion:

Célculo de todas las magnitudes de interés, aetegrdducir el dieléctrico.
El condensador se cargé y luego se desconectoFagriaentonces

Q=Q, 1)
La diferencia de potencial entre las placas viedagor
V, =Ed (2)

donde E, es el campo eléctrico entre las placas del cordenssin dieléctrico, y apunta

desde arriba (placa positiva), hacia abajo (plagmtiva) y su valor viene dado por

-
o= ©
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donde A es el area de las placas del condensadey gs la permitividad eléctrica del

vacio. Para un condensador de placas paralelasmsabque su capacitancia viene dada
por

Co = (4)

Célculo de todas las magnitudes después de intraglwdieléctrico.
Dado que el condensador se carg0 y luego se deséahe la Fem, entonces la carga se

mantiene constante, es decir,
Q=Q, (5)
Sin embargo, la introduccion del dieléctrico emdieplacas cambia el valor de la diferencia

de potencial entre las placas y cambia ademagpé&itancia del condensador.

Calculemos la diferencia de potencial.
La diferencia de potencial entre las placas detlensador se calcula a partir de los campos

eléctricos que existen entre las placas. Sabemeshgy dos tipos de campo entre las
placas: a) campo eIéctricEO en la region sin dieléctrico, y campo eléctriég en la

region con dieléctrico. Usando estos campos, &xaliicia de potencial viene dada por
S R
o~ [ E @l - [ Ej (6)
y

(y+b)

>
<
1
o'—lzﬁ-
m
=Y
I}
1
O —y<
m

La relacion entre los campds, y E,, viene dada por

=— (7)

Es decir, el campo eléctrico dentro del dieléctessiempre menor que el campo eléctrico
fuera del dieléctrico. La Fig. 1.2 muestra que fotis campos eléctricos apuntan hacia
abajo, es decir, desde la placa positiva hacitatzapegativa. La razon es que las cargas de
polarizacion inducida, generan un campo interno sgi@pone al campo externo y eso

disminuye el campo resultante en el dieléctrico
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J(a=(y+1) 3l

b () k v ||¢

Iy 3

Figura 1.2 Campo eléctrico dentro y fuera del digi€o.

QI

El desplazamiento diferenciall en la integral apunta hacia arriba, porque integsa

desde la placa inferior negativa hasta la placarsuppositiva. Dado que los campos
eléctricos apuntan hacia abajo, se cumple dley E son opuestos, por lo tanto,
E, @l =-Ed y queE, [di =-E,dl: reemplazando estos resultados en la relaciors¢6),

tiene

y (y+b) d
AV =[Ed+ [ Ed+ [ Ed (8)
0 y

(y+b)
pero los campos dentro de las placas del condendadplacas paralelas son constantes,
luego salen del signo integral,

AV =Eyy+E,b+E,(d-y-b) 9)

AV =E,b+E,(d -b) (10)
usando (7), obtenemos la diferencia de potenciat éams placas cuando hay un dieléctrico
de espesob y constantek entre las placas,
b(1-k)+kd J

” (11)

AV:EO(

Notese que este resultado es absolutamente indeptnde la posiciory del dieléctrico

entre las placas.
Con este resultado podemos calcular la capacitateliacondensador con dieléctrico.

Sabemos que la capacitancia viene definida como

_Q
C= Ay (12)
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En este caso debemos poner la carga final en deosador con dieléctrico. Como vimos

en la relacion (5), se cumple q@@=Q,, ya que se desconecto la Fem del condensador.

Entonces,usando este resultado y la diferenciaadenpal (11), la capacitancia (12),

queda,
C= Q = QO = kQO (13)
AV AV E,(b(1-k)+kd)
PeroE, = 9 , entonces la capacitanat con dieléctrico, vale
0
_Q_Q _ ke,A (14)
AV AV (b(1-k)+kd)
Expresemos este resultado en funcion de la capaiztain dieléctricaC, = Aj‘)
c=r——9 ¢ (15)

(b(1-k)+kd) °
Este resultado muestra que la capacitancia coradtliglo siempre es mayor que la
capacitancia sin dieléctrico, ya que el término qudtiplica a C, en la relacion (15),

siempre es mayor que uno, es decir,

kd
(b(1-k)+kd) >t (16)
Si k =1, entonces el dieléctrico seria el vacio o aingaligjue lo que existe entre las placas.
Entonces se trataria de un condensador sin diel&cyrsu capacitancia viene dada por
C=C, (17)
Si b=d, entonces el dieléctrico llenaria completamentesglacio entre las placas del

condensador. La capacitancia seria entonces

dke,
= (d(1-K)+kd) =kGo (18)

Este resultado reproduce los resultados experitesntg@e definen la constante dieléctrcia

k en la forma

k=— (19)
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Si el espesob de la placa de dieléctrico tiende a cdro,» 0, entonces, el espacio entre
las placas seria el vacio y usando (15), se obtiene
C=C, (20)

resultado que coincide con el caso en Kuel para cualquier espesbr.

2.- Resuelva el problema 1 considerando que el eswadior con dieléctrico se puede

considerar como una conexion de condensadoresien se

0
b) k d
0

_QO |

Figura 2.1 Condensador de placas paralelas coéctlieb.

Solucion:
En principio tenemos tres condensadores en serie:

a) un condensador de aréay separacion entre placas lleno con aire de capacitancia

EA
C = o (21)
y
b) un condensador de aréa y separacion entre placds, lleno con un dieléctrico de
constantek , de capacitancia

_ [ &A
Cz—k( . j (22)

c) un condensador de aref® y separacion entre placésl—(y+b)), lleno con aire de

capacitancia
EA
d-(y+b)

Entonces usando la expresién para la capacitamcgege, tenemos que la capacitancia

C,= (23)

equivalente viene dada por
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i = i +__ + (24)
Cserie Cl CZ CS
d-(y+b
L_y,b, (y+b) (25)
Cuic EA k&A EA
1 1
——=——(yk+b+kd-k(y+b 26
e SOA(yk (y+b)) (26)
b(1-k)+kd
1 _b(-K -
Cserie k"90A
invirtiendo esta expresion, se tiene la capacitaaquivalente en serie
ke, A (28)

Coo=7—F—>——
= (b(1-k) +kd)
Resultado que coincide completamente con la capmié obtenida a través del calculo del

potencial entre las placas obtenido en relacion @dusamos el valor de la capacitancia

o EA L . .
del condensador sin dieléctricG, ZOT' la relacion (28), coincide con la relacion (19,

decir,

_ kd
©F (b(l—k)+kd)C° 29)

En el problema 1 vimos que todos los resultadosradgpendientes de la posicignde la

placa de dieléctrico en el condensador. Entoncedyigmos considerar que nuestro
condensador esta formado por so6lo por dos conderesadn serie:

a) un condensador de aréa sin dieléctrico de espes(xd —b) , CON capacitancia
£,A

d-b

b) un condensador de are®, lleno con dieléctrico de constanke de espesob, con

C = (30)

capacitancia

C,= k(ﬁj (31)
b
La capacitancia en serie viene dada por
1 1.1 (32)
Cserie Cl C2
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1 _d-b b _ 1
EA  KkE,A KkeA

(k(d=b)+b)

Cserie
1 _b(1-k)+kd
C..  keA

invirtiendo, se tiene el mismo resultado anterior
ke, A

Cserie =

b(1-k)+kd

(33)

(34)

(35)

3.- Consideremos un condensador de placas cuaddadisio L y separaciond entre

placas. Existen dos tipos de dieléctrico dentrocdaldensador, con espesores distintos, tal

como se muestra en la Fig. 3.1. Las constantegctlielas valerk, y k,, y el espesor de

las placas dieléctricas saﬂgz% y d, =d, respectivamente. Segun la Fig. 3.1, el ancho de

cada lamina dieléctrica viene dada mm% y a, :2—;'. La region sin dieléctrico se

puede considerar como un condensador de capaeit@naon constante dieléctrida=1,

espesord, =% y anchoa, :%

L
1
K, 'd

NS
0

w|r

Figura 3.1 Condensador de placas paralelas codigigstricos.

Solucién:

Dado lo aprendido en el problema 2, podemos corsmide este condensador con

dieléctrico como una combinacién de condensadaresere y paralelo. El diagrama de la

conexién de los condensadores es la siguiente.
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3 ¢,
4

Cl
L
3
Figura 3.2 Condensadores en serie y paralelo.

El condensador sin dieléctrid@,, tiene una distancia de separacion entre pldgasz y

. L . o
un areaA, = L(EJ' Por lo tanto, su capacitancia viene dada por

_EA &, (P _4(el?
“=, (MJ(EJE( ) .
4

Consideremos el condensador cuando no tiene nidiglgctrico. El area del condensador

de placas paralelas vald=L*, y dado que su separacién entre placasdessu
capacitancia viene dada por
c =28 37)

Entonces, la capacitancia del condensd&dpsin dieléctrico dada en (36) puede ser escrita
en funcion deC,, dada en (37), en la forma

C,=5C; (38)

El condensadorC, con dieléctricok,, tiene una distancia de separacion entre placas

d, =d yun areaA, = L(Z—;‘j . Por lo tanto, su capacitancia viene dada por
2
C2=k2£OA2=k2£0 L(&jZZkZ‘E‘J— (39)
d, d 3 d

Usando el valor d€;, se obtiene
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C,= % k,C, (40)

El condensadorC, con dieléctricok , tiene una distancia de separacion entre placas

d, :% y un areaA, = L(%) . Por lo tanto, su capacitancia viene dada por
2
Cl - klgoAl = klgo L(Ej - 4k§d_ (41)
d, ( d j 3 d
4
Usando el valor d€,, se obtiene
C,=3kCo (42)

Con estos valores podemos buscar la capacitanaizvadente de todo el circuito.

Simbdlicamente, la conexion tiene la forma

Figura 3.3 Conexion serie y paralelo equivalente.

Los condensadoreS, y C, estan en serie, luego su valor equivalente sgeee dado por
=t (43)

reemplazando los valores dados por (38) y (42)ese
1 1 1

= 3] [3e)

1 9 3 (% +3
" ac,) TTakcy) ‘((4k1co>) “o

(44)

serie

invirtiendo se tiene
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Cserie :( 4k1 jCO (46)
9k +3

Ahora el circuito se reduce a los condensadd@esy C_.. en paralelo entre si. La

e
capacitancia equivalente de los condesadores etejmaviene dada por la suma de los
condensadores

C =C,+C_, (47)

paralelo

Figura 3.4 Conexion en paralelo equivalente.

Reemplazando los valores obtenidos en (40) y {é6&mos

C araldo — E kzco + (ij Co (48)
P 3 ok +3
Cparaieio = %, (3k1 . ]) 4 Co (49)
i (9K, +3)

4.- Dado el circuito de la Fig. 4.1, encontrardagientes por cada resistencia.

3Q§ JAVp— T ggg
sv —— | 9Q§ — J1ev

Figura 4.1 Circuito con resistencias y Fem.
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Solucion:
a) consideremos el uso de corrientes por ramageis, ghor cada rama existe una unica
corriente que la atraviesa. Una vez dibujadas tasientes en el sentido propuesto,

aplicamos las dos leyes de Kirchhoff.

<—
1

- —
I [, I3
3Q§ 4V T 90
9% |

Y p—) — 16v

Figura 4.2 Circuito con dos mallas y un nodo.

Apliqguemos la ley de los nodos de Kirchhoff al natperior de la malla en la Fig. 4.2.
[,+1,-1,=0 (50)

Ahora apliqguemos la ley de la suma de voltajes idehKoff a dos mallas diferentes.
a) malla de la izquierda de la Fig. 4.2, circularedoel sentido de movimiento de los
punteros del reloj.

8+3,-4-9,=C (51)
b) malla exterior, circulando de la misma forma tumalla anterior.

8+31,+9,-16= C (52)
Las ecuaciones (50), (51) y (52), constituyen giesia de ecuaciones de tres incégnitas:
l,, 1, el;. Haciendo el algebra correspondiente, se obtirsecorrientes por cada rama y

por cada resistencia,
12
LL=—(A), 1,=—(A), I,=""(A) (53)

Dado que todos los resultados son positivos, ségnifjue nuestra eleccion inicial

(arbitraria) de los sentidos de las tres corrierftes correcta. En caso de que alguna
corriente hubiera resultado negativa, el resultagimérico seguiria siendo correcto, solo
que la corriente en realidad estaria circulandelesentido contrario al sentido propuesto

inicialmente.

123



2.2.6 Unidad lll: Problemas Resueltos

124



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo
2.2.7 Unidad 1V: Magnetismo

Equation Chapter (Next) Section 4En esta seccidon se estudian las propiedades aahmgos
magnéticos estaticos y dinamicos, asi como tamisén describe y analiza el
comportamiento de las leyes experimentales queitggrmescribir a los campos mageéticos
estaticos y dinamicos. Se finaliza la unidad corfoianulacion de las ecuaciones de

Maxwell en forma diferencial.

1.- Campo Magnétic®(T,t).

En esta seccion estudiaremos el comportamientoahepo magnéticcB(F,t) en el caso
estatico y en el caso dinamico. En primer lugabbed®s destacar que el campo magnético
B(F,t) tiene un caracter distinto del campo eléctl‘n:ﬂ(f,t), a pesar de que las ecuaciones
que permiten su descripcion son relativamente aresl

Las fuentes (las causas) que crean el campo megnBti son bien diversas pero,
macroscopicamente, podemos nombrar a los imanesales y artificiales, las cargas

eléctricasq en movimiento, los alambres con corriemtey los alambres con corriente

enrollados formando bobinas y solenoides. Tambimehos mencionar que el campo

magnético es totalmente diferente al campo elégtyi@ que las lineas de campo magnético

B son lineas siempre cerradas, lo cual indica quexisien monopolos magnéticos, por lo

tanto, la entidad mas pequefia es el dipolo magnétic cambio las lineas de campo

eléctrico E son lineas que divergen desde la carga o converdercarga (la fuente o la
causa) que genera el campo eléctrico. En este dasmos que existe un monopolo

eléctrico (la cargay). Microscopicamente, las fuentes del campo magmétienen dadas

por los momentos orbitales de los electrones yspar propiedades de espin. En lo que

sigue, solo consideraremos fuentes macroscopitasuagpo magnético.

2.- Fuerza magnética sobre una particula cargada.
Consideremos una region libre de campo eléctﬁc(ci,t). En esta region se envia una
particula con cargg con velocidadv, en dos direcciones distintas del espacio, laksua

hacen un angul@<18C . Si la particula no se desvia en ninguna de lasditecciones,
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podemos afirmar que en esa regién no existe canggméticoB. Por el contrario, si la
particula se desvia, podemos afirmar que existEaompo magnétic que actia sobre la
particula y que la desvia con una fuerza magnéijceExperimentalmentef, viene dada
por

F,=q(vxB) (4.1)

La unidad de medida del campo magnétwiene dada por

[B] = {Cll\l_rﬂ = [Tﬂ =[T] (4.2)

dondeT es la unidad de medida del campo magnético llanfadéa, N es el Newton

(fuerza), A es el Ampere (corriente eléctrica)[y es la unidad de longitud en metros.

Otra unidad de medida de campo magnético que a \&xesa es el Gaus[@]), que se

relaciona con el Tesla de la siguiente mandfa:]=10'[G]. Por ejemplo, el valor

aproximado del campo magnético en la superficie laetierra viene dado por
Beresre = 0-5%10%[T] = 0.5G].

terrestre

El producto cruz entre vector&sy B, viene dado po(vx B) =|Y/|‘ asine ‘e, donded es

el menor angulo entre los vectoreésy B. El vectoré, es un vector unitario perpendicular

al plano formado por estos dos vectores, y siguegla de la mano derech&Jsando esta
definicion geométrica, el producto cruz se puedeasar a través de un determinante. Si

cada vector viene dado en la forma cartesiana gener

V=Vi+y, j+v,k

- R R R (4.3)
B=Bi+B,]+BJk
El producto cruz se obtiene a través del deterngnan
Fj oK
(v2B)=w v (4.4)
B, B, B
usando la expansion de Laplace del determinantehtiene
(vxB)=1(vB,-v,B)- [ %B~- v,B)+ K v B v§ (4.5)

En consecuencia, tenemos dos formas de calcuiaeiza magnéticd, = q(vx B) :
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3.- Trabajo de la fuerza magnética.
El trabajo W, producido por la fuerza magnétidg, sobre una particula cargada en

movimiento viene dado por

W, = [ F, 0l (4.6)

donde dI es un vector diferencial tangente a la curva tty&. Por otra parte, la

L L ] o _dl
velocidad instantane& de la particula en su trayectoria viene dada \pgra, por lo

tanto, dl puede ser expresado comb =V dt. Reemplazando esta relacién en (4.6), el

trabajo magnético viene dado por
W, = [F,0l = [ F (v dt (4.7)
Usando la expresion (4.1) de la fuerza magnétmdemos escribir

W, =jq(w Bovd (4.8)

El producto vectorial mixto(\7>< B)E’/ se puede reescribir usando las propiedades
vectoriales en la siguiente forma. Usando conmutitil del producto punto, se tiene
(\7>< B)Ev: w@w Ta) (4.9)
luego cambiamos el punto por la cruz y el produacixto no cambia,
(vxB) = vifvx B=(w YOt (4.10)
Pero, el producto cruz de dos vectores paralelemsmmpe es cero, ya que

(vxV) =vwsin0 = 0. En conclusion, el producto vectorial mi><(tﬁ>< B)E{’/ contenido en

la expresion del trabajo magnétit, vale cero y por lo tanto, el trabajo magnético

siempre es cero, y por lo tanto no cambia su eagergi
W, =[F, 0l =0 (4.11)

Esto significa que el campo magnético sélo puedebé la trayectoria de la particula
cargadaq.
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Ya vimos que un campo magnéti€b ejerce una fuerza desviadora sobre una cgqrgae
se mueve con velocidad instantanéa Veamos ahora qué le ocurre a un alambre con

corrientel puesto en una regién donde existe un campo magriti
Al interior del alambre con corriente, las cargdécteicas se mueven con velocidad

constanteV, (velocidad de arrastre) . Consideremos un trozoakenbre de largo
diferencial dl. Cada portador de carga siente una fuerza magnét&sviadora

Ifm :q(vdx B). Dependiendo del tipo de material del alambreesebicual se establece la
corriente eléctricd , existe un numerd\N de portadores de carga por unidad de volumen.

En un alambre cilindrico con area de seccion tress¥ A y largo diferencialdl, el

volumen diferencial viene dado pdv = Adl. Por lo tanto, el nimero total de cargipo

de portadores de carga disponibles en el volunferedicialdV , viene dado por
dg= NgdV= NgAd (4.12)

Sobre cada uno de los portadores de carga se ejeacmerzalfm. En consecuencia, la
fuerza magnética totalF, (diferencial) o la fuerza magnética resultantersa trozo de
alambre con corrienté, viene dada por
dF, = dq( v, x B (4.13)
Usando (4.12) se tiene
dF, = NgAdI(yx B (4.14)
Pero los vectores, y dl son vectores paralelos, por lo tanto podemos éscrib
div, =v, di (4.15)
Usando esta propiedad podemos reescribir la relg¢did4) en la forma
dF,, = NgAy,( dix B (4.16)

Pero de acuerdo a la Unidad lll, la corriente eiéatl en el trozo de alambre en estudio,
viene dada por

| =NgAVy, (4.17)
por lo tanto, la expresion (4.16) queda finalmemt®o

dF, = Idl xB (4.18)
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Sumando todas estas fuerzas magnéticas diferencalee un alambre de largo finito,

obtenemos la fuerza magnétiEg sobre un alambre con corrierite

b
£, = [Id xB (4.19)

4.- Ley de Biot y Savart.

En esta seccién estudiaremos la manera de caklutampo magnético a partir de una de
sus fuentes macroscopicas: la corriente eléctriclistoricamente se descubrié el efecto
desviador producido por un alambre con corrientgesana brdjula magnética y también
sobre un iman. Estudios experimentales mas refsnga@omitieron obtener el valor del

campo magnético vectoridd generado por un alambre con corriente eléctticA/emos

asi que la fuente (la causa) que genera el campgnétieo B es la corriente eléctrich, es
decir, cargas eléctricas en movimiento. Por congi@ma recordemos que la fuente (la

causa) que genera el campo eléctiic@s la cargay, tal como vimos en el capitulo 1.

Consideremos un trozo de alambre con corrignteuya ubicacion, respecto al origen de

un sistema de referencia, se muestra en la Fig. 4.1.

P

O

Figura 4.1 Campo Magnétid® creado por un
alambre con corriente eléctri¢aen el puntoP .

En la Fig. 4.1,dl es un diferencial vectorial que apunta en directigente al alambre y

en el sentido que circula la corriente eléctricakl vectorr indica la posicion del punto
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fijo P respecto del orige® donde queremos medir el campo magnéfcoEl vector '
indica la posicién del vector diferencidl respecto del orige®. Nétese que” no varia

durante el calculo del campB, en cambio, el vector’ varia sobre todo el alambre con

corriente.Experimentalmentse demuestra que a partir de este esquema, edriial de

campo magnéticalB generado por una corriente eléctricaiiene dado por la ley de Biot-
Savart,

L | dl x(F -
dB(r):’Z(;T |r(—r'|3 ) (4.20)

donde x4, es la permeabilidad magnética del vacio y vale= 477x10" (ijj Usando el

Principio de Superposicién, el campo magnéﬁ(cf) resultante se obtiene por integracion

sobre la variablé, la cual esta relacionada con la variablegue indica la posicién dél
en el alambre. El vectar es un parametro fijo, ya que el punto de obsedvali esta fijo
respecto al observador en el origén El campo magnético resultante viene dado por

S (1) = [dB(7) = 2! di x (7 —r")
B(1)=[0B() =4 [

(4.21)
r—r

Esta formula matematica tiene una forma similaa @xpresion que permite calcular el

campo eIéctricoE(F) usando la ley de Coulomb. Ambos campos dependanwigso de

la distancia cuadréuicE|
r—

1
7 desde la fuente que crea el campo (cargsara campo

eléctrico y corriente eléctrich para el campo magnético) hasta el punto de obsérv&
del campo.

En conclusién, la ley de Biot-Savart nos indica tpdo alambre con corriente eléctrita

(y también cargas en movimiento) genera un campnétio B en su vecindad. Usando

diferentes configuraciones de alambres con cogiénse pueden obtener dispositivos que
producen diferentes formas de campos magnéticogpoasjemplo, alambres enrollados
con corriente generan un sistema llamado bobirdenside que permite almacenar campo

magnéticos y ser usado en circuitos eléctricos g@sarrollos tecnolégicos.
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5.- Ley de Ampere

Usando la ley de Biot-Savart alrededor de un alamlrgo, y a su vez haciendo
experimentos muy sencillos, se llega a la conciude que las lineas de campo magnético
forman circunferencias alrededor del alambre caniante, es decir, las lineas de campo
magnético son lineas cerradas, tal como se muastia Fig. 4.2. La direccién del campo

magnéticoB alrededor del alambre se obtiene a través deyla de la mano derecha.

B<—doH--dl R
RN S \/B
BN
R
di B

Figura 4.2 Lineas de campo magnéti®areadas por alambre con corriette

Esto significa que las lineas de campo magnéticenmanan de un Gnico punto o no llegan
a un unico punto, tal como ocurre en el caso delpcaeléctrico. Por eso decimos que no
existen monopolos magnéticos. Si tomamos la diveigede la ecuacion (4.21) se
demuestra, después de un desarrollo algebraicasejoemple la siguiente ecuacion,
OmB=0 (4.22)
Esta ecuacion es una de las cuatro ecuaciones gedWlaPor otra parte, si tomamos la

integral de volumen de esta expresion

[Om®Bdv=0 (4.23)
\%

y usando el teorema matematico de Gauss, se tiene

[om dV:SB BOdS=0 (4.24)
\% S

donde S indica la superficie que encierra al volumén La forma integral de la ecuacién

de Maxwell viene dada por,
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@émé: 0 (4.25)
S

La integral cerrada midel flujo del campo magnétic8 a través de la superficie cerrada.
Este flujo siempre es cero, lo cual significa gaeptoyeccién del campo magnétig

sobre la diferencial de superficidS contribuye en cantidades positivas y negativas,

siempre en la misma cantidad, independientemenlz slgperficie en estudio. Es decir, las

lineas de campoB entran y salen de la superficie en igual proporciBista es la
manifestacion de la inexistencia de monopolos miagrse

Para obtener la ley de Ampere, midamos todas lasilsociones del camp®& alrededor
de la trayectoria cerrada circunferencil, centrada en el alambre recto muy largo con

corriente | , como se muestra en la Fig. 4.2. Estas contribesidas mediremos a través

del producto puntaB[dl , dondedl es el vector diferencial tangente a la circunfei@n
centrada en el alambre con corriente. La contriyutdtal se obtiene calculando la integral

cerrada de linea,

gSéEdf (4.26)

Sobre una circunferencia de radiofijo, se cumple queB[dl = Bdl, porqueB y dI son
paralelos en cada punto de la trayectoria circenfgal y adema® es constante sobre la

circunferencia. La integral (4.26), queda

gﬁémﬂ :g% Bdl= Bg% dl (4.27)
La integral cerrada mide el perimetro de la ciretmﬁcia,c.[)dl =27 . Usando la ley de
Biot-Savart se demostroé que la magnitud del camagn@ticoB alrededor de un alambre

o

recto muy largo viene dada pcB:Z—. Reemplazando este valor en relacion (4.27), se
i

tiene
gSBm”z(”—O'j(zm) (4.28)

simplificando obtenemos

gS Bl =y, (4.29)
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Este resultado se obtuvo para el caso particulanddambre recto muy largo con corriente
| . Sin embargo,experimentalmentese cumple que cuando una trayectoria cerrada
arbitraria ' es atravesada por una corriente estdblese cumple la siguiente relaciéon

general,

95 Bl = (4.30)

dondel =1 representa la corriente total encerrada por aeitea cerradd” (curva

neta
encerrada

Amperiana). Esta es la llamada ley de Ampere.
Usando el teorema de Stokes, esta ley se puedbiesarforma diferencial

qSémT:j(ixé)[ué:yol (4.31)

donde dS es el vector diferencial que sale de la superfitie es limitada por la curva

Amperianal . Por otra parte, la corriente que atraviesa ledigie S limitada por la

Amperianal, se puede escribir en la forrriazjj [dS, donde J es la densidad de
S

corriente por unidad de area que estudiamos emidad Il1l. Reemplazando en (4.31), se

tiene
j(ﬁxé) (S = 4, [ 0 (4.32)
S
dado que la superficidS es arbitraria, se cumple que
OxB = 4, (4.33)

Esta es la forma diferencial de la ley de Amper&Q}¥ Esta no es una ecuacion de

Maxwell, dado que no toma en cuenta la variaciomodecampos eléctricos en el tiempo

(%—fj La generalizacion de esta ley viene dada por

OxB=y,J +eoyo‘2—'t5 (4.34)

El dltimo término de la derecha fue obtenido porxiell. Esta ley se denomina ley de

Ampere-Maxwell y fue fundamental para el desarrdida fisica electromagnética.
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6.- Induccion Electromagnética.
Trabajos experimentales realizados durante el sidk permitieron establecer que la

variacion del flujo magnéticeb, a través de una superficie abierta producia ueezdu

electromotriz (Feme) inducida. También podemos decir que la variadiéinflujo produce

una diferencia de potencial no-conservativa y queduso puede producir una corriente
eléctrical inducida si el flujo varia sobre un circuito celwa Este comportamiento del
flujo magnético es absolutamente distinto de lososotcomportamientos magnéticos

descritos a través de las leyes anteriormentesvi®Racordemos que el fluj® de un
vector cualquiera a través de una superfic®, se define como

¢A:jAm§ (4.35)
S

Si la superficie es cerrada, entonces el flujosddsuperficie cerrada viene dado por

¢A=¢Amé (4.36)
S

Si ahora consideramos el flujo del vector campométigo B, entonces, el flujo a través

de una superficie cerrada vale cero siempre,

®, =§BES=0 (4.37)
S

tal como lo vimos en ecuacion (4.25). También digmgue este comportamiento es
absolutamente general y que este resultado cdastina de las ecuaciones de Maxwell,

que en su forma diferencial viene dada pdiB =0, y que representa la inexistencia de los
monopolos magnéticos. El flujo magnético a travésuda superficie cerrad®, es muy
distinto al flujo eléctrico a través de una sumeeficerrada®., ya que para el caso

eléctrico, el flujo a través de una superficie @darda origen a la ley de Gauss,

— — c— qneta
¢E_f5ms_:§- (4.38)

Este comportamiento es una indicacion de las ditéas fundamentales entre los campos
EyB

Volvamos ahora al comportamiento del campo magmédic El flujo magnético sobre una
superficie abierta no tiene ninguna restricciénene dado por
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O, :jémé (4.39)
S

Este flujo puede variar en el tiempo por varia®nes: a) por variacion dB en el tiempo,

b) por variacion de la superficie, ¢) por movimgwke la superficie, d) por varios de los

casos anteriores. Experimentalmente, se ha llegdaaonclusion de que la variacién en el
tiempo del flujo magnético a través de una superfibierta, se convierte en una fuente de
fuerza electromotriz (Fera). La nueva ley experimental se denomina ley dad&-Lenz

y la Fem inducida viene dada por

do,
=- 4.40
dt (4.40)

El signo menos se asocia con la propiedad de laralata de oponerse a cualquier

variacion del flujo magnético. Normalmente & se la llama Fem inducida. La Fem
inducida es capaz de establecer un campo elédtmaacido en una region libre de
conductores metalicos (las ondas electromagnétinasl vacio son un claro ejemplo de
este comportamiento), y también es capaz de pnodadiiente eléctrica inducida si hay
conductores formando circuitos cerrados. Cuandmasda palabranducido o inducida

no significa que las consecuencias no sean resfesque con estas palabras se indica el
método mediante el cual se generd la Fem o laetterieléctrica o el campo eléctrico.
Debemos enfatizar que la ley de Faraday-Lenz (44Q)na ley experimental totalmente
independiente de las otras leyes asociadas al caragoético.

En la ecuacién (3.64) de la Unidad Il vimos qud-&am £ viene definida a través de la

siguiente expresion general

£=§(E +E,)ml (4.41)
separando las integrales, se tiene,
&= JE, wl + §E, i (4.42)

pero é’:aﬁﬁc [dl =0, porque se trata del campo electrostatico, el @salun campo

conservativo. Esta integral mide la diferencia d¢éepcial entre dos puntos idénticos, es

decir, Szc.f)EC mT:va—va:o. Por lo tanto, la Fem (4.41), queda expresada salo

funcion de los campos eléctricos no-conservativas, como los campos eléctricos

inducidos por la variaciéon del flujo magnético avtes de la ley de Faraday-Lenz,
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E= gBEnC rell (4.43)
Reemplazando (4.39) y (4.43) en la ley de Faradazl(4.40), se tiene
des = o -
E=—-—|BMUS= Odl 4.44
- j $ E, (4.44)

Para el caso de un circuito rigido y estaciondai@erivada temporal puede ingresar en la

integral como una derivada parcial
JE, o =[S s (4.45)
< Ot

En la ecuacion (1.64) de la Unidad | mostramosplecacion del teorema de Stokes para
cualquier campo vectoridf

¢ E 0l = js(mx E)EdS (4.46)
donde " es una curva general que limita a una superfidigraria S. Aplicando este

teorema a la parte izquierda de la ecuacion (4sé5iene,

PE, i = [ (OxE,) 5=~ i % Ods (4.47)
js(ﬁx Em) [MS=- i ‘2—? 0de (4.48)

Dado que esta igualdad debe valer para cualquperfcie S, se debe cumplir que
~ . _ 0B

nc _E

Dado que para esta ley sélo contribuyen los camefidricos inducidos no-conservativos

Ol
X
m
I

(4.49)

E. ., podemos usar por simplicidad de lenguaje la mnaE, = E, por lo tanto, la forma
diferencial de la ley de Faraday-Lenz viene dada po

OxE = —‘3—? (4.50)
Esta es la ultima de las cuatro ecuaciones de Maxwe
En resumen, y tal como dijimos en la Unidad I,Xpresion de la divergencia y el rotor de
cada campo constituye un conjunto de cuatro ecoesique se denomin&tuaciones de

Maxwell y queexperimentalmenteenen dadas por:
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(4.51)
X E = —a_B
ot

Este conjunto de ecuaciones diferenciales line@lake el Principio de Superposicion)

—

|

OB IS

constituye una notable generalizacion experimeftalestas ecuacioned, es la densidad
de corriente eléctrica, y es la densidad volumétrica de carga eléctricaedddtjue los
campos eléctrico y magnético esti@isolublementeunidos a través de las ecuaciones
diferenciales (4.51) y dan origen al llamadmampo electromagnéticoTodo el
electromagnetismo esta descrito por las ecuacideddaxwell (4.51), junto con la fuerza

de LorentzF,

F.=q(E+vxB) (4.52)
y con la segunda ley de Newton
- dp
F=—. 4.53
it (4.53)
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Equation Section (Next)
2.2.8 Unidad IV: Problemas Resueltos

En esta seccidon se hace una aplicacion de las diy@sicas y estaticas del magnetismo, a
través de la resolucion de problemas. Se empleaadas distribuciones de corriente
eléctrica para generar campos magnéticos, y azsgevestudian varias situaciones teoricas

gue permiten comprender la generacion de Fem iddsigi corrientes inducidas.

1.- Hallar el campo magnético vectorial en el arnigé del sistema de coordenadas,
producido por un alambre con corrieriteformado por segmentos rectos de latgoy un
segmento vertical de largea que esta separado del origen una distabcjaal como se

muestra en la Fig. 1.1

@2 1

Figura 1.1 Campo magnético creado por un alambre co
corrientel , en el origerO.

Solucion:

Los alambres horizontales los numeramos 1 y 2aje@hbre vertical lo numeramos 3.
Alambre 1: (horizontal superior)

Los vectores posicidon del punto de observaciorcaepo magnética y de la posicion de

la corrienter”, con respecto al orige® del sistema de coordenadas, y las relaciones entre

ellos vienen dados por,

=0,

F =xi +aj,

(F-r")=—xi —aj, (1.1)
F-r|= e’
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Recodemos que en la ley de Biot-Savdltt, siempre apunta en la direccién de la corriente
eléctrica, luego,

dl = —df' = —dxi (1.2)
Aplicando Biot-Savart, se tiene

/A piL dfo(—xf—aAj) 4y DL dxAix(—xAi—a?j)
B = 4 '! (x2+a2)% 4 '[[ (X2+ az)% (1.3)

A

pero, i x (—xi —ai) = —a(fx f) =-ak, ya quei xi =0. Por lo tanto, (1.3), queda

D+L

= _ Ula dx
&= 4 5 ( 2 2)%

PR

(1.4)
X" +a

integrando, obtenemos

g, = £ (O+L) DI} (1.5)

4ra \/(D+L)2+a2 _\/D2+az

Por simetria de los alambres horizontales, los canmpagnéticos producidos por ambos

alambres son iguales, es decir,
B =B, (1.6)

B:,uol (D"'L) _ D
2 47Ta \/(D+L)2+a2 \/D2+a2

>

(1.7)

Alambre 3: (vertical)

En este caso, los vectores que se necesitan pagpadacion de la ley de Biot-Savart son

r =0,
I =Di +y],
(F-r")=-Di -yj, (18)
r-r|={p7+y?
Reemplazando en Biot-Savart, tenemos
_ I'x(F =f" a —dy jx(=Di —-vyj
BS(F):,UOI.[dIX(r r):/,lo|I y jx(-Di - vj) w9

AT |F—Iﬂ|3 AT 2 (Dz + yz)%
pero, j x (—Diﬁ—yjﬁ) =-D (jAXiA) =D (—kA) =Dk , y ademas] x | =0, luego (1.9) queda,
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s oo _MIDFdy -
r)= k 1.10
B (1) =—"2 L(Duyz)/z (1.10)

5 (7) — :uol y p
r= 1.11
5= s Torr s (1.11)

Finalmente,B3(F) viene dada por

Hola ¢ (1.12)

B == 2D\ D% +a?

El campo resultante viene dado pBg = B + B, + B,, pero por resultado (1.6), se tiene,
B.=2(B)+B,

k (1.13)

B :2,uo| (D+L) D Kk — Hyla

Coam \/(D+L)2+a2 JD?+a’ 271D\ D%+ a?
Finalmente, el campo resultante creado por el alamin corriente viene dado por

g =l (b+) __ D a K (1.14)

2m a\/(D+ L)+ &2 a/D?+a® DJD+a’

2.- Hallar el campo magnético creado en el puntgor la distribucion de corriente
formada por dos alambres rectos semi-infinitos yalambre semicircular que se muestra

en la Fig. 2.1.

n

@ Tk

PID%X

d ®

—\

i

A

| ®

Figura 2.1 Campo magnético creado en el punto
por un alambre con corriente.
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Solucion:

Consideremos un sistema de referencia con origesl panto P como se muestra en la
Fig. 2.1, donde el ejeg sale perpendicularmente de la pagina. El problpoede ser
separado en tres partes, de modo de consideraeparado la contribucion de cada trozo
de alambre, tal como se indica en la Fig. 2.1a@é8 de los numeros. Por la simetria del

problema, la contribucion de los alambres rectosi-g&initos es la misma, por ello sélo

calcularemos el alambre 1y consideraremosﬁlueég y el campo resultante vendra dado

por:
B.=B+B+B=2B+8 (15)
Aplicaremos la ley de Biot-Savart para calculacainpo magnético en cada seccion del
alambre
_ dl x(r -
gg= 4ol 4 X(T) (16)
ar | -r|

Célculo del campo magnéti(ﬁl, creado por el alambre horizontal superior.

En este caso los vectores vienen dados por:

=xi +R]j, (17)

Por lo tanto:

32 (18)

y para los productos cruz, se tiene
dl (7 ") =dxf x(-xf - Rj) = R~ ¥ (19)

Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos:

s FIX(T) gt Rax ,
= = 0
S 4”'[(XZ+R2)3/2 )

S cuR1 x|
=k il
S R TR

(21)

finalmente, se tiene
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5, = -4l i 22
B R (22)

Célculo del campo magnéti(ﬁz, creado por el alambre semi-circunferencial vattic

Figura 2.2 Campo magnético creado en el puhtpor la
seccion semi-circunferencial del alambre con coteé .

Mirando la Fig. 2.2, vemos que en este caso lomkexr y 1’ vienen dados por:

r=0,

R R (23)
" =-Rsingi —Rcowp |
El vector diferenciaddl viene dado por
dl =dr' = —Rcospdgi+ Rsinpdy j (24)
Por lo tanto:
F—F" =Rsingi +Rcowp
B s (25)
F-r =R
y el producto cruijX(F —F) gue aparece en la ley de Biot-Savart, se expresa
di x(r -r) = (—R cosgdpi + R singodqo]) ><( Rsipi+ R coquj) (26)
También se puede obtener el producto cruz por nuElideterminante,
] j K
di x(F —i") =|-Rcosgdg R sinpdp (27)
Rsing Rcosp
Haciendo la expansion de Laplace del determinaeteptiene
di x(F -") :—R2d¢(00§qo+ sirfw)ﬁ (28)
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dl x(F -F") = -R%dgpk (29)

Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos:

4_,u0|”dl (F-r") _ ul F-R:dgp ud o
B, = dgk 30
2 4n£ s 471sz0 R 4nR£ ¢ (30)
= _ Ml o
B =—-=—k 31
> =" IR (31)
El campo magnético resultante en el puRt@sta dado por
24y~ ol 5
B =2B+B =-—"0 k-—0_ k 32
Bl BZ 4R 4R (32)
Finalmente, el campo magnético resultante en dlopBn viene dado por
Ho
B, = ﬁ(‘*lj( k) (33)

El signo menos indica que el campo magnético r@stidtapunta en la direccion negativa
del ejez, es decir, en este caso, entrando en la pagina.

3.- Dos espiras de radiosy b respectivamente, cob<a, estan colocadas en forma
perpendicular a un eje comun. Las espiras portamentes estables, el , en distintos

sentidos sobre cada espira, y sus centros estamadep una distancia, tal como se

muestra en la Fig. 3.1.

Figura 3.1 Campo magnético creado por espiraslanesicon
corriente que giran en distintos sentido.
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a) Encuentre una expresion para el campo magnéticitaete BR(Z) a lo largo del
eje z.

b) Suponga que es posible regular la corridpten la espira de radib. Encuentre el

valor del, para queéR(z) ,enz :% , Sea igual a cero.

Solucion:
a) Calcular el campo magnético producido por lasespiras.
En primer lugar, calculemos el campo magnéticodrgaor una espira de radio R, en el

punto P, a una altura z sobre su plano.

Figura 3.2 Campo magnético creado en el eje depliazce
circular con corrient/| .

El origen del sistema de referencia lo ponemo® jestel centro de la espira de radio R. De

la figura vemos que

= l’i
r =2zk, ) ) (34)
r'=Rcosfi+Rsirg |
con estos valores calculamos,
(F-F")=-Rcosdi -R sing ] +zk
(35)
F-F|=vR?+2?
Ademés sabemos quif = dF,
dl =df' =-Rsin@dd i+ Rco B j (36)

donde,0< @< 2r7.

La diferencial de campo magnético viene dado ptaylale Biot-Savart:
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4B = Mol dl (T —3r ) (37)
ar |r r’|
Usemos la forma del determinante para calcularaelycto cruz:
] j K
dl x(F -r") =|-Rsin6dd Rco¥ ¥ (38)
-Rcosf  —-Rsind
dl x(F —i") =i zRcosfdd- | zRsiH B+ kR @ (39)
Reemplazando en la relacién (37), se tiene
. T (F | zRcos# - | zRsind d+ kR @
dB: /'IOI dl X(r r ) - /'IOI ( ) (40)

ar |r-r  4m (R +2)"
Al integrar se eliminan las componentes x e y dehgo magnético, ya que se anulan las
. , 2, 2 .
integrales sobre el angul8, esto es,jO ”sm6?d67=J'O”cos9dH: (. En consecuencia, el

campo magnético resultante apunta solo a lo laetejd z

2 A
B:de='uo4|§ joz (R2 fzz)s/z k (41)

Al variar el anguloé@ entre 0 y 27 recorremos toda la espira. Sin embargo, cuando est
ocurre no variazni R, por lo tanto, el campo magnéti®(2) creado por la espira apunta

en la direccion del eje, y viene dado por:

B} R -
B(=—4" & (42)
2(R2+ 22)

Notese que el campo magnético creado por la espodargo de su ejg apunta siempre

hacia arriba, segun la figura 3.2. Es decir, siimed el campo magnético creado por la

espira para valores negativos zleel campo de la espira sigue apuntando haciaaarrib

Caso particular. En el centro de la espira, esrdparaz=0, el campo magnético viene

dado por

B(z:O):'LZI—OFLR (43)
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Célculo del campo magnético resultante creadogsodds espiras.
Ahora aplicamos el resultado general (42) a cadadenlas dos espiras, suponiendo que el
punto P de observacion del campo magnético se encuefdrdeaecha de las dos espiras y

a una distancia del origen, ubicado justo en el centro de la espér radioa.

X

< L —>|< (z-L) >

Figura 3.3 Campo magnético creado en el pihpor dos
espiras con corriente que giran en distintos sesitid

La espira de la izquierda tiene radi®=a y corriente eléctrical,. De acuerdo a la
expresion general dada por la relacion (42), elpmmagnéticoél(z), a una distancia

sobre el centro de la espira, viene dado por,

B()=— 2 (44)
2(a2 + zz)

La espira mas pequefia ubicada a la derecha tieredimR = b y lleva una corrientd,,.

El campo magnétic@z(z) debe ser medido a una distan(:ta— L) de su propio plano, por

lo tanto,

S — :U0|2b2 —k
e ”

Hemos colocado un signo negativo para el vectotarai K, porque el campcéz(z)

apunta en la direccién negativa del geEl campo I§2(z) siempre apunta en la direccién

negativa del ejez, ya sea que midamos el campo magnético a la deehla izquierda
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de la espira pequefia. Por lo tanto, los canfﬁ;oya I§2 apuntan en distintos sentidos sobre

el eje z. El campo resultantéR(z)de las dos espiras viene dado por la suma vectigial
los campos:
B.(2=B+B (46)

Explicitamente:

I§R(Z) =to & 3z Lk 312 k (47)
2@+ 2)" (o7 (z- )

. : L
b) Calculo de la corriente, para lograr que era=z se anule el campo resultante.
Si el punto de observacion del campo magnético erstd medio de las dos espiras, en

z=%, entonces, el campo resultaiBg( z) , queda,

5 (2=by=th| 1@ b’ :
B:(z= 2) > [ o2 ] ANETE: k (48)
—=-L
( ] j ( (2 j j |

Exigimos que se cumpla la condici&; ( z:%j =0, es decir,

I\J\l—

2> 1p? —0 (49)

2 3/2 2 3/2
a.2 +£ b2 +£
4 4

Despejando, obtenemos finalmente el valor de laiesde |, para la cual el campo

magnético se anula en el punto medio entre lasasspi

2 > 2 3/2
=112 4b + L (50)
2 1 b 4a2 + L2
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4.- a) Hallar el campo magnétid® en el puntoP , producido por el alambre que lleva una

corriente constante . El alambre esta formado por dos alambres re@ns-imfinitos y

una semi-circunferencia de radi. b) Encuentre el valor del campo magnétigosi
h- 0.

Figura 4.1 Campo magnético creado
por alambre con corrien| .

Solucion:

Hemos marcado cada trozo de alambre con un nur@atoularemos primero el campo
magneético producido por los alambres semi-infinitog 3. Por simetria, los campos de
cada alambre son los mismos en el puRtoes decir,B, = B,, asi que basta calcular uno
solo de ellos.

Campo producido por el alambre 3.

Figura 4.2 Campo magnético creado por un
alambre con corriente recto y semi-infinito.

Considerando el origenO del sistema de coordenadas en el centro de la- semi
circunferencia de la Fig. 4.1, y tal como se indinda Fig. 4.2, los vectores que definen al

problema vienen dados por,
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(51)
y el vector resta viene dado por,

(52)

El diferencial di apunta en la direccién de la corriente eléctriza, este caso en la

direccion negativa del eje, luego

dl = -dxi (53)

El campo magnéticcﬁ?g, viene dado por la ley de Biot-Savart

Lol pdlx(r =)
()= (54)
BS 477_'[ |I7—Iﬂ|3
Usando (52) y (53), se tiene,
L | —dxix(xi+hj
B,(n =L | ) (55)
4T (X2+h2)
El producto cruz vald?X(xf+hf) =hk, luego,
s o _ MhlF dx o -
ry=- k 56
B =" ] T (56)
Integrando, se tiene
= hl | X "
r)y=- k 57
By(T) 47T_h2\/x2+h2L (57)
El campo del alambre 3 apunta en direccion negdtiVajez.
5 oy — _ Mol | R %
ry=- 1- k 58
i Y

Por simetria, el campo magnético del alambre 1 leateismo que el campo creado por el

alambre 3, luego escribimos,

(1) = BN =22 {1— JRth}k (59
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Calculemos ahora el campo magnético producido Ipglambre semi-circunferencial 2 que

se encuentra en el plavﬁ&, z). La Fig. 4.3 muestra la disposicion de los vesore

Figura 4.3 Campo magnético creado por un alambre
semi-circunferencial con corriente en el pufto

Los otros vectores que definen al problema viersetos por,

F=hj,

- - 60
' =R(cos6i + singk) (50)
el vector resta viene dado por,
(F-F") =(-Rcosti +hj -R singk| ,
(61)
F=r"|=VR? +h?
El vectordl es tangente al alambre en la direccién de laamtei , luegodl =dF’
di =dr' = R(—sin@h cos9|2) o (62)
Reemplazando los vectores en (61) y (62), el camggnético viene dado por
5 (7 A (—Rd03|n6?|+ Rd9cos9@><(— Rco# i+ hi- Rsif & 63
(=52 (63)

(R + 1)
Pero (R2+ hz) no varia cuandd@ varia ded=0 a =, por lo tanto, dicho término

puede salir fuera del signo integral. El productezosiene dado por

] i K
~Rddsind 0 R cod :(— hR@ cod - R 8 7 hRa siaA)L (64)
-Rcosf h —Rsingd

Insertando este resultado en (63), se obtiene,
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B,(7) = - leil = [(-hRdgcosgi- R &8~ hR sir} (65)

Separando las integrales,

D (7)) = Hy (i ~ (N T ~
Bz(r)—4ﬂ(R2‘l hz)glz[—hRJ;cosé?del— R?J; ? - th) sing & % (66)

Sabemos qufsin@d@ =-cod|] = zy quej'oﬂcosé?dﬁ = sing|] = (, luego (66), queda

5 (7 — _ :uol 2% 1
B,(T) = 4H(Rz+h2)3,2[nR J+2th:| (67)

Dado queB, = B,, como se indicé en la relacion (59), el campo rétiga resultanteB, ,

viene dado por:

B.=2B +B, (68)
Reemplazando los resultados obtenidos en (58))y ¢6#&iene
s R } - 1) "o
B,=- 1- k- R j+2hRk (69)
R Zﬂh{ \/R2+h2 477(R2+hz)3/2[ J

reordenando vemos que el campo resultante se drecséio en el plan(ﬁy, z), ya que la

componente a lo largo del ejese anula por simetria,

= U |R? /AR R hR ~
B =~ 3z |17 —|1- + 312 k 70
L(mm)’]l 2ﬂ[h{ wer) (R?+H)/} 7o

Consideremos ahora el caso limite— 0O, es decir, obtengamos el campo magnético

resultante en el centro de la semi-circunferencia.

Dos términos de la expresion (70) tienen un limmitey simple, a saber,

. :uole :‘_(luolj:\
lim| ———— | ] =| == 71
h*°{4(R2+h2)3/2 LR ) =
y
. hR ~ s
ﬂ%[mj“‘)k .

Ahora debemos calcular el limite cuanidle- 0 del término
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1 R
—| 11— 73
h( \/R2+h2j 79

Primero reescribamos el término con la raiz eorlmé

1 1 h S\-L2
JRR+1E R(H( Rj J (74)

Haciendo una expansion en serie de Taylor, en pairaproximacion pard pequefo, se

1 :i(l__l(ﬂﬂ 75)
RR+n R 2\ R

Reemplazando este resultado en la relacion (73grse

1, R4, M) 1h
ﬁ(l_«/R2+h2j~h(l 1+2(RU 2R (7o)

Cuando h - 0, este término se anula. En consecuencia, cuamdoO, el campo

cumple que,

magnético resultante viene dado solo por la exqumneg3il),

B,(r)= -6l (77)

5.- Una lamina no conductora circular de radidiene una densidad superficial de carga
o . calcular el campo magnético sobre el eje sir@ra rota en torno a su eje de simetria

con velocidad angulaw

Figura 5.1 Campo magnético creado por
una lamina de carga rotante.
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Solucion:

Calcularemos el campo magnético usando la ley de$avart, ya que no existe suficiente
simetria para usar la ley de Ampere. Subdividirerteodamina en infinitas espiras
circunferenciales de radio variable, cada una de las cuales lleva una coeeri@iferencial
dl . Usaremos el resultado conocido del campo magnéibre el eje de una espira
circular de radior , y luego usaremos la expresién resultante paenebel campo creado

por toda la lamina rotante en un punto sobre su eje

L

Figura 5.2 Campo magnético creado por un
alambre de radio y corriente diferenciadll .

El tiempo que demora la lamina en dar una vuelteranse define como el periodo del

o , . 2T
movimiento, el cual se relaciona con la velocidadudar w en la formaT =—. Una
w

espira de espesalr tiene una carga diferenciatlg=odA, donde el diferencial de area
viene dado podA= Z2rdr, luego el diferencial de carg#y viene dado podq=oc 72rdr.

Cuando la lamina rota, se genera una corrienteetiiééal dl que viene dada por
di = % = wordr (78)

En el problema 3, relacion (42), demostramos quampo magnético a una altuzaobre

el eje de una espira circunferencial de radi@on corrientel , viene dado por,

B(2k=— R 5 (79)
2(R+7)

En el problema que estamos resolviendo, la espoanderencial tiene un radio variable

y una corriente diferenciall , en consecuencia, el médulo del campo magnéteadores

un campo magnético diferencial y viene dado por
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redi
d&a——ﬁi—;g (80)
2(r +z )
Notese que esta expresion se ha obtenido usandeldaion (79), donde hemos
reemplazadoR porr, | pordl y por lo tanto, también hemos reemplaz&ipor dB.

Reemplazandall = wordr dado por la relacion (78), se tiene la siguiegresion para
dB(2),

wordr
dB(7 =L (81)
2(r +z )
Para obtener el campo magnético resultante, usan&sincipio de Superposicion, es
decir, sumamos todos los campos magnéticos difietenc(81). Integrando desde=0

hastar =a para considerar las contribuciones de toda lanlmue rota, se tiene:

B Mo o ridr
B(9=|d = 82
(2)=[ dB 9= g(rzﬂz)m (82)
La integral vale
T _rr+2z |a_a+222 27 (83)

or+z 3/2 Nr +Z‘ Jaz+ 2 |7

Reemplazando en (82), se obtiene el campo magngtenlo por toda la lamina cargada

con densidad superficial de cargaque gira con velocidad angular constante,

2 2 R
wo| a®+2z zi}k (84)

50 — Ho
B = -
(2 5 { 7z |2

6.- Calcular el campo magnético creado en el ejardsolenoide de radi® y de largo

L> R, formado conN vueltas y que trasporta una corriente constante

(G

Figura 6.1 Campo magnético creado por un solersmtee su ejez.

155



2.2.8 Unidad IV: Problemas Resueltos

Solucion:

Calcularemos el campo magnético usando la ley de$avart, ya que no existe suficiente

simetria para usar la ley de Ampere. Primero cateatos el campo magnético sobre el eje

de una espira circular de radio R y luego usardm@sxpresion resultante para obtener el

campo creado por todo el solenoide en un puntesabeje.

Ya vimos en el problema 3 y en el problema 5 queaelpo magnético creado por una

espira cincunferencial de rad®, a una distancia del plano de la espira, viene dado por
B(9=— R g (85)

2(R+ 7

Usando este resultado, calcularemos el campo megngtoducido por el solenoide,

sumando los campos diferenciales (Principio de ®us&ion) creados espiras

circunferenciales de espesor diferencidd . Subdividamos el solenoide en espiras

circunferenciales de espesor diferencizl.

dl

T ..
A

Figura 6.2 Campo magnético generado por una edpiespesor diferencial
dZ , con corriented! , a una distanciz- Z) sobre el ejez.

La Fig. 6.2 muestra un esquema del solenoide, andic una corriente diferenciall

contenida en una espira de espesor diferenidalEsta espira diferencial genera un campo

magnético diferencialiB en el puntoP, a una distanciéz— Z) sobre su egje.

Usaremos el resultado (85), pero cambiahdpor dl, z por (z— z) y cambiandoB(2)

por dB(2 . Trabajaremos solo con el médulo del campo magmeéti

156



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

dB(2) = KR (86)
2(Re+(2- 2)°)

Ahora debemos escribir la corriente diferencill en funcién de las magnitudes que
caracterizan a la espira de espeddr. Sabemos que cada espira de todo el solenoide llev

una corrientel . Ademas sabemos que un solenoide esta caractenqmadel numero de

espiras por unidad de largo definido como,nz%. Entonces, en un espesdZ , n

. dN : . . .
viene dado pom:E. Por lo tanto, en un largo diferencidf , circula una corriente

diferencialdl , dada pordl = IdN =1 (n dZ). Insertando este resultado en la expresion (86)

para el campo magnético, nos queda

HUNIR?

dB(2 = 2(R2 +( - z)2)3/2

(87)

El campo magnético resultante se obtiene usan@irtipio de Superposicion, es decir,
integrando sobre todas las contribuciones difeades|

IR? % dz
B(29) = 'uonz \372 (88)
0 (R2+(z— 2) )
integrando, se tiene
L
_ _Hnl (Z_ Z)
B(2 =- (89)
2 JR+(2z- z)zo
Finalmente obtenemos:
B( Z) - ,uonl (Z) ( - L) (90)

2 |JR+7Z _\/R2+(z— L)®

Campo magnético del solenoide en el origen dedrsigtde referencia=0.
Si z=0 y al mismo tiempo imponemos la condiciéns> R (condicion que caracteriza al

solenoide), el campo magnético en el extremo izdaidel solenoide vale,

B(z:O):’UOTnI (91)

Campo magnético del solenoide en su extremo derecha..
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Si z=L y exigimos la condiciérL > R, el campo magnético en el extremo derecho del

solenoide vale,

B(z= L) = ”02”' (92)

. L L .
Si ZZE’ el campo magnético en el centro del solenoide, val

B(z:%j:,uonl (93)

A partir de la expresion general (90) obtenida ghiGampo magnético, podemos reobtener
el campo de una sola espira. Para ello bastarier hac- 0. Si lo hacemos asi,

aparentemente obtenemd¥ z) =0, lo cual seria incorrecto. Lo que ocurre es que el
parametroL también participa en la definicién del parametrgf. Reescribiendo el

campo general, tenemos

N[ (@ (=Y o
A= VR + 7 \/R2+(Z—L)2 o

En este caso, 4i — 0, se produce un cero en el numerador y en el devaalor, es decir,

ocurre queB(2) - (%) Por lo tanto, usaremos la regla de L'Hopital pebtener el limite

deseado, es decir, derivamos por separado, nunmeratimominador, con respectoLay

después aplicamos el limite » 0. En simbolos, se trata de hacer lo siguiente

d (9 (=1
dL| VR + Z \/R2+(z— L)2

d
P

B(2) _ NI Lim

5 (95)

La derivada del denominador vale 1 y es indepetgli@al , por lo tanto basta calcular la

derivada del numerador

d| (9 _ (=9 |__d| (=}
W VR? JRe(z-1 | O [Re(z .

calculando la derivada, obtenemos
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A @ (=9 | R o)
W VR+Z [R+(z- )] (R+(z- 1Y)
Entonces (95), viene expresada como
B(z) =N | R (98)

2 L-0 (R2+(Z— L)2)3/2

Realizando el limite y considerando una sola esNiral, obtenemos finalmente el campo
magnético de una sola espira, que habiamos endorgraproblemas anteriores
FolR?

B(=—""——>
(2 2(R2+ 22)3,2

(99)

7.- Hallar el vector campo magnéticé;(r) en funcién de la distancia radial generado

por un cilindro muy largo de radiB que lleva una densidad de corriedte cte que sale

de la pagina, como se indica en la parte derechefeig. 7.1.

Z
J
R
=
vista lateral vista frontal

Figura 7.1 Campo magnético generado por un alamhbgelargo con

densidad de corrientd.
Solucion:
En este ejercicio existe suficiente simetria com@@plicar la ley de Ampere para calcular
el médulo del campo magnético generado por el alarin corriente. Lo que hace posible

la aplicacion de la ley de Ampere es que el alarebmnuy largo, por lo tanto las lineas de

campo magnétic® son siempre circunferencias concéntricas coreetiate.

En este problema existen dos regiones diferentes,
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a) la region interior al alambre (Region l:<@<R), definida por una densidad de
corrienteJ constante,
b) una region exterior al alambre muy largo (Redilbnr >R), donde la densidad de

corrienteJ se hace cero.

a) Region I: 6&<r <R con J =cte
Consideremos una curva Amperiahade forma circunferencial de radio<0 <R, tal
como se indica en la Fig. 7.2. Por la curva AmpexiB pasa una cantidad de corriente,

que llamamos corriente neta encerradg,, que es menor que la corriente total que circula

por el alambre de radiR. El cilindro mas oscuro indica la regiéon que dsbeconsiderada

dentro de la AmperianB, para la correcta aplicacion de la ley de Ampere.

Figura 7.2 Por la Amperiana de radior <R pasa
una corriente neta menor que la corriente total.

dl

8 < iy
G B}
F‘~——%B

Figura 7.3 Amperian& de radior <R. El campo magnético

B y el diferencial de camindl , son siempre paralelos sobre
la Amperianal” .
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La ley de Ampere nos dice que
¢ BOH = ] e (100)

La Fig. 7.3 indica que sobre la curva Amperidn@l campo magnétic® y el diferencial
de caminodl sobre la Amperian& , son siempre paralelos, por lo tanto,

Brdl = Bdl (101)
Ademas, sobre la curva Amperiarfia de radio constante, el médulB del campo

magnético es constante, por lo tarlBopuede salir de la integral en la ley de Amper®)10

¢ Bl = Bdi=Bf di= ;| (102)
Pero, sobre la curva amperiana circunferentialesta integral mide el perimetro de la
circunferencia de radio <R, por lo tanto,cﬁrdl =2/ . Reemplazando este resultado en
(102), se tiene

B2 = | o (103)

Ahora solo falta calcular la corriente ndtg,, encerrada dentro de la Amperiana de radio
r <R. Sabemos que la densidad de corriehtse relaciona con la corriente a través de la

siguiente expresion generaI:J'\T [dS, por lo tanto, para la corriente ndta,., se cumple

que
r

neta

<R

j J@s (104)

0

donde dS es la diferencial de superficie que sale de lasige encerrada por la curva
Amperianal’ . En este caso la superficie encerrada es un cidauradior <R, tal como

lo indica la Fig. 7.4. Alli también se indica quevector densidad de corriente y dS son

paralelos, lo cual implica quéCdS= J d<.

~
i

Figura 7.4 Amperian& de radior <R. La diferencial de
superficiedS es perpendicular a la superficie.
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r<R
Por lo tanto, la corriente ndtg,, = j J [@S, viene dada por
0

r<R

= j Jds (105)

I neta

dado queJ es constante sobre la superficie de integracidede salir del signo integral y

nos queda

r<kR

=J j ds (106)

neta

La integral de superficie mide el area de la sugiertlel circulo de radio <R encerrada

por la Amperiana, por lo tanto,

r<R

j dS= 7P (107)

reemplazando este resultado en (106), se obtieneoridente neta encerrada por la
Amperiana
oo =3 (77%) (108)
Reemplazando este resultado en (103), se obtiene
B2 = p,dimr® (109)
simplificando y despejando, se obtiene el médulacdmpo magnético justo en los puntos

de la curva Amperiana de radiq
1
B= 3 o Ir (110)

Es decir, el campo magnético crece linealmentereadec el radio de la Amperiana. En

particular, sir -~ 0, el campo magnético vale cech(r:O):O ya que no habria

corriente eléctrica encerrada dentro de la Ampari&n por otro lado hacemas- R, se
obtiene el campo justo en el borde del alambre lamgy con corriente,

B(r:R):%yOJR (111)

b) Region Il:r >R, con J =0.
En este caso usamos una Amperiana circunfereneiatadio r >R y repetimos el
procedimiento empleado para resolver el problenla ezgién corr <R.
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Figura 7.5 Por la Amperiana de radior >R pasa
toda la corriente que lleva el alambre.

La Fig. 7.5 indica que la Amperiaria esta fuera del alambre con corriente de r&lio

La ley de Ampereﬁr Bl = 1 .., queda
¢, BOHl = B272r = g, (112)

ya que se cumple quBCdl = Bdl y que B es constante sobre la curva Amperiana. La

corriente neta encerrada viene dada por

r>R >R

—des de&jgd' (113)

neta

donde hemos indicado con el simbalp la densidad de corriente en la region |, para
0<r <R yconJ, ladensidad de corriente en la region Il, paraR. Pero en la region I

no existe corriente eléctrica, es dedif,=0. Por lo tanto, (113) queda,

R
| = [J,dS= Jj ds= ¥ R (114)
0
reemplazando este resultado en la ley de Ampe®),(34 tiene
B27TT = Ly iy = Hd TR (115)
Despejando se obtiene el campo magnético creadel ptambre en puntos exteriores a él,
B(r>R)= /”’OZJRZ (116)
r

Noétese que el mddulo del campo magnético tienadga B — 0, cuandor — oo
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Como caso particular podemos obtener el médulca®po magnético justo en el borde
exterior del alambre con corriente. HaciemdoR, obtenemos,

B(r:R):%yOJR (117)

resultado idéntico al resultado encontrado enlkci@n (111) para el caso de la region |.
Estos resultados indican que el campo magnéticomiuo como funcién de la distancia
radial r .

8.- En un alambre cilindrico muy largo se tiene waigtribucion de corrientes que se

expresa en funcion del médulo de la densidad déeote J en la siguiente forma,

J,=ar, r<a, Regionl, lacorriente sale
J(r)=43, =(£j a<r<b, Region ll, la corriente ent (118)
r
J; =0, r>b, Region lll, fuera del alambre

Hallar el campo magnétic®(r) en funcion de la coordenada radral creado por esta

distribucion de corriente, en cada una de lasrég®nes con distinta densidad de corriente.

La Fig. 8.1 muestra las direcciones de |la dengigacbrriente.

vista lateral vista frontal

Figura 8.1 Campo magnético creado por un alamhbze qu
lleva corrientes eléctricas en distintos sentidos.

La corriente eléctrica sube por el cilindro centtalradioa y baja por el cascarén externo

de radiob . Fuera de los alambres no existe corriente edéctri
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Solucion:
En el problema anterior hemos aprendido que parataks muy largos es posible aplicar

la ley de Ampere. También hemos aprendido que\edrae la Amperiana siempre se

cumple queBMdl = Bdl porque ambos vectores son paralelos. Ademas elilmdatel
campo magnético sobre una Amperiana de radio §jeanstante, en consecuencia, para

este tipo de simetria, siempre podemos escribir

qS Bl = B27zr (119)
!

donder es el radio de la curva Amperiana que estamosliastip.

Region 1(0<r <a)

Usando ley de AmperqS Bl = ., se tiene
r

B, 277 = fh| eia = Ky I jlmé (120)
0

El vector jl es paralelo a la diferencial de superfid@que sale de la superficie encerrada
por la curva Amperian& , por lo tanto,j1 [6S= J dS&. Ademas la diferencial de superficie

del circulo valedS= 2Zrrdr. En esta region |, la densidad de corriente \Lﬁle(ar).

Reemplazando estos resultados en (120), se tiene

r<a

B, 27T =y, J' (ar)27mdr (121)
0
B, 27 :,uOZnnj radr :@ﬁ (122)
0
integrando,
B, 271 =—”0ém (3 (123)

simplificando, se obtiene el campo magnético eedgon |

B, =”L;’ 2 (124)

Region Il (a<r <b)

Procediendo de la misma manera anterior, escribimos
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a<r<b a<r<b

$B, ol =y, | JS= yof J0dSu, [ "J0d (125)

0 a

B

Reemplazando las densidades de corriejlte,(ar) yJ,= (—j considerando qudﬁ2 es
r

antiparalelo aS, se tiene,

a a<r<b
B, 27 = i, j (ar)2mdr -y, j (gj 2rrdr (126)
0 a

simplificando por2s7, escribimos

a a<r<b
B,r = yoajrzdr - U, j dr (127)
0 a
integrando, se obtiene el campo magnético en lameh

_ M|l o _
BZ—T[3aa B(r a)} (128)

Region 11l (r >b)

Procediendo de la misma manera anterior, escribimos

r>b a b r>b
¢ Byl =, | I0US= 1o J0dS g1 "J0dB o[ ~ 0 ¢ (129)
r 0 0 a b

pero J, =0, por lo tanto,B, viene dado
a b
¢ B, Tl =11, [ 3,005+ g1 30 (130)
r 0 a
usando los valores de la densidad de corrientépbaaos
a b
- —ulf
B,27mr = ,uoj ar 2mrdr ,uoj 2rrdr (131)
0 a r
simplificando e integrando, obtenemos
= %Eaas - B(b- a)} (132)
Noétese que fuera de la distribucién de corriemtepb, el médulo del campo magnético

. . 1
siempre tiende a cero en la for .
r
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9.- Hallar el vector campo magnétid® en el puntoP, sobre el ejex, creado por un
alambre muy largo de radiB que lleva una densidad de corrierdtes cte que sale de la
pagina. Dicho alambre tiene un agujero cilindriaayrfargo de radica en la posicion que

se indica en la Fig. 9.1 a través de la distahgiael angulod

x V¥

Figura 9.1 Campo magnético creado por una alamhgelango
de radioR, con densidad de corriente J, que contiene uresguj
cilindrico no conceéntrico.

Solucion:
Este problema no puede ser resuelto usando lael&ympere, pero si usamos el Principio
de Superposicidon, entonces podemos superponer rjstoeacampos producidos por dos

alambres muy largos con corriente. A cada alambresgparado se le puede aplicar la ley

de Ampere. Por lo tanto, el campo magnético remeitﬁR en el puntoP, viene dado por
la suma (superposicion) del campo magnético produgor el alambre grancﬁg(x), que

es funcién de la densidad de corrierte mas del campo magnético producido por el
agujero cilindrico Bch(x) como si fuera un alambre con densidad de corri(éﬁth),

contraria a la densidad de corriente del alambamdg. EI campo magnético resultante
viene dado por

B = B,(0+ B,() (133)
Como el puntoP de observacion del campo esta fuera del alambrecaoiente y fuera

del agujero cilindrico, entonces, usando la leyAdepere podemos calcular el campo

magnético a una distancia del centro de cada alambre. Ya hemos visto enlgras
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anteriores que el médulo del campo magnético fderan alambre muy largo, viene dado

por

B= Hol neTa (134)
2m

Este mismo resultado lo aplicaremos al alambre acmnente de radioR y al agujero

cilindrico de radioa. En este problema debemos calcular los campos étiegs
vectoriales en el punt®, porque los vectoreég(x) y éch(x) no yacen sobre una misma

linea.

Campo magnético creado por cilindro grande

B, = B,§ (135)
B, = % 8 (136)
mg

Donde el radio de la Amperiana grande valer, =2R y dondeég €s un vector unitario

en la direcciéon del campo magnético creado poftaghlare grande en el pun®. En este

caso, dado que la corriente sale del cilindro geaedl vector unitario apunta justo hacia

arriba en el ejey, porquel_5>g es perpendicular al radig en el puntoP, es decir,g, = .

La corriente neta viene dada plor= IJdA= JA= Jr R, por lo tanto, el campo creado por

el cilindro grande viene dado por

= IR -

B, = 137
¢ 2m2R : (137)
g, = 4R ] (138)

4
Campo magnético creado por el agujero cilindricoadéo a

Bch = chéch (139)

. I R

B, = fonemp (140)

27,

La Fig. 9.2 muestra la direccién del campo magoétectorial en funcién de los datos del

problema. La corriente neta que lleva este alarebre

| —j(—J)dA:—Jna2 (141)

neta
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y apunta en sentido contrario a la corriente daimére de radioR. El vector campo
magnéticoB,, es un vector perpendicular al radjp de la Amperiana.

De la geometria que se muestra en la Fig. 9.2tsnel,, como

M =(2R+1,) +17 (142)

dondel, =l cosf y |, =Ising.

Figura 9.2 Campo magnético creado por un alambre
cilindrico de radioa y densidad de corrien{e-J).

Noétese que el campo magnético producido por eleagugilindrico con densidad de

corriente negativa(—J), apunta hacia abajo. En cambio, el campo magngéticducido
por el alambre con densidad posit(\®, apunta hacia arriba, como indicé mas arriba.

De la Fig. 9.2 se ve que el vector campo magnéig;ose desvia de la vertical hacia abajo
justo en el &ngul@. A partir de esa informacién podemos obtener eforeunitario€,, en
la siguiente forma

&, =-singi - cowy] (143)
Nota: También podemos obtener el vector unitario emglaiente forma alternativa.

Consideremos un sistema de referencia justo eenélacdel agujero cilindrico. Entonces el

vector 1, se escribe

Fon = Fen(COSE — sing ) (144)
La diferencial de este vector es un vector tangeidecurva
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dr,, = r.(-singd@ - cogmg] ) (145)

El vector unitarioé,, tangente a la curva, en el sentido de crecimigat@ngulog, puede
ser obtenido simplemente como
dry,

<=8 =-singi - coxy] (146)
|dF,|

Resultado idéntico al obtenido en (143).
Con todos los datos anteriores podemos escrilsiarapo magnético creado por el agujero

cilindrico

D _luOIneta"
B, =% mtag 147
ch 2 . ch ( )

usando el valor absoluto de la corriente neta =J 7a*, y usando el vector unitario (146),
obtenemos el campo magnético vectorial creado pageero cilindrico con densidad

(-9),

2

_— ,UO(JZTa)

B, = ~singi — copj (148)
" on (2R+|X)2+|§( )

donde

|
cogp=__(2RH1)

sing= =
JER+1 ) +12

= y , 149
JER+L)Y +12 (149)

La suma de los campos magnétiﬁ%sencontrado en (138) Qch encontrado en (148), nos
da el campo magnético resultante,
Bx = B,(X+ B.() (150)

se tiene

B ::LIOJR]+ /Jo‘Ja%

-sing - cosp| (151)
"4 2\/(2R+IX)2+I§( )

Reordenando, tenemos finalmente:

2 -
g =l fod&sing |« | IR U, J& cosp ; (152)
2/(2R+1 ) +17 4 2/ (R+1 12
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reemplazando los valores @@ y cosg dados en (149), se obtiene finalmente el campo

creado por un alambre con corriente que tiene ufeegcilindrico,
. Jal . .
B =|- Ho I IR 1, J&(2 Re 1)2 j (153)
2((2R+1,Y +12) 4 2R+ ¥+12)

10.- Un alambre infinitamente largo lleva una cante constanté,. Este alambre se ubica

en el plano de una espira triangular, la cual coaedwna corrientd,, tal como se muestra

en la Fig. 10.1. Determine la magnitud y direcail@na fuerza neta ejercida sobre la espira

por el campo magnético creado por el alambre largo.

Figura 10.1 Fuerza neta sobre una espira triangatar
corrientel,, ejercida por un alambre largo con corriehte

Solucion:

Calcularemos la fuerza vectorial sobre cada tra@athmbre, los cuales estan numerados
del 1 al 3 como se indica en la Fig. 10.1.

El campo magnético creado por el alambre largosadistanciax a la derecha de él, viene
dado por la ley de Ampere

B= ;’;’Z'X (—k) (154)

El signo menos indica que el campo magnético crapdata hacia adentro de la pagina en

la Fig. 10.1. La fuerza magnética sobre un alansbrecorriente que esta inmerso en un

campo magnétic@

ext’?

viene dada por

|f=|dexE§ (155)
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donded! es la diferencial de camino en la direccién dedaiente| . En este problema,

—

B

ext

siempre viene dado por la expresion (154). Dade lgucorriente que crea dicho

campo ed,, B,, queda

B, = %(- k) (156)

Célculo de la fuerza, sobre el alambre diagonal numerado con 1, qua liea corriente
l,.
En este caso, el diferencial de cam'dfpa lo largo de la varilla inclinada viene dado por
dl, = dxi + dy ] (157)
Por lo tanto, la fuerza sobre la varilla inclinagiene dada por
F=1,[dlxB,, (158)

Calculemos primero el términdl, x B, ,

TowB  —(dv? N Mol (7
dllXBext—(dX|+dyj)><ﬁ( 3 (159)
dl.xB, = an[dx(|><k)+ dy kﬂ (160)
dllxéexs—@[d—yf—ixi} (161)
2| X X
La fuerza sobre la varilla inclinada (158), vieragld por
= Fos o Ml | dy~  dxs
F1_|2Id|1xBext_ 2—]]'-“|:?I 7] (162)

Pero las variableg e y no son independientes sobre la varilla diagomad, gue cumplen

con la relacion geométrica, tal como se indicaadrid). 10.2,
(163)
Por lo tanto,

dy=2 dx (164)
a
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Figura 10.2 Relacion geométrica entre las variaklesy .

Reemplazando (164) en la integral (162), se tiene

£ = AP J-{bdxr_ adxq
2/ra X X

= ol e EdX
F = —gnlaz(bl aj)£ <

finalmente, la fuerza magnética sobre la varildiiada, vale
£ = o, z(br-a])m(—d * aj
2/a d

Célculo de la fuerz#, sobre el alambre vertical.

(165)

(166)

(167)

En este caso, el diferencial de camino vdfgz —dy j, y el campo magnético debe ser

evaluado en un valor fijo de la coordenaxlaa saber,x=d+ a. Entonces,

externo es constante sobre toda la varilla veryicadlle

= Ml I
=——21 -k
o 2m(d+ a)( )
La fuerza viene dada por
lEZ = I ZIdAZX éext

Calculemos primeral, x B,

Xt ?

° 2r(d +a)
' xB = Koy
d|2xBext 277(d+a) yl

La fuerza (169), viene dada por
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= =S 7 B IS
F,=1,[dl,xB,, = 2ﬂ°d1+aj yi (172)

La fuerza magnética sobre la varilla vertical corriente apunta hacia la derecha

= _ MHllp -
F2_277(d+a)| (73)

Célculo de la fuerz#, sobre el alambre horizontal
En este casooIT3 =—dxi, y el campo magnético es variable. La fuerza viauda por
Fy=1,[di,xB,, (174)

Calculemos primero el términdi, xB_

T Mol ¢ _ M dxA
dl, B, = (~dxi) . ( k)_ o (175)
S Mol dX =
dl,xB 176
3 ext 2” X ( )

= 5 __,uo|1|2d+a2(°
o=l fdlxBo == [ 0 (177)
Obteniéndose una fuerza de hacia abajo
=l (d+aj¢
F,=- In 178
3 orr d J (178)

La fuerza resultantelfR sobre la espira triangular con corriente some#ddan campo
magnético externo creado por el alambre rectoocadrtviene dada por,
F.=F +F,+F, (179)

Reemplazando los resultados obtenidos en (1673) (1{7178), se tiene

IfR:—”Olllz(—bf+a])ln(d+aj+ Mol b r-”“an(d*ajf (180)
2rma d 2nn(d+ad) 2w d

reordenando, se tiene,

IfR:'uolllp{ 1 —Eln(dJraﬂl ol {In(djLaj—ln[dJraﬂJ? (181)
2r |(d+a) a d 21T d d

Este resultado muestra que se anula la componertieay de la fuerza, por lo tanto, la

fuerza resultante actua soélo en direccion horizonta
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ﬁRzﬂolﬂp{ 1 _Em(d;aﬂr (182)

2r |(d+a) a

11.- Una espira rectangular se mueve con velocidad/i constante saliendo de una

region de campo magnéticd = Bk constante gue sale de la pagina y que esta
homogéneamente distribuido en una region rectangui@ se indica con linea punteada.
Hallar la magnitud de la Fem inducida en la espira rectangular e indique endipgé&cion

se mueve la corriente inducida.

© © 0O
© © 0O
OBNONIONO,
@@r@@
Ol 0|

Figura 11.1 Fem y corriente eléctrica inducida ea e@spira movil.

Solucioén:

Se mostrara la solucién usando los dos métodogenigs: a) se calcula la Fem usando la

ley de Faraday-Lenz = _dd_ifn , Y b) usando la definicion de Fem= j Enc call

a) Calcular la Fem usando la ley de Faraday-Lenz.
Calculemos el flujo magnéticg, = j B[HA a través del sector de la espira que se encuentra

dentro de la regién con campo magnético. Cany dA son paralelos y adem& es
constante el flujo queda

@, =BA (183)
Llamemos x a la seccién horizontal de la espira que aun dstdro de la regién con
campo magnético. Entonces, de acuerdo a la Fig, Al= Lx, es decir, el flujo magnético
viene dado por:

@, = BLx (184)
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® ® & 60 0oI__
® 6 @l@‘—@
LF— vV
©®© © 1|0 10
®© © 6 © "o

Figura 11.2 Corrientes inducidas en la espira movil

La Fem inducida, en valor absoluto, queda entonces:

e |0/ - d(BLY _p dx (185)
| dt| dt dt

y dado que\/:%, se obtiene la Fem

£=BLv (186)
El sentido de giro de la corriente inducitlaen la espira es tal, que produce un campo
magnético inducido que se opone al cambio del fidj@ando la espira esta saliendo de la
regidbn con campo magnético, esta disminuyendo relend de lineas de campo magnético
que la cruzan la espira saliendo fuera de la pagoa ello, se genera una corriente
eléctrica inducida, contraria al movimiento de fmteros del reloj que genera campo

magnético que sale hacia fuera de la espira, cenmudica en la Fig. 11.2.

b) Calcular la Fem usando la definicién= j E ral

Consideremos solamente el trozo vertical de lar&spie se encuentra dentro de la region
con campo magnético moviéndose hacia la derechavelacidad Vv, como si estuviera

aislado del resto de la espira. (Ver Fig. 11.3pr8aada portador de carga positivo de esta
varilla actGia una fuerza magnética dada fr= qvx B. Dado quev = vi y que B = Bk,
el producto cruz vale
Vx B=vix Bk= vE-) (187)
Es decir, la fuerza magnética sobre la cajggpunta hacia abajo

F. =-qvBj (188)
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o
— (o) 1—>
<

X

»
|

Figura 11.3 Fuerza magnética sobre cargas en
movimiento, pertenecientes a la varilla vertical.

La fuerza magnética actuando sobre cada portadoamg produce una acumulacion de
carga positiva en la parte inferior de la varillarya acumulacién de carga negativa en la
parte superior de ella. Esto genera un campo ®lédir que produce una fuerza eléctrica
F,=qE, que se opone a la fuerza magnética. Recuerdengueentaneamente, estamos

considerando que el trozo de varilla esta aislagloresto de la espira. En el equilibrio

dichas fuerzas opuestas se anufgn+qE=0, es decir,E =-—" y por lo tanto, cesa el

_Q|-|-|1

movimiento de cargas de un extremo a otro es deetumple qué = —(\7>< B).

Cuando esto ocurre, podemos calcular la Eeque se produce mediante la definicion

£= j E [l (189)

UsandoE = —(\7>< E) = vBj y dI =dyj, se tiene

e= (vj) dayi) = vB[ dy (190)

Haciendo la integracion a lo largo del alambreddeg=0 hastay = L, se obtiene la Fem

asociada a este trozo de alambre vertical

L
£= ij dy= vBL (191)
0

El sentido de la Fenz es el mismo que el sentido de la fuerza magnéﬁpa;obre los

portadores de carga positivos. Esto significa queosectamos este trozo vertical de
alambre al resto de la espira, la corriente indudidcircula hacia abajo, es decir, en

sentido contrario a los punteros del reloj, tal oorimos en el método anterior.
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¢, Qué paso con la fuerza magnética sobre las ardlay que forman parte de la espira
cuadrada?.

En primer lugar, la fuerza sobre los trozos dellgague estan fuera del campo magnético
son cero y la Fem se anula, ya que el campo magredicero . Asi que sélo debemos ver
gué ocurre con las varillas horizontales que ed#riro del campo magnético. Dado que
dichas porciones de varilla se mueven hacia lactarda fuerza magnética sobre la carga
de cada varilla siempre apunta hacia abajo. Ensotecd-em entre los extremos de las

varillas horizontales se calcula usando la defimele Fem
£= j (5] ral (192)
q

Pero F_ es perpendicular dl en toda la varilla horizontal, por lo tant6, @l =0 Esto

significa que no hay contribucién a la Fem debidmimguna varilla horizontal. En
consecuencia, la unica contribucion a la Fem viéada por la varilla vertical que se
encuentra dentro del campo magnético. Por esa rdadRem total viene dada por la
expresion (191), resultado que coincide con el dette la variacion del flujo magnético,

visto anteriormente.

12.- Una espira con forma de triangulo rectangalmsieve con velocidad=vi entrando

en una region de campo magnético homogéﬁevoBR gue sale de la pagina de la Fig.
12.1. Hallar la magnitud de la Feminducida en la espira e indique en qué direccén s

mueve la corriente inducida.

\@ ® ©® 0 ®

5 ©® O 0 ®

L y@[@ ® 0 ®
a

® G 0 6 ®

Figura 12.1 Fem y corriente inducida en una espaagular
que entra a una regién con campo magnético honeogén
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Solucién:

Sea x la parte horizontal del triangulo que esta dediola region con campo. El flujo
magnético valeg, = J' BHA. Si consideramos queA sale de la pagina, entoncBsy dA

son paralelos y comB es constante, se tiene

Wn = I é mA: Bpﬁiéngulo = {% Xa (193)

dondey es la altura del tridngulo rectangulo que esttjdentro de la region con campo.

Dado quetana ==, el flujo queda
X

@, = % x’Btana (194)
Aplicando ley de Faraday-Lenz
de,
g=——"1 195
ot (195)
se tiene,
gz_d_(qn:_g X’ Btana (196)
dt dt 2
dx
E= —Btana( xaj = - Bxvtay (197)

dx . . L
dondevza es la velocidad con que se mueve la espira erdrarld regibn con campo

magnético. En valor absoluto, la Fem inducida vale

£ =vBxtana (198)
La corriente inducida debe ir en la direccion de pmunteros del reloj para producir un
campo magneético inducido hacia dentro del plananddo de contrarrestar el aumento de

flujo hacia afuera, cuando la espira se introducel@ampo magnético.

Céalculo de la Fem usando la fuerza magnética sotaearga movil.

La fuerza magnética sobre una cargaue pertenece a la varilla horizontal o a la iaril

inclinada, que se mueve con velocidad vi en el campo magnéticB = Bk, viene dada

por,
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F =quxB= q( \7i)>< Bk=- qvB (199)
Por lo tanto, la fuerza magnética siempre apuntatsbajo.

En el equilibrio, el campo eléctrico equivalente @etia sobre la cargpviene dado por

g=-Fn_ VBj (200)
q

Célculo de la Fem producida por la varilla horizint

La diferencia de potencial a lo largo de la varfilarizontal vale cero, porque el campo
eléctrico E=vBj vy el desplazamient(dT:dx? a lo largo de la varilla horizontal son
perpendiculares, es decir,

£ = —T (vBj) dfaxi) = —f vBd{ i) =0 (201)

a

Calculo de la Fem producida por la varilla inclinad

Figura 12.2 Fuerza magnética sobre la varilla mada.

En la Fig. 12.2, se muestra la fuerza sobre ungacamn el alambre inclinado. Ya sabemos
gue la fuerza siempre apunta hacia ab%}jec —qu]. Esta fuerza se puede descomponer en

una fuerzaF,, , perpendicular al alambre inclinado, que produgita Fem igual a cero y

una fuerzaF_,, que apunta justo hacia abajo a lo largo del alanmzlinado que producira

m,|?
movimiento de cargas. Esto implica que la Fem iitduapunta hacia abajo a lo largo del
alambre, es decir, la corriente inducida va a falefos punteros del reloj. Este resultado

coincide con el resultado obtenido por la ley deaégLenz.
A lo largo de la varilla inclinada (ver Fig. 12.2), vector desplazamientdl que apunta

hacia arriba del plano, vaii = —dxi + dyj. El campo eléctrico viene dado por la expresién

(200), E = vBj, luego, la Fem vale
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e=~[Erl :—j(véj)[@—dxﬂ dy)) (202)
E= Idey: vBy (203)

De acuerdo a la Fig. 12.2ana =X, luego, y = xtana, y la Fem queda:
X

£ =vBxtana
Esta Fem apunta hacia abajo del plano inclinadte Eesultado es el mismo resultado

obtenido usando la ley de Faraday-Lenz.

13.- Calcular la fems inducida y la direccion de la corriente inducida en una espira

triangular con catetos de ladasy b, que se mueve con velocidad constante alejandose d

un alambre infinitamente largo con corriente camsta .

1

Figura 13.1 Fem inducida en una espira trianguiar q
se mueve hacia la derecha con velocidad

Solucién:
Usaremos dos métodos diferentes para calculamasfénducida en la espira cuando se va

alejando del alambre largo con corriehte

Método a): Calculamos la fera inducida a través de la expresidns= —%. Primero

calculamos el flujo magnéticmn:jél]ié a través de la espira triangular y luego

tomamos la derivada temporal.
Método b): Calculamos la feng inducida a través de la expresiéa:gSEmT. La
integral cerrada se separa en tres integrales, waaaobre un segmento de alambre recto
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gue forma la espira triangular. Primero calculamac&ierza magnética sobre una carga del
alambre, después obtenemos el campo eléctricoiduwydinalmente calculamos la fen
inducida.

Nota: En el método a) calcularemos todo en val@okito y luego por analisis fisico
determinaremos la direccion de la fem induc&a la direccién de la corriente inducida
l..

Célculo de la Fem por el método a).

En primer lugar calculamos el flujo magnétigp a travées de la superficie del triangulo
@ = j BS (204)

La Fig. 13.2 muestra el area diferencial que inégr en el calculo de la Fem inducida.

= X =< x —>dX

Figura 13.2 Area diferencial para calcular el flmjagnético.

En el triangulo de la Fig. 13.2 hemos dibujado teadiferencial de méduldS= vy dx,
que se encuentra a la distan(:ia+ >() del alambre que crea el campo magnético sobre la

espira y que le produce un flujo magnético variaBlesa distancia, el médulo del campo

magnético justo sobre el &rea diferencial vale

_ M
B= 2rr(x+X) (205)

Si consideramos que el diferencial de superficie tdéngulo entra en la pagina, los
vectoresB y dS son paralelos, es deciB[HS= Bd<. Reemplazando (205) en la integral

(204), tenemos
@, =[BrHS=[ Bds: j

x'=0

1) ‘
i) v .
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Hagamos el siguiente cambio de variabie x+ X, entonces,du= dX, pues para la

integracion sobre el area del triAngulo, solo sesita la variabled

_ Ml ¢ ,du
=0 |y 22 207
Bn > Iy q (207)

Ademas, mirando la Fig. 13.2 vemos que existe alexidon entre las variableg y x

dada por
tand = b_ 1 (208)
a X
Reemplazando en la integral (207), nos queda
_ My Ix’ tand du (209)
2 u
Perox =u- x, luego
_ My tanHJ- (u-Xx)du (210)
2ir u
_ Mo tanHUd J- j (211)
Integrando, obtenemos
_ ] tand
=2 ——(u-xIn(u 212
= H 20 (= xin(u) (212)
Volviendo a la variable original y usando los liesitx =0 y X' = a, tenemos:
= H tan6’[x+ X = xin(x+ H)|° (213)
Finalmente, el flujo magnético a través de la espilene dado por,
qom:’uol tanﬁ{a_xln(x+aﬂ (214)
2r X
Ahora que ya tenemos el flujo magnético, podemdsulza la Fem inducida, usando la
definicion & = - 9%
dt
g=-d% __tltandd a—xln(ﬂj (215)
dt 2ir  dt X
derivando
_ H tand In(X+aj dx, x( X j(—_aj_dx (216)
21T X ) dt x+a)l X ) dt
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dx . . :
Peroa =v, es la velocidad con que se mueve el triangul@Haderecha

o= HoV! tanﬁ[ln(x+ a}_( a ﬂ (217)
2ir X X+ a
Usandotan6’=E , hos queda finalmente
a
s:g:”@"'an(“aJ—( a H (218)
2ma X X+ a

Dado que el flujo magnético que entra en la espéracada vez menor a medida que la

espira se aleja hacia la derecha, se genera unanterinducidal, que crea un campo

magnético hacia adentro del triangulo, para eudapérdida de flujo magnético hacia
adentro de la espira, por lo tanto, la corrientduaida | debe ir en la direccion del

movimiento de las manecillas del reloj analdgico.

Célculo de la Fenz por el método b).

Los vértices del triangulo se rotulan con los iedi®, Q, R, como se muestra en la Fig.
13.3. Calcularemos la Fem usando la integral
e=Eml (219)

siguiendo la trayectoria triangul&QRP, como se muestra en la Fig. 13.3:

Q

P ¢ R

Figura 13.3 Célculo de la Fem usando la fuerza etagm
sobre cada segmento de la espira triangular.

Para calcular la integral (219), separaremos &gnal cerrada en tres integrales
- Q - R o Q .
e=QE Ll = [ Ecdi +[ ECdl + [ ECdI (220)
P Q R

Cada integral es equivalente a calcular la Femagla segmento, por lo tanto podemos

escribir
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E=EptErt Enp (221)
Calculo de la Fenz,, en el segment®Q.

El problema se reduce a calcular la Fem inducidanealambre inclinado un angué que
se mueve alejandose con velocidadlel alambre infinitamente largo que lleva corrgent
constantel . Esta corriente crea un campo magnétite —Bk (indicado con el simbolo

(1) que entra en el segmenRY).

Figura 13.4 Fem de movimient,, generada por un trozo de
alambre inclinado, que se mueve con velocidatacia la derecha.
Sobre la cargay del alambre se ejerce una fuerza magnéﬁ,q;a qux B, dondev =vi y
el campo magnétic® = B(- R) , entra en el plano de la Fig. 13.3. Reemplazaseltiene
F,, = quixB(-K) (222)
F,=quB] (223)
es decir,F, apunta justo hacia arriba, como se muestra eiglal8.3, haciendo un angulo

qo:g—ﬁ con el alambre inclinado. Esto implica que hay co@ponente de la fuerz!%;n

apuntando justo hacia arriba a lo largo del alamlareual obligaria a los portadores de
carga positivos a moverse también hacia arribacdasecuencia, la Fem inducidg, en
este segmento apunta hacia arriba del alambreogs en direccion d® - Q.
El campo magnético en el punto donde esta la fuaegmética viene dado por

B= %(—ﬁ) (224)
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donder viene dado porr =x +1cosd. Mientras el alambre inclinado se esta movierdo, |
componenter, de la fuerza magnética a lo largo del alambreevidada por,

F =F, cosp=F, sind (225)
Esta fuerza magnética hace que las cargas possi&/asuevan hacia el extremo rotulado
por Q y que en el extremo rotulado céh, se acumule la carga negativa. Esta separacion
de cargas genera un campo eléctrico est&iareciente que se opone a la direccion de la
componente de la fuerza magnética a lo largo dehlade F,. Al llegar al estado de
equilibrio en que la fuerza neta se hace cero,cus®le que

qE=-F (226)

Por lo tanto, se igualan en modulo, la componeataduerza magnéticg con la fuerza
eléctricaqE a lo largo del alambre (ver Fig. 13.5), es desgrcumple queE = qvBsinéd,

de donde obtenemos el campo eléctrico
E =vBsing (227)

Figura 13.5 Campo eléctrico inducidb que genera una
fuerza eléctrica que se opone a la fuerza magnética

Q
Entonces, en valor absoluto, la integfﬁ [dl queda
P

Q
Eng = j vBsing dl (228)
P

donde

B= ,Uol = ’UOI (229)
2 2m(x+1 cod)

reemplazando en la integral (228), se tiene,
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lvsing ¢
o =2 | (230)
2 (x+lcosf)
Integrando, se obtiene la Fesp,
. ,uolv3|n6?|n(x+ I cos&’j (231)
2mrcosd X
Finalmente,
_ Hlvtgl ( I j
=—=———In|1+—cosY 232
PQ - < (232)
Perol cog =a, luego podemos escribir
_ H,lvtgl ( aj
=" 1In|1+— 233

Esta Fem apunta hacia arriba del plano inclinado.

Calculo de la Fenz, en el segmentQR.

En este caso se trata de un alambre vertical guoaisee hacia la derecha con velocidad

Q
Fo

o
<

R

Figura 13.6 Fene,, creada por un alambre vertical
gue se mueve hacia la derecha con velocidad

La fuerza magnética es estrictamente vertil?:,@I: qvx B= quBj, es decir, la feme,
apunta hacia arriba en la direccién— Q. Como vimos antes, en el equilibrio, obtenemos
un campo eléctrico que apunta hacia abajo y de ioagtal que la fuerza resultante se
anula, es decirE = -vBj.

Usando este campo eléctrico, calculamos el modela teme,, a través de la integral

E Call (234)

Eor

O *—7T
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pero en este tramall = -dyj porque apunta hacia abajo, luego

E =

or = [ (~vBi)(-dy)) (235)

O t——y T

b
Eor = ijdy (236)
0

En esta trayectoria vertical d® - Q, el campo magnétic8 no depende de la variable

de integracion, y viene dado por

S - (237)
271(x+ a)

Dado queB es constante para la integracion, la Fgpn dada por (236), viene dada por
Eor =VB Y|, = VBE (238)
reemplazando el valor d8, la fem &, viene dada por,

HIVD

E,r =VBb=
R 277(x + a)

(239)

Esta Fem apunta hacia arriba.

Calculo de la Fenz,, en el segment&®P:

En este caso se trata de un alambre horizontad@ueueve hacia la derecha con velocidad

v. La fuerza magnética de nuevo es vertical hacibaar

F =qux B= quix B(—Aléz qvB (240)

m

E

v

S

Figura 13.7 Fen¥,, creada por un alambre horizontal
gue se mueve hacia la derecha con velocidad

En este caso la fe,, vale cero, porqu& = vBj y dl = —dxi son perpendiculares entre si

P
Enp = j E ol = [vBjiux-1) =0 (241)
R

T
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£ep =0 (242)
Por lo tanto, la Fem resultante viene dada por
E=EpptEqrtEne (243)
Pero ambas Fem apuntan hacia arriba, es decientieantidos contrarios sobre la espira

triangular. Esto significa que deben restar lostefede las Fem. Dado que la Fep es
mayor que la Feng, escribimos,

E=Epg—& (244)

PQ QR
Reemplazando los valores obtenidos, se encueni@ntainducida sobre la espira de forma
triangular que se mueve en el campo magnético angadun alambre muy largo
=D, (1+9J UL (245)
27ma X) 2m(x+ a)
Este resultado coincide con el resultado encontead@18) usando el método a). Ademas,
la direccion de la fenz resultante, indica que la corriente eléctrica aidia debe fluir en

la direccién:P -~ Q - R - P, tal como vimos usando el método a).
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2.3.1 Unidad I: Solucionario de Pruebas

Equation Chapter 1 Section 1

Primera Prueba de Catedra
Electromagnetismo FI-604
Semestre de Otofio 2014

1. Se tiene una distribucion cilindrica de carga fatengor dos regiones de diferente

densidad volumétrica de carga y p,, aunque ambas son constantes. El cilindro de
carga es muy largo. La densidﬁnﬂr) viene dada en la siguiente forma

P, 0<r<a

p(r)=4p; a<r<b
0 r>b

a) Calcule el campo eléctricdf:(f) como funcién der en cada una de las tres
regiones del espacio: Regiond<€r <a), Regién Il @<r<b), Regién lll (r >b).
b) Calcule la diferencia de potenci&lJ,, (r)=U,(r)-U,(r), entre el borde externo

r =b del cilindro y su centra =0.

z

@y
=2

e~

N

Solucioén:

a) Calcule el campo eléctricé(?) como funcion der en cada una de las tres regiones

del espacio: Region 0<r <a), Regiéon Il @<r<b), Region Il (r >b).
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Dado que cilindro es muy largo, podemos aplicatela de Gauss. Consideremos una
Gaussiana de radio y largo L .
— - re XY e P - - qneta encerrada
$EM@S= [ Blds | B1ds [ B g

tapal tapa2 manto ‘90

El campo eléctrico de la distribucion cilindricdesde manera perpendicular a su eje de
simetria y por lo tanto, es paralelo a la diferahde superficiedS del manto cilindrico, es

decir, EC#S,,,,= EdS. En cambio, sobre las tapds es perpendicular @S,,,, por lo

tanto, E EcdSapa =0, y las dos primeras integrales se anulan. Lade@auss queda

— - _ T *_qneaencerraa
PEmS= | E]dS—IE—Od

manto
Por otra parte, sobre la superficie Gaussianadie figo r, el médulo del campo eléctrico
E es constante, por lo tanto, se puede sacar fueria dhtegral, de modo que, para

cualquiera de las regiones en estudio, la ley des&queda

qneta encerrada
ESnanto -

80
La superficie del manto cilindrico de radioy alto L, vale S_,,,= 27rL, por lo tanto, en
cualquier region, la ley de Gauss queda
_ qneta encerrada
E2mL =—— (1.2)
50

Ahora basta aplicar esta expresion en cada regi@nlando la carga encerrada,, ..cerad:

en cada caso.
Region | O<r <a):

Aplicando (1.1) para una Gaussiana de rdikor <a, se tiene

r<a

1 _1
E2mL = £_ Oreta encerrada— ‘9_0 .([ P /gv cil

0

El volumen del cilindro valev,, = 7ir®L, luego su diferencial de volumedV,, vale

cil

dVv.

cil

= 2mrrLdr . Reemplazando, se tiene

r<a 2 r 2
Eomrl = 27LPa [ rar :M(r_j _nlpy
0

€o 0 €o 2 €o
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simplificando se obtiene el campo en la region I:

Elz%, O<r<a (1.2)
0

Region ll(a<r<b):

Aplicando (1.1) para una Gaussiana de radfor <b, se tiene

a<r<b
E277TL-1 2771"0’*.[rdr+2 Pe j rdr
£

qneta encerrada
0 0

E2r :Ei,o,\a2 +&(r2—a2)

0 ‘90
simplificando y reordenando, se obtiene el campdr&éaen la Region Il

E =1 (oa—p )a—2+pr , a<r<b (1.3)
2 250 A B r B

Region llI(r >b):
Aplicando (1.1) para una Gaussiana de radid, se tiene

E27TI‘L‘£1 2m"o’*J‘rdH ijrdr +—T

qneta encerrada
0

ciI

pero p(r) =0 parar >b, por lo tanto, la Gltima integral se anula. Simpéfido se obtiene

el campo eléctrico en la Region Il

E, = [( ~ pg) & + gl | (1.4)

28,1

b) Calcule la diferencia de potenci&V,,(r) =V, (r)-V,(r), entre el borde externo=b

del cilindro y su centra =0.

0
La diferencia de potencial viene dada @or,, = j [dl . Pero para ir desde=b hasta
b

r =0 hay que cruzar dos regiones de distinto campo eléctiego debemos escribir

AV, =

O"'—;O

i = TEZEUI

"—;

Haciendo los productos punto y usandodios escribimos
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AV, = —i Ezdr—T Edr
b a

reemplazando los campds y E,, obtenidos en relaciones (1.2) y (1.3), respectivamente,

se tiene
a 1 0
AVbo=—£2—%((pA Pa)— +ij J( J
reordenando
-1 Sdr
AV, = (25 j{(pA Ps a2£7+psjrdr+pjrdr}

integrando, se obtiene la diferencia de potencial:

1 2 b B A
AV, :(T%J{(p’*‘ p,)a |n(5j+%(b2— a2)+'0—2 az} (1.5)

2. Se tienen dos varillas cargadas dispuestas horizagnédntal como se muestra en la
figura. La varilla de la izquierda de largh tiene densidad lineal constante

A, =A,=cte, y la varilla de la derecha de lar@h tiene una densidad linedl, dada
por A, = Bx, dondef = cte. Ambas varillas estan separadas una distaacia

a) Calcule el campo eléctrico producido por la varillalalézquierda a una distancia
x> L sobre el ejex, es decir, justo en la region donde se encuentrarida de la
derecha.

b) Calcule la fuerza eléctrica resultante ejercida por tdlavale la izquierda sobre la
varilla de la derecha.

Solucion:
a) Calcule el campo eléctrico producido por la variddalizquierda a una distancie> L

sobre el ejex, es decir, justo en la regién donde se encuentraridavde la derecha.
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_ kdq(T-T7
El campo eléctrico viene dado pEr(F) :j% Se elige el origen del sistema de
r—r

referencia en el origen del sisterfra y).

y

dq
x 7L
X
X P

El diferencial de carga viene dado iy = A,dxX,. Ademas, segun la figura, los vectores

A

y I, vienen dados por =xi y I'=x'. Luego, (F -r")=(x-x){, y el campo eléctrico

gueda

e kdc{(x— X)f— kA,dX :
E(r)—j |X—)(|3 I_I(X—)()Z

en modulo, el campo eléctrico queda

ool

X'=0 x'=0

Finalmente, el campo eléctrico en la region dorsié ka segunda varilla viene dado por

X—L 7(

E(x):k/]o( L —1j (1.6)

b) Calcule la fuerza eléctrica resultante ejergidala varilla de la izquierda sobre la varilla

de la derecha.

y
dq"
O
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, CF— ] y
L a 3L
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Sobre cada diferencial de cardg’ de la varilla de la derecha, actia un campo ééctr

E, horizontal de magnitudE (x) = k/lo(i—ij. Usando la densidad lineal de carga

X-L X
A, = Bx de la varilla de la derecha, podemos escribinutrZa diferencialdF sobre la
carga diferenciatlq’ en la forma
dF = Edd = EA, >
en madulo, se tienelF = EA,dx= E(,B)) d>. Reemplazando el campo externo dado por

relacion (1.6)creado por la varilla de la izquiersiatiene

dF = k/]o( 1 —%J(ﬁx) dx

xX-L
La fuerza resultante sobre la varilla de la deredeae dada por superposicion de las

fuerzas individuales:

x=(4L+a) x=(4L+a)
_ _ xdx xdx

F_de_kAOﬁ{ | — | 7} (1.7)

x=(L+2) (143

_ x=(4L+a) x=(4L+a
F - kAOﬂ{I:(X_ L) + Lln ( X= L)]x:(L+a) _[ 4X:Eita))}

F = kAO,B{3L+ Lin (BL; a) —SL}

F= kAO,BLIn(3L+aj (1.8)

3. Considere una lamina plana de carga en la fornreasgumuestra en la figura. Los

circulos tienen radio interioa y radio exteriorb, y la densidad superficial de carga
a . . L

vale 0 =—, dondea es constante. En el pun®, a una distancia sobre la lamina,
r

calcule,
a) el campo eléctricdE (T)

b) el Potencial electrostaticd (7).
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0\
.

Solucion:
Calculo del campo eléctricg (7).
Consideremos un elemento diferencial de catgaque se encuentra ubicado en la placa

en un elemento diferencial de superfid®.

Dado quea:%, se tiene quedq =odS. Pero a:(g) luego, dq’:(gj ds. El
r r

diferencial de superficie de la placa viene dado @®= dsdr=( rd) di (ver figura mas
arriba). Por lo tantodd quedadq =adrdd. La variabler varia desde =a hastar =b,

y la variable@ varia desd&? =0 hastad = 277.

Los vectoresr y r' vienen dados por =Z|2, F'=r cosd +r singj . Con esos valores se

tiene
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r—f = (—r cosd - sing +zk) == 24z 2

kdd (7 -7')
a,|3

v , Obtenemos
r—r

Reemplazando en la expresion del campo elécEigo) :J'

E(r)= kdg (T-7) _ kadrd@(—rcos@f—rsirﬁfuR)
_I |f—f’|3 _J. (r2+22)%

separando integrales

Ig(f,)z_kajrdrcos@d@ _k jrdr S|n9d¢9A ka'[ drd@ (1.9)

a z
(r+2%)” (r? +z)% (r2+ 2%
Las integrales sobré@ y sobrer se pueden hacer por separado. Sin embargo, las dos

primeras integrales sobre la parte angular valem es decir,
2 2
j cosdo = j singdé = (
0 0

Por lo tanto, las dos primeras integrales de kcréh (1.9) se anulan. En consecuencia, el

campo eléctrico sélo tiene componente

=~ drdé@ - dr -
E(r)=kaz| ———— k=2mrkr  ——— k
( ) J.(rz_'_zz)% 4(,.2_'_22)%
Integrando la parte radial, se tiene
= 2nka b a ~
E(T - k (2.10)
()= [\/b2+22 Ja+ zz}

Calculo del potencial eléctricd (7).

El potencial viene dado poV . Usando los datos calculados

kdd ¢ ko drch
=l

anteriormente, escribimos

I’

=ka jmjde
= Zﬂka'[h‘] 2(m+ r)}

b

V(r)= 2nkaf

a

m
V(f)zana[In(\/b2+ Z+B-In(Jd+ 2+ ,—H (1.11)
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Formas alternativas de resolver el problema
Célculo del campo eléctrico a partir del potencial.

Calculemos ahora el campo eléctrico a partir degrpoal usando la relaciéon

oot
E(z):_d\;(zz) :—2nm%2[|n(\/m+ l)—ln(m+ H
E(2z)=-2rkx 1 1 (1.12)

(\/b2+zz+b)\/b2+ zz_(\/ g+ 7+ %\\/ A+

Amplificando arriba y debajo de cada término, podsrograr la misma forma del campo

eléctrico obtenida antes.

1 [+ -9)] [J5+7- 9
(Vo + 2+ 0B+ 2 )| (VB+ - b] 2V5+7

. (Va+7-4d) (V&+z-4
(Va+Z+afd+ 2| (Vd+ 2- 3] zVd+7
Reemplazando estos resultados en (1.12), se tiene,
(Vi) (Va+z-4

2+ 7 &+ 2

: (7) = - 277k0/[ b

a
E(z)= _—
\/b2+z \/a2+ zz}

=\ _ 27Ka b a
E(2)= L/b2+22 \/a2+22} (1.13)

Este resultado es idéntico al obtenido usandgyldéeCoulomb en relacién (1.10).

E(z)=-2rrka

Célculo del potencial a partir del campo eléctrico.

El potencial viene dado p(Vr I E Cal .

ref

Usando el campo (1.13), se tiene
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.r[ 2nka

[ b  a }d'
of £ \/b2+22 \/a2+ va

V(z):—j- Edz= -
ref

V(Z)Z'Z”"”U ere e J
V(9 =-2mia [n(o3-n(2{ & & 2+ ) |-[in den(o &7 72 Y]]
Reordenando se obtiene el mismo resultado queplesivn (1.11)

V(F)=2ﬂka[ln(\/b2+ + ) -in(y/d+ +:ﬂ (1.14)
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Solucionario
Primera Prueba de Catedra
Electromagnetismo FI-604

Semestre de Primavera 2014

1. Se tiene una distribucion de carga cilindrica mangd, de radioR, con densidad

volumétrica de cargg =cte En la posicion que se muestra en la figura existe
agujero esférico de radiB. Calcule:
a) el vector campo eléctrico resultarfig = E. i+ E ] en el puntoP(x, y).

b) La diferencia de potencial electrostatico entrepehto P y la superficie del

cilindro.

Solucion.
Usaremos el principio de superposicion de los cangpeados por un cilindro muy largo de
radio R, lleno de carga positiva, y una esfera de radidlena de carga, pero con signo

negativo.

Campo eléctrico creado por el cilindro:
Para calcular el campo eléctrico en el puRtousaremos una Gaussiana cilindrica de radio

X que pasa justo por el punk. Aplicando ley de Gauss, se tiene:

= = 1
ELES=—"=—| pdV 15
9 L (15)
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Dado quep =cte, y quedV,, = 2rLrdr, y dado ademas quE es paralelo @S, y a

que‘E‘ = cte sobre el manto cilindrico, se tiene

E[ dSyo=—[ o277 Lrdr (16)
0

M|
ot—1

La integral sobre el volumen se hace solo hast&, ya que la carga sélo existe hasta ese

punto. Ademas, sabemos qd§,_,,= 77&r, luego,

X R
E[ 277idr = p2ri [ rar 17)
0 gO 0
Finalmente, el modulo del campo eléctrico produgdoel cilindro lleno viene dado por:
RZ
ol p (18)
2£,X

Dado que la carga del cilindro es positiva, el mecﬁc” justo en el puntd®, viene dado

por

2
E, = PR i (19)
28,X

Campo eléctrico creado por la esfera con cargativaga
El campo eléctrico fuera de una esfera es igued@lpo creado por una carga puntual igual

ala carga de la esfer,,, es decir,

qesf

(20)

' 4mE,d?

En este casad es la distancia del centro de la esfera al plhty viene dada por.
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d=\xX+(y+R’ (21)
. 4nR’ .
La carga de la esfera viene dada gy :,ovesf:,oT. Por lo tanto, el modulo del
campo eléctrico creado por la esfera vale

_ pR

E.= 22
esf 3£0d2 ( )

Dado que el agujero esférico se puede considenan cma esfera llena con carga negativa,
el vector campo eléctrico de la esfdfa, apunta hacia el centro de la esfera a lo largo de

la linea de largdl .

El vector E

esf

hace un angul@ hacia abajo del eje horizontal, tal como se maestrla

figura. Este angulo es conocido

+R
cosé?zi; siné?z(y ) (23)
d d
Usandod, el vectorE,_, se puede escribir como
Eoot = ~EoyCOSO1 — E i SIMF (24)
Usando (23), se tiene
S v i
Eesf - d (XI +(y+ R) J) (25)
Reemplazando el modulg,, dado por (22), se tiene
3
E -_PR (xi+(y+ R j) (26)

esf - 3€od3
Usando el valor del dado por (21), tiene finalmente el vector campgeteico de la esfera

en el puntoP:
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= pR3

E . =- xi+(y+R) ] (27)
36, (3 +(y+ R)z)%( )

El vector resultante de la superposicion de lospeattreados por el cilindro y el agujero
esférico queda de la siguiente forma:

ER = Eci| + Eesf (28)

Reemplazando los campos obtenidos en (19) y (B&iese el resultado final

2
ER=('0R fJ+ - PR
2€OX 3£O(X2+(y+ R)Z)

%(xf+(y+ R) A') (29)

Reordenando, se obtiene el vector campo elécematante:

_ 2 - R® A
g = PR _ PR X o PR(y*R . (30)

N e S E e o

b) Calculo de la diferencia de potencial entre el pundty la superficie del cilindro

—

La diferencia de potencial viene dada g = —| ECHI . Como la diferencia de potencial

X ——7

electrostatica no depende de la trayectoria segntt@ los puntos, elegimos viajar desde

P hastaR, el borde del cilindro, a lo largo del ep¢, usando una trayectoria hacia el
origen, es decir, hacemal = —dxi . Entonces el producto punto enttey dl queda:
E (el = Eff-dxi) = - E, dx (31)

dondeE, es la componentg del campo eléctrico resultante dada por (30),dueg

PR OR X

Edl =- 5 7 dx (32)
£oX 3£O(X2+(y+ R)Z) ?
Entonces la diferencia de potencial queda
R 2
AV = gR - PR X - |ox (33)
x| “EoX 3£O(x2+(y+ R)Z) ’
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R

:’O_R2 ld —’OR’iR X d
AU 2£0J.x X 380[(x2+(y+ R)Z)% X (34)

Integrando, obtenemos la diferencia de potencididae

v =PR |n(—Rj+p R ! _ ! (35)
28, \X) 3 \/R2+(y+ R’ \/)?+(y|- R

Equation Chapter (Next) Section 1

X

2. Sobre las regiones metélicas esféricas mostradés fegura, se distribuyen las cargas
que se indican. La esfera metélica interior deoradies maciza y tiene una car@i’ .
El cascaron metalico tiene radio interiory radio exteriorc, y tiene una carg@Q

en su superficie. Entre los metales no existe carga

2Q(+)

r

a) Hallar, como funciéon de la distancia radial el campo eléctrico en todas las

regiones.
b) Calcule la diferencia de potencizA‘iVab=(Vb—Va), entre la esfera interior y el

cascaron metalico exterior.

Solucion.
a) Hallar, como funcién de la distancia radiglel campo eléctrico en todas las regiones.
Calcularemos el campo eléctrico en cada regiéndaskay e Gauss. Sin embargo, sabemos
que el campo eléctrico vale cero dentro de los lewtan el caso estatico. Por lo tanto
calcularemos sélo los campos en las regidheg IV .
Las regiones vienen definidas de la siguiente forma

| :0<r<a; ll:a<r<b; Il b<r<c; IV r> (1)
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v

Region| :0<r <a: dentro del metal.
Dentro un metal el campo siempre vale cero. Enaste no existe carga al interior de la

superficie metalica, por eso no existe campo etéctiuego,

E =0 2)
Regionll a <r <b: entre los metales.
Usamos una Gaussiana esférica de radia <b que encierra a la carga negati9a’ . La

ley de Gauss queda

@Emézﬁ 3)
£0
Dado que la carga de la esfera metalica interionegmtiva, el campo eléctrico en esta
region apunta radialmente hacia el centro de larasfSin embargo, la diferencial de

superficie sobre la esfera Gaussiana apunta ragidémhacia afuera, luego, el producto

punto resulta negativo, es dedit[6S=- Ed<. Reemplazando en (3), se tiene

_ -Q
qSEdS— : (4)
_Q
qSEdS—g—O (5)

Sobre la Gaussiana, el modulo del campo eléctscooastante, luego no depende de la

superficie y se puede sacar del signo integral.

es=2 (6)
gO

La superficieS de la esfera de radia<r<b, vale S=47r’. Reemplazando en (6), se

tiene el campo eléctrico en la regid@n
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Q
= 7
2 Ayt @
Vectorialmente este campo apunta radialmente lghcentro, luego
_ Q .
E, =- 8
2 47E0r2 q ( )

dondeé es el vector unitario que apunta radialmente Haeie.
Regiénlll b <r <c : dentro del cascarén metalico.

Dentro un metal el campo siempre vale cero. En @sde, la carga neta al interior de la
superficie Gaussiana es la suma de la carga dddeaenterior, mas la carga inducida en el
cascaron metalico, la cual es de igual magnituch pge signo opuesto que la carga de la
esfera interior. Por lo tanto, la carga neta eadaren la Gaussiana es cero. En

consecuencia, el campo eléctrico se anula al amtdal cascarén metalico, luego,

E,=0 9)
Region IV r >c: fuera de la distribucion de cargas.
Usamos una Gaussiana esférica de radic que encierra a la carga negati®a’ mas la
carga positiva2Q™ . En consecuencia, la carga neta encerrada ggle= -Q+ Q= Q.

La ley de Gauss queda

PE@S= Q+2Q_Q (10)
80 80

Dado que la carga neta es positiva, el campo mléatn esta region apunta radialmente

hacia fuera, el mddulo del campo eléctrico en egjgn IV , vale,

Q
E, = 11
YA 1D
Vectorialmente este campo apunta radialmente ladiceaa de las esferas, luego
E=—2 & (12)

ArE,r?
dondeé es el vector unitario que apunta radialmente Haeie.

b) Calcule la diferencia de potencial entre la esfxior y el cascaron metélico exterior.
La diferencia de potencial entre la esfera intad®radioa y el cascaron exterior de radio

b, viene dada por
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AV =~[ E, 0l =~ E,(dr =~ E (& d) (13)

Si viajamos a lo largo de una linea radial desdbastab, escribimosdl =dr=¢édr:

Reemplazando el valor del campo eléctrﬁ‘zoen la regionll , se tiene:

b
Q . \«4-
AV =—|| - d 14
[[ -5 Jioa s
b
sz( Q j d—: (15)
4reE, ) 1
b
AV:{ Q j(_—lj (16)
4re, )\ r ),
Finalmente, la diferencia de potencial pedida vale:
AV:( Q j(l__lj (17)
4, \a b

Equation Chapter (Next) Section 1
3. a) Calcule la fuerza sobre una carga nega@Va ubicada en el punt®, ejercida por

una corona semicircular de radio inter@ry radio exteriorb, localizada tal como se

muestra en la figura.

B

La densidad superficial de carga de la lamina \mle(—} La cargaQ!” esta
r

localizada en el punto de coordenad@®,z)
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b) Calcule el potencial electrostatico creado pardrona semicircular en el puni.

Solucion.

a) Calculo de la fuerza sob@"”.

La carga diferenciadq viene dada podd =0’dS=0‘( rdrd9). Peroaz(ﬁ) por lo
r
tanto,
dq = (ﬁj( rdrdd) = drdd (1)
r
Por otra parte, de acuerdo a los ejes coordenldoggectores” y 1’ vienen dados por:
F=zk ()
r'=(r cosoi +r sirgy) 3)
Luego,
(F=F) =(-r costh — sirgj +zKk ) (4)

y su médulo vale

F-r| =\/(r costS’)2 +(r sinS?)2 +72

5)
[ ENTE
Entonces, el campo eléctrico viene dado por
L okdq(7-7) kdd(-rcos@i-rsig]+zk
£ ()=t | . ) ©®)
|r —r| (r2+22) 2
Reemplazandalqg dada por (1), se tiene
(1o drdH(—rcost—r sing| +z lg)
E(7)=kB] gy ()
Separando integrales, tenemos
_ _pfrdrcosd@
E = k’BI (I’2+ZZ)% ®)
rdr sinéd @
E, = k[ 1~ (©)
Y j(',2_+_22)72
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E, = ke drdg) 7 (10)

(r +7

Las coordenadas y @ varian de manera independiente, por lo tanto podesaparar las
integrales. La corona se forma cuarélwaria entred =0 y € =77, y cuandor varia entre

r=a yr =b. En consecuencia, escribimos,

b

E, = —kﬂj j cosgdé (11)
(r +z )

E, = —kﬁf j sin6de (12)
(1?42 )

E, = kZﬁT - 13)

)/2j

(r +72

Haciendo primero las integrales solstese obtiene
[cosado = sirgl] = 0; [ siWdo=~ cof;= 2;[do=6=r (14)
0 0 0

Usando estos resultados, las componentes del caldginico dadas por (11), (12) y (13),

guedan
E =0 (15)

Por simetria sabiamos que la componertedel campo eléctricoE, debia anularse,

E, =0.
rdr
=-2kB|—— (16)
j(r +77)"
E :ﬂkzﬁiL a7)

z a(r2+22)%

Ahora hacemos las integrales sobrg se obtiene:

=(—2kﬂ)(-ﬁ]:=(2kﬂ)(\/bir > ‘\/a21+ > (18)
E, :(ﬂkzﬂ(\/r iz jb (m;ﬁj[%zi zz_\/azi ? )
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En consecuencia, el vector campo eléctrico redeltaane dado por
— 1 1 ~ (kB b a ~
E(z)=(2k5E - j+( j( - ]k (20)
(2= )(Jbuzz Ja+ f] z \JG+ 7z &+ 2

Entonces, la fuerza sobre la caQd viene dada por:

F =-QE(2 (21)
El signo menos aparece porque la carga es negadivaial implica que la fuerza es de

atraccion.

b) Calcule el potencial electrostatico creado pardrona semicircular en el puni.

El potencial electrostatico viene dado por la esiore

V(F)= j kdd (22)

=

dondeddq vy |F—F’| vienen dados por las expresiones obtenidas ealallc del campo

eléctrico, relaciones (1) y (5). Por lo tanto, (3@gda

V()= kBdrdg 23)

lrz +22
Integrando primero sobr@ desded =0 hastad = /7, tenemos

dr

b
V(F)=rk 24
(7) ﬂ{ P (24)
La integral sobre vale
b

V(?):ﬂkﬁln(r+x/r2+zz) (25)

Finalmente, la diferencia de potencial pedido vale,

[ W2
atVa’+ 7
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Solucionario
Primera Prueba de Catedra
Electromagnetismo

Semestre de Primavera 2013

1. (Obligatorio) Hallar el potencial electrostatia®(z) y el campo eléctriccE(2) a lo

largo del eje de simetria, para puntos fuera del cascaron esférico de rRdal cual

le falta la parte superior, tal como se muestrladigura. El angulo de la parte faltante

vale g, = (77/ 4) . El casquete esférico resultante posee una dehsigeerficial de carga

constanteo .

Solucién:

Calcularemos el potencial electrostatigfz), y a partir de esa solucion calcularemos el
campo eléctricde(2).
Potencial electrostatico:

El potencial viene dado por la expresion:

da_ 27)
-7

V(2) = kJ'|r

Si ubicamos el origen del sistema de referenciaelesentro de la esfera y usamos

d

coordenadas polares, los vectoreyg ' vienen dados por

F=zk (28)
dondez es un parametro y no cambia durante el calculpakeincial. El vector’ denota
la posicion de un elemento diferencial de cadgaen la superficie del casquete esférico,
luego
F=xi+y]+ z'k (29)
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Usando las relaciones de transformacion a coordanaalares, se tiene
" =Rsind cos +R sird sip]+ R co8k (30)
luego,
F -7 =-Rsing cosd —R sirf sip]+ £- R co8 R (31)

y su moédulo viene dado por

7 1| =JR? + 22 -2 zRcosd (32)
Como se trata de un cascardn esférico con distébue carga superficial dada por la
densidado, el diferencial de carga viene dado por
dg=0dA=0g Rsinéd & @ (33)
Reemplazando (32) y (33) en (27), se tiene la asxpmeadel potencial:

oR?sin6dé dp
R+ Z -2 zReod

Para recorrer todo el casquete definido en el pro@) el angulap debe variar entrg=0

V(2)= K 7 (34)

y ¢=2mr y el angulod debe variar entré&d =6, :]7: y @=r. El radio R del casquete

esférico es constante. Escribamos explicitamestmiagrales con sus limites:

2 om sinddé
V(=koR| (35)
k 4R+ 2 -2 ZReosd
La integral eng vale 277, y la integral eng vale:
[ Sin6dé - L1 R+ Z-2r0| (36)
R+ Z-2zRos8 Rz 4
J-rr S|n9d9 :—1|:|R+ 4_\/ F’?+ Z—\/E Z% (37)
7R+ Z -2 zReosf Rz
Dado quez > 0, el potencial electrostatico queda:
V(z)=2nkUR[ Rt 2=+ R+ 242 zﬁz (38)
z

Campo eléctrico:
Obtendremos el campo eléctrico a través de laiéelde = -0V . Dado que el potencial

depende sélo del pardmetzq el campo viene dado por:
£ =-0v =-kI42 (39)
dz
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Antes de derivar, reescribamos el potencial enda& mas util para la derivacion:

V(2)=2rmko R 1+ (;j - \/ 1-+/2 2(;) + (—FJZ (40)

El campo eléctrico queda

E(2 =2mko R Ry 2Rz 22 k (41)

e

2. (Obligatorio) Una distribuciéon de carga cilindricanatensidad volumétrica de carga

Equation Section (Next)

constante, muy larga y de rad®, tiene un agujero cilindrico muy largo de radio

Hallar el campo eléctrico en un punkb cualquiera al interior del agujero cilindrico.

Exprese el resultado en funcién del veaiogue une los centros de los cilindros.
Hint: Después de calcular los campos eléctricos, esasilvactorialmente en funcion
de los vectores” y ' que parten del centro de los cilindros y llegapuwaito P, tal

como se muestra en la figura.

Solucion:

Dado que el puntd® se encuentra en la parte interior de ambos cds)ddlo necesitamos
calcular el campo en el interior de un cilindrondia ley de Gauss. Usemos una Gassiana
cilindrica de radior y altura h, donder es menor que el radi®, de un cilindro con
densidad volumétrica de carga constamge Si el cilindro es muy largo, no hay

contribucién de las tapas del cilindro Gaussiare iategral de flujo, luego la ley de Gauss

<j> E Edjéz% queda:

0
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PEM@S= [ EIds= e (1)
manto £O

El campo eléctrico es constante sobre la superfieliemanto cilindrico y ademas es

paralelo a la diferencial de superficie en cadagupor lo tanto, podemos sacar al campo

fuera de la integral

E27rrh = Shea @)
EO

dondeh es la altura del cilindro Gaussiano. La carga aeeterrada dentro de la Gaussiana

viene dada por
O = | PAV = p(771h) (3)
Reemplazando en (2), se tiene

p(mh)
gO

E27rh = (4)

Simplificando, se obtiene el médulo del campo eiéeten el interior de cualquier cilindro

con densidad de carga= cte.

or
= 5
e (5)

Pero el campo eléctrico de un cilindro muy largaurdp radialmente, de manera
perpendicular al eje del cilindro, por lo tantocampo eléctrico se escribe vectorialmente

en la forma
E:p_ (6)
2¢,
Ahora que tenemos una expresidn general para el acaidutrico al interior de una

distribucion cilindrica de carga, podemos aplicatlproblema en estudio.

Mirando la figura, el campo elé(:tridx:ag del cilindro con densidagh viene dado por

- or
E = 7
=2 )

El campo eléctricd§a del agujero cilindrico viene dado por

~ pr'
E,=—"— 8
= op (8)
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donde el signo menos viene dado porque estamosdecmsdo que el agujero cilindrico
tiene una densidad de carga negativa.

Por superposicion, el campo resultante en el pénteiene dado por

—

Er=E,+E, (9)
= _pr_pr P
E.= - = r—r 10
R 2e, 2, 250( ) (10)

Pero,(F -") =d , luego

— p -

E,.=—-d 11

"2 (11)

Equation Section (Next)
3. Se tiene la siguiente distribucion esférica de ajadgada por la densidad volumétrica
carga:

ar si 0O<r<a

p(r) = —g si a<r<b
0O si r>b

a) Calcular el campo eléctrico en cada region.

b) Hallar la fuerzaF que ejerce una distribucion esférica de carga satmevarilla de
largo L, con densidad lineal de carge= A, + 5r, localizada como la muestra la
figura.

c) ¢Qué relacién debe cumplirse entre las constaateg [ para que la fuerza

resultante sobre la varilla sea cero?

Solucioén:
a) Calcular el campo eléctrico en cada region.
Dada la simetria del problema, usaremos Gaussesi@dgcas para calcular los campos en

cada region, como funcion de la distancia radial
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Regién con0<r <a:

 E S = hee (1)
EO

Dado queE y dS son paralelos sobre la superficie de la esfedmdp que el médulo del

campo eléctrico no varia sobre la superficie dssfara, la ley de Gauss queda:

r<a

E,4m?=— j odV 2)
L
E, 47 g—! ar (47 dr) 3)
(2= gﬂl 3dr- 4)
_ar?
= (5)

Regién coma<r<b:

Del mismo modo que el caso anterior, la ley de &gugda:

1 a<r<b
E,4m?=— j odV (6)
0 o
1 a<r<b
E,4rm? ——[J',odv+ j pdv} )
EO 0
Usando las expresiones para la densidad de camgdarregion, escribimos,
a a<r<b
E24m2:ib'ardv— j édv} (8)
‘90 0 a r
a a ﬁ a<r<b(4m2dr)
E24m2:—jr(4nr2dr)—— j R (9)
‘90 0 ‘90 a r
a a<r<b
Ezrzzﬁj'ﬁdr—ﬁ j rdr (10)
‘90 0 ‘90 a
4 r2-a2
E,r2 =22 A ) (11)
4e, 2¢,
— 1 4 _ 2 _ A2
E, = 22, (aa 2,8(r a )) (12)
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Regién conr >b:

Del mismo modo que el caso anterior, la ley de &gugda:

r>b

E, 47 _1 j pdV (13)
EO 0
1 a b r>p
E3477T2=£—Dpdv+'[pdv+ [ pav (14)
oLo a b
Dado que la densidad de carga existe solo hasta, escribimos,
1 a bﬂ
4m? =—| |ardV - | = dVv 15
< ferov-ffo] e
e ﬁ b (4m2dr)
Amr® =—|r(4mdr )= | —+ 16
s e 9
a b
E,r? :ﬁjr"‘dr —ﬁjrdr (17)
EO 0 EO a
4 b’ - a®
Esrzzaa _,5( ) (18)
4e, 2¢,
— 1 4 _ 2 2
E, = v (aa 26(17 - d )) (19)

b) Hallar la fuerza F que ejerce una distribucidon esférica de carga salma varilla de
largo L, con densidad lineal de cargd = A, + f8r, localizada como la muestra la

figura.

La fuerza que actua sobre un elemento difereneiaatdgadq de la varilla que esta sobre
el eje radial, viene dada en funcion del camporegta la esferde,(r >b) que existe en la
region donde esta la varilla:

F =[Edq (20)

Reemplazando el campo dado por (19) y la densidadllde carga de la varilla, se tiene

=gl -20(e- )4+ @)

Por simplicidad de notacién, escribimos
_ 1 a_ 2
C= (aa 26(1? a)) (22)

0
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Las integrales quedan

_ D+Ldr D+Ldr

F=CJ, i 7+C'B£ — (23)
1 D+L

D+L

F=C/10(—FJD +CBInr|] (24)
1 1 D+L

F=CA|=-——|+CpBIn 25
0(DD+L)'B(DJ (25)

L D+L
F=CA)| —— [+ CBIn| —— 26
°(D(D+L)J d ( D j (26)
c) ¢Qué relacion debe cumplirse entre las constantes S para que la fuerza resultante
sobre la varilla sea cero?
Si la carga total contenida en las esferas es eatonces el campo eléctrico se anula fuera
de la distribucion de cargas y la fuerza sobrealdla se hace cero, luego, basta exigir la
condicionC =0, esto es,
1
C=—(aa4—2,8(b2— az))=o (27)
4e,
En consecuencia, la relacion entre las constaiges Wdada por:

%za—%(bz - ) (28)
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Solucionario
Primera Prueba de Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun
Semestre de Otoiio, 2013

1.- Un cilindro muy largo de radio 2R tiene una densidad volumétrica de carga

distribuida homogéneamente. Sobre su eje existemglgeros esféricos, cada uno de radio
R.

a) Hallar el campo eléctrick(x) sobre el ejeX para valores d& > 2R.

b) Hallar la diferencia de potencial electrostatitd =V(2R)- V(5R entre los puntos

Xx=5Ry x=2F
Y
' r =vx®+R?
2R R o
1
X
E. E
6 ~§\ C: X

Solucién:

1a) Hallar el campo eléctric(x) sobre el ejeX para valores d& > 2R.

Usando el principio de superposicion, el campo ltaste viene dado por la siguiente

expresion:
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E= (E. —2Eecosﬁ)?, dondeE_ es el modulo del campo del cilindro de radi@ y donde
E. es el médulo del campo creado por cada una desfasas de radi®R. La componente
E, del campo se anula por simetria.

Campo de un cilindro muy largo.

Se usa una Gaussiana de rad®2RYy alturah:

2
Cﬁ Ec mé: qneta = EZH rh= povcilindro = 5277 rh= :0077(2 R) h = E - 2p0 F\;
80 0 0 gOr
_ . = o = 20R
En el puntox se cumple que =x, luego el campo del cilindro valeE_ (X) = ——.
X
0
2
Vectorialmente escribimosE, (x) = 2PR
EX

Campo de una esfer@e usa Gaussiana de radip R:

L. vV 3
GE 5=t —, gayp= Do gapp- PR g DR
& & 3¢, 3

En el puntox se cumple que =+/x*+R?, luego el mddulo del campo eléctrico creado

por la esfera en el punto viene dado por:

_pR_ pR
E. = > = o1 -
e, 36, (X +R)

Vectorialmente escribimos para el campo creaddgpesfera de arriba (up):

=, 2 . ~ o, R3 o RPN
EXP(X) = E(-cosf i+ sinf | F—r—>—— € co#i+ sifl
Vectorialmente escribimos para el campo creaddapesfera de abajo (down):

Efon(x) = E(-cosd |- sirﬂ]):% € codi- sifl ]

Los vectores que representan a los campos creadaaga una de las esferas apuntan en
direccién a cada esfera, porque al aplicar el grio@e superposicion consideramos que su
densidadp, es negativa.

El campo resultante en el puntose obtiene sumando vectorialmente todos los camgos

decir, superponiendo todos los campos:
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E=E(X+EP(3+ E™( )

Con lo cual se obtieneE = ( E.-2E cosH)Ai, explicitamente se tiene:

E- 2p,R*  2p,R cod .
£,X 350(x2+R2)

Las componentes a lo largo del eje Y se anulareesitr El campo resultante solo tiene

X X

VR

por lo tanto, el campo resultante del cilindro dega con dos agujeros esféricos queda:

componente a lo largo del eje X. De la figura selaeamente queosd =

£ 20,R*| 1 _ XR ;
50 X 3(X2 + RZ)%

1b) Hallar la diferencia de potencial electrostatisvV =V(2R)- V(5R entre los puntos
X=5Ry x=2F

b
La diferencia de potencial se obtiene a travési@gxpresionV i ¥V & ¥ —j EOdl.

En este caso nos movemos a lo largo dekejpor lo tanto, después de realizar el producto

punto y cambiar la diferencial, escribimos:

AV =V(2R) - V(5 R:—T H3d

5R

Usando el campo obtenido anteriormente, nos queda:

20,R° [ 1 xR d

AV =V(2R-V(BR=- —
(ZR-VER & el X 3(x2+R2)%

integrando

2R

2'OORZ{In )&—R }
& WX+ R

Finalmente la diferencia de potencial queda:

AV =V(2R)-V(5R=-

AV =V(2R) - V(5 F§=-@['”§+%_ Nl?s}
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2.- Hallar el campo eléctric&(r) y el potencial electrostaticy/(r) en funcién de la

distancia radialr, en cada una de las regiones, para la configurdoidnada por una

B

esfera central de radia con distribucion de carga radialmente simétricdadaor o =—
r

para O<r <a con [ =cte, rodeada por un cascaron metalico emtrea r =i que lleva

una cargaQ = -7ra aen su superficie.

=-1aq &

Solucién:

2a) Célculo del campo eléctrico

Se usaré la ley de Gauss para calcular el campactmregiémj) E [61S= q;efa
0

Regién l:0<r<a
Se usa una Gaussiana de rada

) ) r<a p(erV
CJSEDHS:M: =y dd :—IO

‘90 ‘90

Pero, la densidad volumétrica de carga dependa distencia radiap = A para <r <a

r
con [ =cte, reemplazando en la integral y recordando quéféaemcial de volumen de la

esfera viene dada palV = 477r°dr, podemos escribir:

r<a r<a 2
E4m2:ij £4m2dr :ﬂj rdr :ﬂ
0 &, °° 2¢

0

Simplificando se tiene finalmenkg el campo eléctrico en la region I
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- B

' 2¢,
Region ll:a<r<b
Se usa Gaussiana de radi& r <b. En este caso sabemos que el campo eléctricicestat
es cero en el interior de un conductor, por lodant
E, =0
Es importante recordar que se produce induccioonatgas en el metal de modo que el

campo en el interior es cero, es decir, de la ley @auss se infiere que

@EEﬁé:@: 0= ¢... es decir, la carga neta encerrada en la Gausseb®ser cero,
EO

por lo que debe haber carga inducf@dg, en la superficie interior del conductor, tal gae |

suma con la carga total interigy, encerrada en la esfera de radisa debe ser cero:

g +Q, =0. Vemos asi que la carga inducida tiene la mismgniha que la carga total
0B
interior g, de la esfera de radio=a, a saberQ, , =—¢ = —I—4ﬂr2dr
r
0

Finalmente, la carga tota],, en la esfera interior de radio=a vale

q =273’

y la carga inducida en el metal vale:

Qe = —27mpa’

Naturalmente que en la superficie exterior del hegtarece también la misma cantidad de
carga inducida pero de signo opuesto, que modgutala suma de toda la carga inducida
en el metal es cero.

Region lll: b<r

Se usa Gaussiana de radio ' .

Debemos recordar que el sistema de esferas tiengpbs de cargas libres: la carga en la
. . ., g = 27;8a2 . - .
esfera interior recién calculada! y la carga libre en la superficie exterior del

- _ 2
metal: %~ @2 de modo gue la carga total encerrada en la GaassiaP <! viene
dada por
qrq=2pd-ma=n&(28-a).

qneta encerrada™
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Ahora aplicamos Gauss

oy _
E||| 4m qneta — (Zﬁ a)
gO gO

Finalmente, el campo fuera de las esferas viene pad
_&(2-a)
! Ag,r?
2b) Célculo del potencial electrostético

Calcularemos el potencial como funcién de la dtamradial r usando la relacion:
r — —
V(r):—j E [dl

Comenzaremos desde la region Il hasta la region |
Regién lll: b<r

a’(28-a)

En esta region el campo eléctrico valg = 4
Ef

, por lo tanto, la integral queda

v, (=-] , dr=—f%

00

dr

Obteniéndose finalmente

a’(2B-a
Vi (r) = g
de,r
Region ll:a<r<b
En esta region la integral para calcular el potdrss debe separar en dos porque la integral

atraviesa dos regiones distintas:

a<r<b a<r<b

vm(r)_—j Edr——J'E,,, dr— [ E dr
a’(28-a)

Los campos en cada region sd); = Aer?
Ef

y E, =0. Reemplazando en la integral

anterior, tenemos

*(28-a) r—aTbOdr= a(28-a)

V,(r)=-
i (1) j 4e,r? ) def

Finalmente:
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Vi (1) :—a2 (ifk;a)

Vemos asi que el potencial en el interior del metatonstante, es decir, el conductor en
estado estatico siempre es un volumen equipotencial
Region I:0<r<a

La integral del potencial se escribe

r<a b r<a

Vi(r) =~ [ Edr=-[E, dr—fﬁ dr- [ Edr

a

2 -
M’ E,, =0y E, :i, luego la integral

Los campos en cada region sdf); =
il Agyr? 2¢,

queda

r<a

Vi (1) :_jl E, dr- I E dr

Reemplazando los campos

Vi(n) = -T—az (ffr: ) g - T%dr

00

Integrando se tiene el potencial en la region I

a’(2B-a)

V (r) =
() Agb

5 -

En resumen, el potencial como funciénrden cada regién queda

2
2 —
V,(r):a(’g a)_ & (r-a) O<r<a regionl
4e.b 2¢,
2
2 —_
V(r)= V (r):M asr<b regidnll
! 4gb
2 —
Vv, (1) :M b<r regionlll
4e,r

3.- (Problema obligatorio) Una varilla horizonta thrgo 2L tiene una densidad lineal de

carga homogéned,. Justo sobre su centro y a una alttrase encuentra una segunda
varilla de largod con densidad lineal de cargh=ay, cona =cte Calcule la fuerza
resultanteF ejercida por la varilla horizontal sobre la varillertical.
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Solucion:
Primero calculamos el campo eléctrico generadouparvarilla horizontal de larg@L a

una distancia variablg sobre su centro.

y
r
dqg’
| I X
-L ' '& L
dx

. . _ kdg(F-T1
El campo eléctrico viene dado por la expresﬁﬁ):j%. En este caso los
r—r

vectores F yf' vienen dados porf =y j y ' =xi. Luego (F—r”'):—xiA+yjA y su

modulo viene dado pdf —f’| =,/x?+y?. El campo se expresa entonces como:

_.dg(-xi+y]
E(r) =k| dal-xi+v]) : )
(< +y)
Pero la carga esta distribuida homogéneamenteenilia horizontal:dq = A, dx, luego,

A dx(—x?+ y])

E(r) =k| ” 2)3
X“+y)?
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Integrando entre los limitesL y L, se tiene:

dx A
—3

3
2

B e e

Calculando cada integral, tenemos

1 ] X

Solo sobrevive la componenie del campo, ya que por argumentos de simetria vejnes

E(F) =i kA + JkAy

-L

la componentex debe anularse:
- 2kA,L -
E(N) =—F——1

yyL+y
Calculemos ahora la fuerza ejercida por el campotrgto de la varilla horizontal sobre
cada elemento de carga diferencdd=Ady=a ydy del alambre vertical de largd,
ubicado a una alturh sobre la varilla de horizontal.

Sabemos que sobre cada elemento diferencial da darda varilla vertical se ejerce una

fuerza diferencial dada por la siguiente expresitt= Edq= Er yd)

Ay
I&dq
h !
| : —

Por lo tanto, la fuerza total sobre el alambreiv@irviene dada por la integral desgle h

hastay = h+d

Wity

hed "2k, La ydy~
J‘ dg= J‘ yay J
h h

Integrando
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. h+d
= Z()IoaLIn(y+«/I_2+ y’-') j

h

~ dy

F=2klalL | ——
0 J': /Lz + y2

Se tiene la fuerza pedida:

B, h+d+2+(h+d)° |,
F =2kA,aLIn Tar +(n+d) ]
h+vL*+h
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Equation Section (Next)

2.3.1 Unidad II: Solucionario de Pruebas

Solucionario
Electromagnetismo FI-604
Semestre de Otoio 2011
Equation Chapter 1 Section 1

=

1.- Una esfera de radiB tiene una densidad volumétrica de capfa)=-5. Calcule la

N

r
fuerza eléctricalf(f) ejercida por la esfera sobre una varilla cargaddadg L con

densidad lineal de cargd=ar, ubicada sobre el eje radial, tal como se muesiréa

figura.

Solucion.
Aplicando la ley de Gauss a la esfera de rRdise tiene

_ _ q 1 r>R
PEMS === == [ pdv (1.1)
‘90 EO 0
Sabemos que sobre la superficie de la esfera gd@@itdctrico es paralelo a la diferencial
de superficie, ademas sabemos que sobre cualqui¢o ple la superficie Gaussiana, el
modulo del campo eléctrico vale lo misn®;, por lo tanto lo podemos sacar de la integral

y obtenemos:

R r>R
Eam?=" jpdv+ j pdv (1.2)
60 0 R

Pero la carga existe sélo hasta R, con densidad,o(r) <R, por lo tanto, la

B,
/

segunda integral vale cero, porqwe=0,r >R. Usando la diferencial de volumen de la

esferadV, = 47 °dr , escribimos,
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R
Ed7mr? :ijﬁz A7r %dr (1.3)
&l
Integrando
e2=PRr (1.4)
50

Finalmente. El campo fuera de la esfera es justamlpo creado por una carga puntual de

carga igual a la carga de la esfera:

E= er (1.5)

N

Este es el campo que actla sobre la linea de gaegesta sobre el eje radial.

La fuerza eléctrica que actua sobre un diferert@atargadq de la linea de carga viene

dada por
dF = Edq (1.6)

donde,dq = Adr = (ar)dr . Reemplazando esta expresiéon y el campo eléakitanido en

(1.5) en larelacion (1.6), se tiene

dF = Edq’ :{ 'BRJ(ar)dr (1.7)

gr?

Integrando se tiene

F=de=jEdq’=j(ﬂF§

&

j(ar)dr (1.8)

- :(aﬁRj e (1.9)
g ) or
Finalmente, la fuerza neta sobre la linea de caalga
F:(aﬁlen(b+L] (1.10)
& b
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2.- Hallar el potencial electrostatiao() en el puntoP, a una distancia sobre el eje de

la lamina circular de radidR, a la cual le falta un sector circular que sugctuh angulo

g, =7—6Ttal como se indica en la figura. La lamina tiene aiensidad superficial de carga

08

r

Solucién.

El potencial electrostaticd (') viene dado por

Equation Section (Nex¥)(F) :I (2.1)
o

kdd'
7=
El diferencial de cargalg’ ubicado en el primer cuadrante de la lamina mdaten la
figura, se encuentra a una distancia variablgel origen y hace un anguld variable con
el eje x. Por lo tanto, las coordenad@s y) del diferencial de cargdq', vienen dadas por

X=rcosd; y=r singd (2.2)

2 7 2N
\%
X dA = rd@dr
El diferencial de cargaq viene dado por
dg =odA=o(rdédr) (2.3)
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Dado que ya tenemos el origen del sistema de referen el centro de la lamina, los
vectoresr y r' vienen dados por

F=2k 1 =rcosd +r sind] (2.4)
Restando y calculando el médulo, se tiene,

F—F =-rcosd —r sindj + zk

2.5
[F=F|=r?+2? @9
Luego el potenciaV/ (F) viene dado por
- I kdg' :6:(2"_%)73 kordrd@ 2.6)
V,|f—f’| g0 o NI2+2° .

B

Dado que la densidad superficial de camga— depende sélo de la variable y como las
r

coordenadasg y & son independientes, las integrales se calculdorde independiente,

v (F) Zf " 46 jR kardr 2.7)
oNI2+ 72
T Bradr
V(r)=(27-84,) (2.8)
( rJ.o r\ll’ + Z
v (F)=(27- Ho)k,BT ar (2.9)
A /r2+22
r=R
V(7)=(27-6,)kpIn| 2" +2° - 2] (2.10)
r=0
Finalmente, el potencial creado por la lamina vale
o2 L 52 _
v(r) :(2n—9o)kﬁ|n£%J (2.11)

3.- Calcular el campo eléctricﬁ(f) y el potencial electrostéticv(F) en funcion de la
distancia radial , creados por un cilindro “muy largo”, con densidaiLimétrica de carga
ar siO<r<a

p(r) dada porp(r) = sia<r<b.

sir>b
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Para el calculo del potencial no use el punto tereacia enr,, =r — . En cambio debe

usar como punto de referencia un valor arbitrarevd del cilindro de valor,, =1, .

|
|
|
|
|

=/

Solucion.
Calculo del campo eléctrici (7).

Primero calcularemos el campo eléctrico en cadadmeg
partiendo desde las regiones interiores a lasiertsr Dado

que el cilindro es muy largo, podemos usar ley dess, es E <
decir, emplearemos superficies Gaussianas ciliaslride £
radio r y largo L. La figura muestra la relacion entre el

manto

- d
campo eléctricoE y las diferenciales de superficie en las
tapas y en el manto cilindrico de la Gaussiana.

Recordemos que la superficie del manto cilindriae\5,,,,, = 27rL y que la diferencial

de volumen del cilindro valdV, = 277L.rdr . La ley de Gauss para el cilindro queda

PE@S= [ E@S+ [ E@S,+ | Emémozq;:a (2.12)

tapal tapa2 manto

En las tapas del cilindro Gaussiano, el campo ridécy la diferencial de superficie son
perpendiculares, y el producto punto se arﬁjéapas = BdS, . cos90 = 0 luego no hay

contribucién de las tapas a la integral. Por ladasolo tenemos que calcular de la integral

sobre el manto cilindrico, esto es,
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[ Emsmz%:gij'p(r)dv (2.13)
manto 0 0
En el manto, el campo eléctrico y la diferencial slgerficie son paralelos, luego
E@S,_ =EdS_,. Por otra parte, el médulo del campo eléctrieovale lo mismo en
todos los puntos del manto cilindrico, por lo tanfo se puede sacar de la integral y se

obtiene

ES :—j

manto

p(r)av (2.14)

donde el limite superior indica el radio de la Géarsa cilindrica. Usando el valor

Siane = 27rL y el valordV, = 277Lrdr , tenemos,
E2mrL :gijorp(r) 2rLrdr (2.15)
0
Simplificando por27L , se obtiene
Er :g—loj';,o(r)rdr (2.16)

Esta es la expresién que emplearemos para caididampo en todas las regiones.
Region 1: para en laregior0<r < a. En esta region la densidad vair) = (ar).

Usando la relacion (2.16) se tiene

Er :gij';(ar)rdr (2.17)
_ar
Er= 3 (2.18)

Simplificando, se obtiene el campo en la regiéar <a

2
EF%f (2.19)

0

donder es un vector unitario radial, perpendicular aldgkcilindro.
Region 2: para en laregiona<r <b. En esta region la densidad vair) :(éj

r

Usando relacion (2.16), se tiene
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E,r :—ja«bp( r)rdr ——J r)rdr +—ja<r<b )rdr (2.20)

Reemplazando los valores de la densidad de cargadenregion, escribimos

a<r<b
Er——J' ar rdr+—j ( jrdr (2.21)
Simplificando e integrando
3
E,r = aa +ﬁ(a—r) (2.22)
3"90 £O

Finalmente, el campo eléctrico en la region 2 vale:

= 1
E. =
> 3¢

of

(aa3 +30(r —a))f (2.23)
donder es un vector unitario radial, perpendicular aldgecilindro.

Region 3: para en laregiéonr >b. En esta region la densidad vakér) =0.

Usando relacion (2.16), se tiene

j rdr ——(J ,0 rdr +J rdr +J rdr) (2.24)
Aplicando los valores de las densidades de caegabtsene
Er ——j ar rdr +—_|' ( jrdr (2.25)
aa® p
r= +—(b-a 2.26
SRt @2
El campo eléctrico en la region 3 viene dado por
E, = 1 (aa® +3B(b-a))r (2.27)
3,1

0

dondefr es un vector unitario radial, perpendicular aldgkcilindro.
Calculo del potencial electrostatist(r) .

El potencial electrostatico en un punto viene damio
= j -Efdl (2.28)

donde el potencial en el puntp vale cero, es deci¥/(r,) =0.
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Calcularemos el potencial viniendo desde la re8itiasta la region interior 1.

Region 3: para en la regidénr >b.

r >b = I [l = —T Edr (2.29)

o o

Reemplazandds,, se tiene,

__f>b(aa3+3,8(b—a))
V(r>b)= j 2er dr (2.30)
3¢, r

To

Finalmente, el potencial(r > b) en la region 3 exterior al cilindro viene dado,por

v (r >b):—(aa3+zfo(b_a))|n&] (2.32)

Justo en el punto =b, el potencial vale

*+38(b-
v, =v (1 =b) = -7 a))ln(gj (2.39)
Eifb r0
Region 2: para enlaregidma<r <b.
a<r<b a<r<b
V(a<r<b)= j ~E il —jE3dr [ Edr (2.34)

b
La primera integral corresponde al potencial dadarplacion (2.32), pero evaluado en

r =b, es decir, es justy,. El campoE, viene dado por relacion (2.23)

a<r<b

V(a<r<b)=V, - ! o (aa®+3p(r —a))dr (2.35)
Calculemos la integral restante
a<r<b a<r<b 3 a<r<b _
1= | 1 (aa® +38(r -a))dr = [ 2= ar+ 8 [ (r-a)dr (2.36)
b éﬁJr b Or é;0 b r
3 a<r<b a<r<b a<r<b
=9 jd—ﬁjrﬁjﬁ (2.37)
Eifb b r £b b £b b r
| =44 In( j ﬁ( b)—a—ﬁm(ij (2.38)
3, \b) & & \b
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3
| ={aa _a_ﬁj|n(£j+ﬁ(r “b) (2.39)
3, & b) &,
Reemplazando esta integral en la relacion (2.28jese
3
V(a<r<b):Vb—(ﬁ—%jln(Lj—£(r—b) (2.40)
3, & b) &

Si hacemosr =b se obtiene el potencidl, que vale lo mismo que usando la relacion
(2.33), es decir, el potencial es continuo en etpu =b.. Si hacemos =a en la relacién

(2.40), se obtiene el potench(r =a) =V,

a

V,=v(r =a) :-(”a3+3ﬁ(b'a))|n[2j-[”—a3—a—ﬁjln(gj—ﬁ(a-b) (2.41)

: 3¢,

Regibon 1: para enlaregién0<r<a.

V(0<r<a)= OT—E el = —T Edr —i E,dr - oj Edr (2.42)
T b a

Los dos primeros términos del lado derecho cormdgo justo al valor del potencid] en
el puntor =a. Por simplicidad de notacion lo dejaremos asi esguio. Usanddc, dado

por la relacion (2.19), la relacién (2.42) queda

V(0<r<a)=V,-— j r2dr (2.43)
0 a
a(r3—a3)

V(o<r<a)=V,-
9¢,

(2.44)

Sir =a se obtiené/,, lo cual prueba que el potencial es continuo gruetor =a.

3
Sir =0 se obtiene el potencial en el origen del sisteenailthdrosV, =V, +g—a.
gO
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Solucionario
Primera Prueba de Catedra
Electromagnetismo FI-604
Semestre de Otofio 2012

1. Se tiene una distribucién de carga cilindrica margd, de radioR, con densidad

volumétrica de carg@ =cte. En la posicion que se muestra en la figura exigtagujero
esférico de radid?. Calcule:
a) el vector campo eléctrico resultarfig = E,i +E. | en el puntoP(x,y).

b) La diferencia de potencial electrostatico entrepehto P y la superficie del

cilindro.

Solucion.
Usaremos el principio de superposicion de los cangpeados por un cilindro muy largo de
radio R, lleno de carga positiva, y una esfera de radidlena de carga, pero con signo

negativo.

Campo eléctrico creado por el cilindro:
Para calcular el campo eléctrico en el puRtousaremos una Gaussiana cilindrica de radio

X que pasa justo por el punk. Aplicando ley de Gauss, se tiene:

JE@S=e = 1 [ pav, (45)
EO EO
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Dado quep =cte, y quedV,, = 27Lrdr, y dado ademas quE es paralelo aS_,. y a

que‘E‘ =cte sobre el manto cilindrico, se tiene

ET ds._,, =
0

1 R
— | p2rmiLrdr (46)

EO 0

La integral sobre el volumen se hace solo hast&, ya que la carga sélo existe hasta ese

punto. Ademas, sabemos qd8,,,,, = 77L.Ar , luego,

X R

Ef27Ldr =227 [ rar (47)

|
0 gO 0

Finalmente, el modulo del campo eléctrico produgdoel cilindro lleno viene dado por:

_pR°
2&,X

(48)

cil
Dado que la carga del cilindro es positiva, el mecﬁc” justo en el puntd®, viene dado
por

g =PR; (49)

Campo eléctrico creado por la esfera con cargativaga
El campo eléctrico fuera de una esfera es igued@lpo creado por una carga puntual igual

a la carga de la esferq, , es decir,

ArE,d?

(50)

esf

En este casad es la distancia del centro de la esfera al plhty viene dada por.
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d=x*+(y+R)’ (51)

3
La carga de la esfera viene dada gy = oV :,047? . Por lo tanto, el médulo del

campo eléctrico creado por la esfera vale:

R3
esf :3/; d2 (52)
0

Dado que el agujero esférico se puede considenan cma esfera llena con carga negativa,
el vector campo eléctrico de la esfeﬁgf apunta hacia el centro de la esfera a lo largo de

la linea de largdl .

El vector E_, hace un angul@ hacia abajo del eje horizontal, tal como se maestrla

figura. Este angulo es conocido

coso=X: sig=Y*R) (53)
d d
Usandod, el vectorE_, , se puede escribir como
E. =-E_ cosdi —E_, sird] (54)
Usando (53), se tiene
= _ Eesf ~ 2
= ——T(XI+(y+R)j) (55)
Reemplazando el modulg,, dado por (52), se tiene
= _ pR3 ~ 2
E, = 3£od3(X| +(y+R) j) (56)

Usando el valor del dado por (51), tiene finalmente el vector campgeteico de la esfera
en el puntoP:
242



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

3

E. =—3£( : PR . %(xi“+(y+R)i) (57)
(X +(y+R) )

El vector resultante de la superposicion de lospeattreados por el cilindro y el agujero

esférico queda de la siguiente forma:
Er =E; tEg (58)

Reemplazando los campos obtenidos en (49) y (B&iese el resultado final

E,= PR fj+ - PR xi +(y+R)] (59)
(Zeox 3£O(X2+(y+R)2)%( )

Reordenando, se obtiene el vector campo elécematante:

- _| pR? PR ~ PR (y+R) .
2£OX 350(X2+(y+R)2) 2 2) 2

(60)

R

350(x2+(y+ R)

b) Calculo de la diferencia de potencial entre el pudty la superficie del cilindro

R
La diferencia de potencial viene dada @df = —I Edl . Como la diferencia de potencial

electrostatica no depende de la trayectoria segntt@ los puntos, elegimos viajar desde

P hastaR, el borde del cilindro, a lo largo del ep¢, usando una trayectoria hacia el
origen, es decir, hacemat = —dxi . Entonces el producto punto enttey di queda:
E @i = Eff-dx ) = -E,dx (61)

dondeE, es la component& del campo eléctrico resultante dada por (60),dueg

2 3
E i = g’R - PRX - |ox (62)
£oX 350(x2+(y+ R)Z) ?
Entonces la diferencia de potencial queda
R 2 3
av =| gR - PRX 7 |dx (63)
x| 5% 3£O(x2+(y+ R)Z) 2
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2 R 3R
av =2 [ 2 LR X X (64)
250 * X 350 X(X2+(y+R)2) 2
Integrando, obtenemos la diferencia de potencididae
2 3
av =PR |n(5j+pR 1 - = (65)
28, \x) 3 \/R2+(y+R)2 \/x2+(y+R)2

Equation Chapter (Next) Section 1
2.- Sobre las regiones metalicas esféricas mostradda figura, se distribuyen las cargas

que se indican. La esfera metélica interior deoradies maciza y tiene una car@” . El
cascaron metalico tiene radio interiory radio exteriorc, y tiene una carg2Q™ en su

superficie. Entre los metales no existe carga.

2Q(+)

r

a) Hallar, como funcion de la distancia radial el campo eléctrico en todas las

regiones.

b)  Calcule la diferencia de potencidV,, =(V, -V,), entre la esfera interior y el

cascaron metalico exterior.

Solucion.

a) Hallar, como funcién de la distancia radiglel campo eléctrico en todas las regiones.

Calcularemos el campo eléctrico en cada regiéndaskay e Gauss. Sin embargo, sabemos
que el campo eléctrico vale cero dentro de los lewetan el caso estatico. Por lo tanto
calcularemos sélo los campos en las regidheg 1V .
Las regiones vienen definidas de la siguiente forma

| :0<r<a; Il:a<r<b; Ill :b<r<c; IV:ir>c (1)

244



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

) v

Regionl| :0<r <a: dentro del metal.
Dentro un metal el campo siempre vale cero. En@se no existe carga al interior de la

superficie metalica, por eso no existe campo etéctiuego,

E =0 (2)
Regionll a<r <b: entre los metales.
Usamos una Gaussiana esférica de radia <b que encierra a la carga negati9a’. La

ley de Gauss queda
fE@S= ) 3)
‘90

Dado que la carga de la esfera metédlica interioneggmtiva, el campo eléctrico en esta
region apunta radialmente hacia el centro de larasfSin embargo, la diferencial de

superficie sobre la esfera Gaussiana apunta ragl@érhacia afuera, luego, el producto

punto resulta negativo, es dedit[dS = ~EdS. Reemplazando en (3), se tiene

~$Eds="2 (4)
80

gS Eds=2 (5)
gO

Sobre la Gaussiana, el mdédulo del campo eléctscooastante, luego no depende de la

superficie y se puede sacar del signo integral.

Es=2 (6)
gO

La superficieS de la esfera de radia<r <b, vale S=47r?. Reemplazando en (6), se

tiene el campo eléctrico en la regidn
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Q
= 7
2 4 Orz ( )
Vectorialmente este campo apunta radialmente lghcentro, luego
_ Q .
E =- 8
2 At S ®)

dondeé es el vector unitario que apunta radialmente Haeie.
Regiénlll b<r <c: dentro del cascaron metalico.

Dentro un metal el campo siempre vale cero. En @sde, la carga neta al interior de la
superficie Gaussiana es la suma de la carga dddeaenterior, mas la carga inducida en el
cascaron metalico, la cual es de igual magnituch pge signo opuesto que la carga de la
esfera interior. Por lo tanto, la carga neta eadaren la Gaussiana es cero. En

consecuencia, el campo eléctrico se anula al antdal cascarén metalico, luego,

E=0 9)
Region |V r >c: fuera de la distribucion de cargas.
Usamos una Gaussiana esférica de radi@ que encierra a la carga negati®a’ mas la
carga positiva2Q™ . En consecuencia, la carga neta encerrada ygle= -Q+ Q=Q.

La ley de Gauss queda
<'[> E @S = Q+R_Q (10)

Dado que la carga neta es positiva, el campo mléatn esta region apunta radialmente

hacia fuera, el modulo del campo eléctrico en egjgdn IV , vale,

Q
E, = 11
YA 1D
Vectorialmente este campo apunta radialmente ladiceaa de las esferas, luego
E=—2 8 12)

A7
dondeé es el vector unitario que apunta radialmente Haeie.

b) Calcule la diferencia de potencial entre la esfxior y el cascaron metélico exterior.
La diferencia de potencial entre la esfera intad®radioa y el cascaron exterior de radio

b, viene dada por
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D'—.CT

i = TE r:—TEZEQérdr) (13)

Si viajamos a lo largo de una linea radial deadéastab, escribimosdl =dr =édr:

Reemplazando el valor del campo eléctrﬁgoen la regionll , se tiene:

b
Q . \4a
AV =—|| - d 14
e Jteen s
b
sz( Q j d—z (15)
4rE, )5 1
b
AV:( Q j(_—lj (16)
4re, )\ r ),
Finalmente, la diferencia de potencial pedida vale:
AV:[ Q j(l__lj (17)
4, \a b

Equation Chapter (Next) Section 1
2. a) Calcule la fuerza sobre una carga negafVa ubicada en el punt®, ejercida por

una corona semicircular de radio inter@ry radio exteriorb, localizada tal como se

muestra en la figura. La densidad superficial dgaae la lamina valerz(ﬁj. La
r

cargaQ"” esta localizada en el punto de coordend0:8,z).

b) Calcule el potencial electrostatico creado pardrona semicircular en el puni.

N

S

Q(-)

S
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Solucién.

a) Célculo de la fuerza sob@".

La carga diferenciadg’ viene dada pordq =odS =J(rdrd9). Peroaz(ﬁj, por lo
r

tanto,
dg’ =(€j(rdrd9) = Bdrd@ (1)
Por otra parte, de acuerdo a los ejes coordenldoggectores” y 1’ vienen dados por:
F =2 )
r'=(rcosdi +r1 sing f) 3)
Luego,
(F—F’):(—rcosé?f—r sirﬂf+zl€) (4)

y su médulo vale

|=\/ rcosd)” +(r sing)” +

(5)
|r—r'| =r?+2?
Entonces, el campo eléctrico viene dado por
E(f)—jkdq'(r_r') _jkdq’(—rcosé?f—r sin9i+zlz) ©
F-rf (r2+zz)%
Reemplazandalq" dada por (1), se tiene
(et drdH(—r cos@i —-r sirﬂi+zl€)
E(r) =k ey ™
Separando integrales, tenemos
E = kg3 rdr cosH(;H (8)
(r*+27)
rdrsinédé@
E =-kB (9)
ey
E - kz,BJ' drd@y (10)
(r?+2%)
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Las coordenadas y @ varian de manera independiente, por lo tanto podesaparar las
integrales. La corona se forma cuardlwaria entred =0 y € = 77, y cuandor varia entre

r=ayr=Db.Enconsecuencia, escribimos,

b dr Vs
E, = -kB[— = [cosgds (11)
'e[(r2+22)/2'([
E =—kﬁb¢3”sinede (12)
' I (r2+zz)/z£
b dl’ T
E, =kzB| ————;|d6 (13)
{ (r2+zz)4

Haciendo primero las integrales solstese obtiene
[cosade= sing|] = 0; [ siWdd=~ cofj = 2;[do=6=r (14)
0 0 0

Usando estos resultados, las componentes del caldginico dadas por (11), (12) y (13),
guedan

E, =0 (15)

Por simetria sabiamos que la componertedel campo eléctricoE, debia anularse,

E, =0.
oL T
E, = 2k/3£—(r2+22)% (16)
_ 5 dr
Ez_nkzﬂim (17)

Ahora hacemos las integrales sobrg se obtiene:
b
1 1 1
E =(-2kfB)| ~— | =(2Zkp - (18)
al )( \/r2+zzja ( )(\/b2+z2 \/a2+22j

B nkzﬁj( ‘ J" _(nkﬂj( b _  a ]
E = = 19
z ( 72 2 4 72 . z \/b2+22 \/a2+zz ( )

En consecuencia, el vector campo eléctrico redeltaane dado por
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_ 1 1 - nk,Bj b a ~
E(z)=(2k - + - k 20
(2)=( 'B)(\/b2+z2 \/az+zzjJ ( z (\/b2+22 \/a2+22] ¢

Entonces, la fuerza sobre la caQd viene dada por:

F =-QE(2) (21)
El signo menos aparece porque la carga es neghivaial implica que la fuerza es de

atraccion. La fuerza vale:

- 1 1 Y. (mkBY b a -
F= Q(Zkﬁ)(\/b“zz Ja2+22jj Q( z}(\/buzz Ja2+22jk (22)

b) Calcule el potencial electrostatico creado pardrona semicircular en el puni.
El potencial electrostatico viene dado por la esidre

. kdqg'
V(0= (23)

dondedq' y |F—f’| vienen dados por las expresiones obtenidas eal@allc del campo

eléctrico, relaciones (1) y (5). Por lo tanto, (38gda

v(r)=] kBdrd@ 4

Integrando primero sobr@ desded =0 hastad = /7, tenemos

5 dr
V (F) =7k 25
(1)= 6] (25)
La integral sobre vale
b
V(f)znkﬁln(r+\/r2+zz) (26)
Finalmente, la diferencia de potencial pedido vale,
[Ih2 2
a+va*+27z°
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Solucionario
Primera Prueba de Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun
Semestre de Otoio 2013

1.- Un cilindro muy largo de radio 2R tiene una densidad volumétrica de carga

distribuida homogéneamente. Sobre su eje existemgigeros esféricpsada uno de radio
R.

a) Hallar el campo eléctrick(x) sobre el ejeX para valores d& > 2R.

b) Hallar la diferencia de potencial electrostatitd =V (2R)-V (5R) entre los puntos

X=5Ryx=2R

Solucién:

1a) Hallar el campo eléctricB(x) sobre el ejeX para valores d& > 2R.

Usando el principio de superposicion, el campo ltaste viene dado por la siguiente

expresion:
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E=(E -2E, cos@)f, dondeE_es el modulo del campo del cilindro de radi® y donde
E. es el médulo del campo creado por cada una desfasas de radi®R. La componente

E, del campo se anula por simetria.

Campo de un cilindro muy larg8e usa una Gaussiana de rad»o2RYy alturah:

2 2
CﬁEc mé:h = Eczmh — pOVciIindro — Ec ormrh = poﬂ(ZR) h —~E = 2p0R

C

& & & Ef
. 20,R°
En el puntox se cumple que = X, luego el campo del cilindro valeE_ (x) = ——.
X
0
: L e 20,R?
Vectorialmente escribimogz, (X) =%|
0

Campo de una esferg@e usa Gaussiana de radis R:

. vV 3 3
JE@S=Sm a2 =Llum g gy =PAR AR
80 EO 350 &‘Or

En el puntox se cumple que =+x*+R*, luego el modulo del campo eléctrico creado

por la esfera en el punta viene dado por:

_PR _ pR
E.= 2~ 2 2\’
3&,r 3£o(x +R )

Vectorialmente escribimos para el campo creaddapesfera de arriba (up):

=3 ~ . ~ p R3 Fal . o
E®(x) =E_(-cosfi + sird —  _ F co®i+ sif#
e ( ) e( J ):3€O(X2+R2) 6 J

Vectorialmente escribimos para el campo creaddapesfera de abajo (down):

— ~ . ~ R3 o . -~
B (3) = E (=cosff — simf | E—0~ ¢ codi - sif
e ( ) e( J )_ 3£O(X2+R2) 6 J

Los vectores que representan a los campos creadasga una de las esferas apuntan en
direccién a cada esfera, porque al aplicar el grio@e superposicion consideramos que su

densidadp, es negativa.
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El campo resultante en el puntose obtiene sumando vectorialmente todos los camgos

decir, superponiendo todos los campos:
E=E.()+E"(x)+E"(X)

Con lo cual se obtieneE = (EC -2E, cos@)f, explicitamente se tiene:

E- 2p,R*  2p,R’ cod :
EX  3g, (x2 + Rz)
Las componentes a lo largo del eje Y se anulareesitr EI campo resultante sélo tiene

X X

por lo tanto, el campo resultante del cilindro dega con dos agujeros esféricos queda:

componente a lo largo del eje X. De la figura selaeamente queosd =

2
E:2,00R 1 XR i

& X 3(X2+R2)%

1b) Hallar la diferencia de potencial electrostatsvV =V (2R)-V (5R) entre los puntos
X=5Ryx=2R

b
La diferencia de potencial se obtiene a travési@gxpresionV i ¥V q ¥ —j E [l .

En este caso nos movemos a lo largo dekejpor lo tanto, después de realizar el producto
punto y cambiar la diferencial, escribimos:

2R
AV =V (2R)-V (5R)= —j E (x)dx

5R

Usando el campo obtenido anteriormente, nos queda:

2 2R
AV :V(2R)—V(5R):—@j 1 R

& R ; 3(X2+R2)%

integrando

2R

2p0R2{ R }
INX+——
o WX +R |,

Finalmente la diferencia de potencial queda:

AV =V (2R)-V (5R) = -
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2
AV =V (2R)-V (5R) = - PR {In2+—l 1 }
&

, L 5 3/5 3/26

2.- Hallar el campo eléctricd(r) y el potencial electrostaticy/(r) en funcion de la

distancia radialr, en cada una de las regiones, para la configurdodnada por una

B

esfera central de radia con distribucion de carga radialmente simétricdadaor p =—
;

para O<r <a con S =cte, rodeada por un cascarén metalico emtrea r =¥ que lleva

una cargaQ = -7ra a’en su superficie.

= —-71q a>

Solucién:

2a) Calculo del campo eléctrico

Se usaré la ley de Gauss para calcular el campactmregiémj) E@S= Ot
EO

Regiéon I: kr<a
Se usa una Gaussiana de rada

) ) rsap(r)dv
PE @S =" E4rpr? ety

‘90 EO
B

Pero, la densidad volumétrica de carga dependa distencia radiap =— para (r<a
r

con [ =cte, reemplazando en la integral y recordando quéféaetcial de volumen de la

esfera viene dada palv = 47w *dr , podemos escribir:
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r<a r<a 2
E4m2:ij £4m2dr:—4718j rdr = 2P
&0 T &, °° 2¢,

Simplificando se tiene finalmenke el campo eléctrico en la region I:

g =2

_2_50

Region ll:a<r<b
Se usa Gaussiana de radigr <b. En este caso sabemos que el campo eléctricicestat
es cero en el interior de un conductor, por lodant

E, =0

Es importante recordar que se produce induccioonatgas en el metal de modo que el

campo en el interior es cero, es decir, de la ley @auss se infiere que

qSEEjé S SENE 0. €S decir, la carga neta encerrada en la Gausdeeaser cero,
EO

por lo que debe haber carga inducf@dg, en la superficie interior del conductor, tal gae |
suma con la carga total interigy, encerrada en la esfera de radie a debe ser cero:

g +Q., =0. Vemos asi que la carga inducida tiene la mismgniha que la carga total
0B
interior g, de la esfera de radio=a, a saberQ , =—-q = —j—4m2dr
r
0

Finalmente, la carga tota],, en la esfera interior de radio=a vale

q =273a°
y la carga inducida en el metal vale:
Qind = _Zwaz

Naturalmente que en la superficie exterior del iregtarece también la misma cantidad de

carga inducida pero de signo opuesto, que modgutala suma de toda la carga inducida
en el metal es cero.

Regién lll: b<r

Se usa Gaussiana de radio I .

Debemos recordar que el sistema de esferas tiengpbs de cargas libres: la carga en la

—_ 2
esfera interior recién calculad®: =2ra y la carga libre en la superficie exterior del
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metal: % = -rma de modo que la carga total encerrada en la GaassiaP <’ viene
dada por

Chreaencerraca = G + 0 = 27988° —mra’ = ma’ (28 -a).

Ahora aplicamos Gauss

£ 42 = o - R (26-0)
1 E_O go

Finalmente, el campo fuera de las esferas viene pad

_a'(2B-a)
Em - 4&‘[’2
0

2b) Célculo del potencial electrostético

Calcularemos el potencial como funcién de la dtamradial r usando la relacion:
r — —
vm:{Em

Comenzaremos desde la region Il hasta la region |

Region lll: b<r

” .. a’(28-a) :
En esta region el campo eléctrico vag :?, por lo tanto, la integral queda
Eof
b<r b<r az 2,8—0'
V|||(r)=_j E|||dr:_j ( )dl’

Ag,r?

00

Obteniéndose finalmente

a’(28-a)

4e,r

Vi, (r) =

Regién ll: a<r<b

En esta region la integral para calcular el potdrsg debe separar en dos porque la integral

atraviesa dos regiones distintas:

a<r<b a<r<b

b
V(== [ Edr=-[E,dr~ [ Edr
0 00 b
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a’(28-a)

Los campos en cada region sdf; = Aer?
Ef

y E, =0. Reemplazando en la integral

anterior, tenemos

baZ(Zﬁ_a) a<r<b aZ(Zﬁ_a)

V"(r):_i P dr—J;Odrz A
Finalmente:
a’(28-a)

V, (r) =

4g.b

Vemos asi que el potencial en el interior del metatonstante, es decir, el conductor en
estado estatico siempre es un volumen equipotencial
Regiéon l:0<r<a

La integral del potencial se escribe

r<a b r<a

Vi(n=-| Edr:—jEmdr—TE”dr—jE,dr
00 o0 b a

2
2 _
M, E,=0yE :ﬁ, luego la integral

Los campos en cada region sdf; =
;i Ag,r? 2¢,

queda

r<a

V, (r) =—T E,dr - [ Ear

Reemplazando los campos

b a2 2 -a r<a
VI (r) = —J.(Lz)dr — J. idr
00 4£Or a 2£0
Integrando se tiene el potencial en la region I:
a’(28-a
v, (r) = (4 )_ B (—a
£ 2¢,

En resumen, el potencial como funcidonrden cada regiéon queda
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2
2 —
V,(r):a(’g a)_ A (r-a) O<r<a regionl
4e.b 2¢,
2
2 —_
V(r)= V (r):M asr<b regidnll
! 4gb
2 —
Vv, (r) :M b<r  regionlll
4e,r

3.- Una varilla horizontal de larg@L tiene una densidad lineal de carga homogéhea
Justo sobre su centro y a una alttrase encuentra una segunda varilla de ladgaon
densidad lineal de cargh=ay, cona =cte Calcule la fuerza resultanté ejercida por

la varilla horizontal sobre la varilla vertical.

Solucion:
Primero calculamos el campo eléctrico generadouparvarilla horizontal de larg@L a

una distancia variablg sobre su centro.

y
r
dq' X
[ | |
L 7K L
dx
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kdq(F -7

. En este caso los
-]

El campo eléctrico viene dado por la expresﬁ(f):j

vectores F yF' vienen dados porf =y j y ' =xi. Luego (F—F’) =-xi+y] y su
modulo viene dado pdf - f’| =,/x*+y?. El campo se expresa entonces como:

E(F) =k j M .
(< +y)
Pero la carga esta distribuida homogéneamente\enilia horizontal:dg = A, dx, luego,
A dx(—xiA+ y I)
(e

Integrando entre los limitesL y L, se tiene:

E(F) =kj

o - —xdx -~ S dx -
E(r) = kA, [ ———1 +KApy [ ——]
-L(x2+y2)5 ‘L(x2+y2)5
Calculando cada integral, tenemos
L L

— ~ l ’.‘ X
E(F) =i kl{y—=| +]jkAyy

[X2+y2 L y2 X2+y2 N

Sdélo sobrevive la componente del campo, ya que por argumentos de simetria vejnes

la componentex debe anularse:
2kA,L 7
yyL +y°

Calculemos ahora la fuerza ejercida por el campotr@to de la varilla horizontal sobre

E(F) =

cada elemento de carga diferencdt = Ady =aydy del alambre vertical de largd,

ubicado a una alturh sobre la varilla de horizontal.

Sabemos que sobre cada elemento diferencial da darda varilla vertical se ejerce una

fuerza diferencial dada por la siguiente expresih= Edq = Eaydy
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Ny
I&dq
h !
| : — =

Por lo tanto, la fuerza total sobre el alambreiv@irviene dada por la integral desgle h

hastay=h+d
. ML "ok Laydy -
h n Yy ty
Integrando
h+d dy :\ h+d ~
F =2kl | i = &AL In(y+\/L2+y2) j
h

Se tiene la fuerza pedida:

h+d+L2+(h+d)" |.

h++/L? +h?

F =2kA,alIn
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Solucionario
Primera Prueba de Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun

Semestre de Primavera 2010

1. Se tiene dos esferas de ra@iB cada una y ambas con la misma densidad volumétrica

de cargap constante. En la esfera de la izquierda existagujero de radidR. Hallar

el campo eléctricd® en un puntoP ubicado justo sobre el ejé.

v

Solucioén:

El campo eléctrico resultante en el pui®¢0,y) viene dado por la superposicion de los

campos eléctricos creados por dos esferas idémteceadio2R y densidad volumétrica de

cargap y por el campo eléctrico creado por una esfenad® R y densidad volumétrica

de carga—p (esta ultima esfera corresponde al agujero esieric

Dado que el puntd(0,y) esta afuera de todas las esferas, calcularentasnglo eléctrico

fuera de una esfera usando ley de Gauss:

= & _ Gheta
qSEmS_E—:
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Usando una Gaussiana esférica de radimayor que el radio de la esfera, y considerando
que la direccion del campo eléctrico es paralela diferencial de superficie en cada

punto, se tiene

_qna
gSEds-E—Zt

Dado que el médulo del campo eléctrieotiene el mismo valor sobre la superficie de la

esfera Gaussiana, podemos sdeduera de la integral,

E4rrr? = Shea
gO

E et qneta e kqnaa
Ame,r? r?

Obteniéndose finalmente:

_kqna
E—r—zet

Nota: El campo eléctrico exterior a una distribucédférica de carga tiene la misma forma

gue el campo eléctrico creado por una carga puntual

Ahora que tenemos conocido el valor del modulo deipo eléctrico fuera de cada esfera,
calculemos para cada una de ellas el valor del careptorial, es decir, debemos hallar
para cada una de las esferas, el campo eléctrieoferma:

kq neta A

E= e
r.2

dondeé es un vector unitario en la direccion que va dedd®igen de la esfera de carga

qgue crea el campo hacia el purg0,y) donde se medira el campo. SE@ el campo

creado por la esfera de la derecl’n::a,el campo creado por la esfera izquierddﬁay el

campo creado por el agujero (ver figura)
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v

R

Los vectores unitarios vienen dados en funciérodéhgulosf y ¢ en la forma:

& =-cosdi + s j, & =cosfi + sird |, & =cospi + sing j
donde
cost9=—2R sig=—2

JaR +y? JARZ+y?
:L i :L
Ry T Ry

A 2R o Yy o

& =- I+ ]

ARy AR +y?

éz 2R i’*+ Yy o
JARE+y? [aR%+y?

A R o Yy o
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Calculemos ahora la carga neta de cada esferadeectn que la densidad volumétrica de

4rr® .
carga es constante y que el volumen de Ila esferaVesT, es decir,

3

g= j,odv =pV = ,04”r . Usando esta expresion para cada esfera tenemos:

_ pAn(2RY _ 32onR’

¢T3 3
_ pATT(2R)’ _ 3207R’
i 3 3
_—panR’
R 3

Ahora podemos escribir cada campo eléctrico:

= _kgy . _ ka, A

ST S TRy

E - 3%k pnR’ y ;
" 3(4rR?+y?) \/m Jm
= 32(p7TR3 ~ -

Ed —W(_ZRI +y J)

= _ 8,0R3 _op 2

=5 350(4R2+y2)3/2( 2RI +yj)

Del mismo modo se obtierig

= _ 32kpﬂR3 ~ 2
. 3(4R2+y2)3/2(2RI ")
= 8,0R3 ~ 2
i _:~;go(4R2+y2)3/2(2RI i

El campo del agujero viene dado por:

E :kqaé _ ko, 4

a raz a (R2+y2)ea
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- 4kpnR® (- o
E, :—W(RI +y ])
E=-— R __(Ri+yi)

3£O(R2 + y2)3/2

El campo resultante de la superposicion de loscaegos viene dado por:

E =B EE,

Reemplazando los valores obtenidos de cada carépwied nos queda:

= 32(,077R3 ~ 2 32(,077R3 ~ 2 4(,077R3 ~ 2
E, _W(_ZRI +y ])+W(ZR| +y J)—W(RI +y ,)
Simplificando obtenemos finalmente el campo restdta
E o 4k priR’ Sy 4k priR’y 16 _ 1 -

R 3(R2+y2)3/2 3 (4R2+y2)3/2 (R2+y2)3/2 J
E PR’ oy OR%y 16 _ 1 :

R 380(R2+y2)3/2 380 (4R2+y2)3/2 (R2+y2)3/2

2. a) Hallar el campo eléctric&(r) en cada una de las tres regiomeH ylll indicadas

en la figura para la configuracion formada porncitbs muy largosle radiosayb.

Considere que todo el estudio se hara para valierestales qu¢a< b<lyr< :Ij En el

centro existe un_cilindrametalico de radio a sin _carga netarodeado por una

o . o a
distribucion de carga radialmente simétrica dada pp=— para a<r<b con
r

a =cte. b) Calcular el potencial electrostati®(r) en cada region, sabiendo que el
punto de referencia, donde el potencial se hace caf¢r.,) =0 es justo el punto
r« =1, tal como se muestra en la figura de la derecha.
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Vista de perfil Vista de frente indicando las regiongs

Solucion:

Region I: 0<r<a.

Se trata de un metal descargado en equilibriorekético, por lo tanto:
E =0

Regién ll: a<r<b
., : o . a
En esta region existe una distribucién volumétbdeaarga dada pgw =—.
r
Dado que los cilindros son muy largos, existe seffité simetria para que podamos usar la

ley de de Gaus§> E @S — Yhea
gO

Consideremos una Gaussiana cilindrica de altury de radior, tal que a<r<b.

Sabemos que la direccion del campo eléctrico esgdara la diferencial de superficie en

cada punto del manto cilindrico, por lo tanto senpie que E[@S=EdS, y ademas

sabemos que no hay contribucion al flujo en lagatmla superficie Gaussiana cilindrica,

porque en las tapas el campo eléctiic@s perpendicular a la diferencial de superfid$e

de la tapa, por lo tanto, la ley de Gauss queda:

—_ _qna
gSEds_ j EdS—g—:

manto
Ademas el modulo del campo eléctrico es constariieesel manto cilindrico, por lo que
puede ser sacado del signo integral, obteniéndose:

_qna
Ej dS—g—‘:

manto

266



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

Usando la expresion para la superficie del manta aussiana nos queda

E27h = Jes
gO

Calculemos la carga total encerrada en la Gausdmnadior
r a r
O = j,odV = {(TJ(ZM drh)= thi dr
Ohea = 277N(1 —2)
Reemplazando en Gaug27rh =%, nos queda
0

2mrh(r - a)
EO

E27rh=

Simplificando se tiene finalmente el campo eléotea la Region II:

£ =M=1(1_9j

EA gL I

Region lll: b<sr<r, =1

Usamos una Gaussiana cilindrica de alturg radio r, tal que,b<r <r, =1. Haciendo

las mismas consideraciones anteriores respects aitaetrias del problema, podemos

escribir

E2mrh= Obea
‘90

Donde

Oheta =j,0dV :i(%j(ZHr dr h) = 27mh(b-a)

Ohea = 27h(b—a)
Reemplazando en la ley de Gauss

_2mrh(b-a)
R

E27rh

267



2.3.1 Unidad Il: Solucionario de Pruebas

Se obtiene el campo eléctrico en la Region Il

a(b-a)

EIII =
&l

Célculo del potencial electrostati®(r) en cada una de las regiones:

Como método de calculo del potencial usaremospeesion:
r — —

wm:—jEm
Tref

Expresion en la que se considera que

V(r4) =0

En nuestro caso la referencig, esta err,, =1.

Nota: Cuando nos movemos desge=1 hasta algun punto del sistema de cargas, se

cumple queEdl =-Edl, pero a su vezdl =—dr, por lo tanto, para este problema,

siempre podemos escribir la siguiente expresiéa glgpotencial

va):—jEm

Tref

Potencial en la Region lib<r<r =1

r=b
V||| == J- E||| dr

Tref

a(b-a
UsandoE,, =M, obtenemos

£y
v __rzba(b—a)oI _a(b—a)rzbﬂ
" 2 - A
alb-a r
VIII (g )In(r—]
0 ref

peror,, =1, por lo tanto el potencial electrostatico en |giBe Il viene dado por:

Vi (r) = _Mln r

o
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Potencial en la Region Ie<r <b

:—rJibEdr— [ Eydr IEl,dr

Tref Tref

La primera integral no es mas que el potendal(r) evaluado enr =b, es decir,

b-
V, (r=b) =—Mln b. Usando ademas el campo en la RegiénE”::ﬂ(l—%j,
EO 0

podemos escribir

v =-2b-a) b-[E, dr
gO

Vv, =- (2 G b——j(l—?j

Evaluando la integral

Vv, = —Mln b—ﬂ(r ~alnr),
gO gO

Mm b—ﬂ((r ~b)-alnr +aln b)

Vn ==
& &

v, =€ﬂ{(a—b)ln b-(r -b)+alnr -aln b}

V(1) =Z{-binb+ainr ~(r -b))

0

Potencial en la Regién I:< a (dentro del metal descargado)

=—rJ<'aEdr IE”,dr IE,ldr jEdr

Tres Tref
El campo eléctrico en la Region | vale ceE,=0, luego el potencial electrostatico en el

metal resulta ser independiente dees decir, todo el volumen y la superficie del ahet
tiene el mismo valor del potencial. Esto signifigae no se necesita realizar trabajo

eléctrico para mover una carga de un punto a oted metal.

Vl(r) _[ Emdr IElldr

Tref
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Las dos primeras integrales representan el polevic(a) justo en el punte = a, es decir,
a
V,(r=a) =—{-blnb+alna-(a-b
(r=a = (a-b)}

Por lo tanto, el potencial electrostatico en cuaigpunto del metal vale:

V,(r) =V, (r =4 =£ﬂ{—b|n b+aln a-(a-b)}

0

V(1) =Z{-binb+alna-(a-b)}

0

En resumen, el potencial en todo el espacio viewle gor:

ﬁ{—blnb+aln a-(a-b)} si Osr<a

80
V(r)= g{—blnb+alnr—(r—b)} si asr<b
0
—Mlnr Si bsr<r,
gO

Notese que el potencial es continuo en todo elogspas decir,

V,, (b) =V, (b) = -gﬂ(b—a)ln b

0

V, (a) =V, (a) :g{—bln b+alna-(a-h)}

0

3. Problema obligatorio. La corona circular mostradaleefigura tiene una densidad de

carga uniformeo y radio interiorr, =a y radio exteriorr, =b. Justo sobre el eje de la
corona y a una distancia de su centro se encuentra una varilla de ldrggue tiene

una densidad lineal de carga uniforineCalcule la fuerza resultante ejercida por la

corona sobre la varilla.

v
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Solucion:

Este problema puede ser resuelto de varias martemagrimer lugar elegiremos hacerlo
considerando que la corona esta formada de un woundinito de alambres
circunferenciales de radio que lleva una carga diferencdt , cada uno de los cuales
produce un campo diferencidE que apunta a lo largo del eje de simetria del lalam de

la corona. En segundo lugar lo haremos empleandarspo creado por un elemento de

carga de la corona en un punto sobre su eje déri&me

Primer metodo:

Campo eléctrico creado por un alambre circularazwg

Calculemos el campo creado por un alambre de nadicargaq a una distancia sobre
el eje de simetria del alambre. La figura muestrgampo diferencialdE creado por una
carga diferenciatlg’ en un punto del eje.

v

Usando la ley de Coulomb, el médud& del campo viene dado por

kdg _ kdg
F-r 17

dondel =|F —F|=+r?+2°.

Por simetria, el campo total creado por el alamsbte tiene componente a lo largo del eje

dE =

Z.

E= J' kAT osg

| 2

dondecosd =|—Z
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se obtiene

E:.[kqu’

|3

Pero cuando se recorre todo el alambre circula ganerar el campo resultante, no varian

ni z ni |, por lo que pueden ser sacados de la integral
_kz¢,,
= |_3J. dq
La integral no es mas que la carga total del alarqbrj'dq', asi que el campo total creado

por el alambre viene dado por

kgz

3/2
(r*+2)

Campo eléctrico creado por una corona circularacay

Consideramos que la corona esta formada por un notimfenito de alambres de distintos
radios, y que cada alambre de carga difererdjalgenera un campo diferencidE . Este
campo diferencial es justamente el campo del alamdmién encontrado:

kdq' z

3/2
(r*+2)

dE =

dq'

dondedq se expresa en funcion de la densidad superfieiajadgaazj—i\ en la forma

dq =odA.

El campo total es la suma o superposicién de tedtms campos diferenciales, es decir,

3/2 3/2
Zz) r=a(r2+22)

r=b
E=jdE=

r=a

r=b r r=b
j k zdg I kzodA
r=a(r2 +
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La diferencial de superficie de la corona vieneadadr dA= 27rdr, por lo tanto la
integral queda
r=b
E= 2ﬂkUZI LS/Z
(747

Integrando

b

-1
Nri+ 72

Simplificando, obtenemos la forma final del campe&ado por la corona:

E=2rkoz

a

£= 9 z z
250 \/a2+22 \/b2+22

Segundo método.
Campo eléctrico creado por un elemento diferemigatarga localizado en la corona.
El origen del sistema de referencia esta en et@ela la corona, por lo tanto, de acuerdo a

la figura, los vectores yr' vienen dados por:

A

=2k
F:ﬁ+ﬁ
X
dA=rd&dr
dg'
T~ ~ dr
r P(0,0,2)

z

=l

Expresandax ey en coordenadas polares, tenemos:
X=rcosd, y=r sird
donder es el radio de la circunferencia que pasa poleghento diferencial de carga de

coordenadas polare(s,é?) y @ es el angulo que hace dicho elemento difereneiaailga
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con el ejex. La corona se genera cuandovaria desde =a hastar =b y el angulod
varia desde&? =0 hastad = 277.

Entonces,

F—F" =-rcosfl —r sing] +zk

y su médulo vale:

2 2

|r”—r”’|: r’+z

El campo eléctrico viene dado por
K dq )

dondedq =ogdA = J(r dBdr), reemplazando arriba, nos queda:

E(r)=[————

k o(rdédr) (—r cosdi —r sindj + ﬂz)
(r2 + y2)3/2

Las integrales sobre los angulos se anulan, ygg@da la componente

E(F)= j

% rdrd@ rar
E(2)=k zjj—m k2ﬂazj 37
0 a ty ) r +y )
Integrando
b
E(z)=k2moz _t
Jre+y?

Obtenemos la misma expresién gue antes del caréptrieb de una corona de carga:

z V4
E(z7) = _
(Z) 25 |:\/a2+z2 \/b2+22:|

Calculo de la fuerza eléctrica sobre una varillgada:
Ahora calcularemos la fuerza eléctrica sobre ldlaata fuerza diferenciatlF sobre cada

carga diferencialdq de la varilla viene dada por la expresidi =dqE, dondeE es el

campo eléctrico generado por la corona sobre sa ejge acabamos de calcular.
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dq
\
—m 11— »
D z

La diferencial de carga se expresa en funcién diedsidad lineal de cargh en la forma

dg=Adz. La fuerza resultante sobre el alambre viene gada

D+L D+L

F= j dqE = j AdzE
D D

- o z z
Usando el valor del campo recién encontr&do [

- , Se tiene
2¢, \/a2+22 \/b2+22}

D+L D+L

:AJJ- zdz _AJJ- zdz
28, o \/612'*'22 2, 5 \/b2+22

Integrando tenemos la fuerza total sobre la varilla

F :;—:O[\/az +(D+L)" -va?+D?-\b?+(D+L)* +vb?+ LZ}

F
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2.3.1 Unidad lll: Solucionario de Pruebas

Solucionario
Segunda Prueba de Céatedra
Electromagnetismo FI-604
Semestre de Primavera 2012

1. El circuito de la figura tiene todas las resistaadguales y vaIer’R=1(Q). Las Fem
valene, =10(V) y &, =6(V). Calcule:
a) La corriente eléctrica en cada resistencia.

b) La diferencia de potencial entre los puntas y b, es decir, calcular
AV, =(V, = V).

a 1R2 b
N
R,
R e
R, T Igl
d —
= c

Solucion:

a) Calcular la corriente eléctrica en cada resistencia

Elegimos método de corriente por malla en la fogua se indica en la figura.

Usando las ecuaciones de Kirchhoff para la sumkgsléiferencias de potencial en cada
malla, se obtienen las siguientes ecuaciones, dagualla indicada y la direccion indicada

para recorrerla:
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a — b
Ry
rRI " e
4 1, —_ Ifl
d ? c
malla: aeda
-&,+(1,-1;)R,+I R,=0 (1.1)
malla: aeba:
—&,+(1,+1,)R;+1 R,=0 (1.2)
malla: bcdb:
—& + 1R+ (1,-1 )R, +(1,+1 JR,=0 (1.3)
Usando los datos numeéricos se tiene:
21,-1,=6
21,+1,=6 (1.4)
3l,-1,+1,=10
despejando, se obtienen las corrientes por malla:
1,=5.5(A), 1,=05A), I,= 5.0A) (1.5)
Por la resistenci®, pasa la corriente netg,
l, =1,-1;=5.5(A)-5.0A) = 0.8A) (1.6)
Por la resistenci&, pasa la corriente neta,
I, =1, +1,=0.5(A)+5.0A) = 5.8A) (1.7)

b) Calcular la diferencia de potencial entre los pantb y b, es decir, calcular
AV =(V, - V).
La figura muestra la region donde calcularemosiferehcia de potencial y las corrientes

gue circulan.
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Siguiendo el caminaleb, se tiene
Vi~ IR+ 1R =V, (1.8)

despejando la diferencia de potendat,, =V, - V,, se tiene

AV, =V, =V, == IR+ I, R (1.9)

usando los valores numéricos, obtenemos
AVi, =V, ~Vy =-0.5( Ax Q) + 5.4 Ax {Q)= 5.0V) (1.10)
AV, =V, -V, =5.0(V) (1.112)

2. Se tienen dos condensadores de placas paralag C,, ambos, de area y
separaciond, con capacitancias iguale§,. Ambos condensadores se mantienen
conectados a una Fem de valdv, . Luego se introduce un dieléctrico distinto enacad
uno de los condensadores en la forma que se irficg, el dieléctrico tiene constante

K, y ocupa la mitad del area de las placas.GGrel dieléctrico tiene constant€, y
espesor(gj
5 )"

antes después
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Antes de introducir los dieléctricos, calcular:

a) La capacitancia equivalente.

b) Las cargas iniciale®,; y Q,; en cada condensador
Después de introducir los dieléctricos, calcular:

c) La capacitancia d€, y C,.

d) La capacitancia equivalente del sistema.

e) Las cargas finale®, ; y Q,, en cada condensador.

Solucién:

Antes de introducir los dieléctricos.
a) Calcular la capacitancia equivalente.

Dado que los condensadores estan en paralelo, € g€, = C,, se tiene
Ceq,inicial = C1 + CZ = 2C0 (21)
La diferencia de potencialV, del circuito equivalente es constante, luego al@a total

inicial vale

Quiciar = Ceq, paraied® Vo (2.2)
Quicia = 2GAV, (2.3)
b) Calcular las cargas iniciale®),; y Q,; en cada condensador.
Cada condensador tiene la misma diferencia de giateAV, porque estan en paralelo,
luego, la carga en cada uno de ellos viene dada por
Q, =CAV,=CAV, (2.4)
Q,, =CAV,=CAYV, (2.5)

Notese que la carga total inicid es igual a la suma de las cargas de cada

nicial ?
condensador, como debe ser para una conexion alelpaes decir,

Quicias =Q; +Q; =2CA YV, (2.6)
Después de introducir los dieléctricos.

c) Calcular la capacitancia dg y C,.
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El condensadoC, se puede considerar como dos condensadgreg C, , conectados en

paralelo, cada uno de los cuales ocupa la mitadréalA del condensado€, original. La

capacitancia de cada condensador viene dada por

C,=——-=—"—= - dieléctrico aire (2.7)

A
(2j_kleoA_ KS  gielectri
e dieléctrico de ctek, (2.8)

La capacitanciaC, ; de los dos condensadores conectados en paraksie, dada por

C1,2 =

_ _Co kG _(1+K
Cl,f _Cl,l+Cl,2_ 2 + 2 ( 2 j(:o (29)
C., :(szljco (2.10)

N 1+k,
La capacitancia crece porq e >1.

El condensadoC, se puede considerar como dos condensadiyey C,, conectados en

serie, cada uno de los cuales tiene gepero tiene la mitad de la separacion de placas del

condensadofC, original. La capacitancia de cada condensadoewiaa por

C,, =20R =25 5c  dieléctrico air (2.11)

— k2£0A_ 2k2£0A

2

La capacitancidC, ; de los dos condensadores conectados en serie,dagia por

C,, =2k,C,, dieléctrico de ctek, (2.12)

1 _1.1_ 1, 1 (1+k,)

= (2.13)
C2,f C2,1 C:2,2 2C:0 2 kZCO 2 kZCO

Invirtiendo este resultado se obtiene la capaddéafg, de los dos condensador€s, y

C, , conectados en serie
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— 2k2
C,, _(1+ kzjco (2.14)

o 2k,
La capacitancia crece porque—2 |>1.
T+k,

d) Calcular la capacitancia equivalente del sistema.
Ahora que hemos encontrado la capacitancia decadbensador después de introducir los
dieléctricos, podemos calcular la capacitancia \edemte total debida a la conexién en

paralelo deC, ; y C, ;. Recordemos que las capacitancias en paralelondars luego

Ceq, final = Cl,f + C2,f (215)
Reemplazando los valores encontrados en (2.1Q)1L¥)2enemos
- —(1+k 2
ceq,ﬁna.—q,f+cz,f—( > jco+(1+k2jco (2.16)
Ceq final = (14— k1 +ﬁj Co (217)
‘ 2 1+Kk,

_[(rk) (14 k) + 4k,

Ceq, final — ( 2(1+ k2) CO (218)

e) Calcular las cargas final€g ; y Q,; en cada condensador.

En principio podemos ver que la carga total fiQgl|, viene dada por

innal = Ceq, finaIAVO (219)
_[(L+l) (1 k) + 4k,
Qfiar = ( 2(1+ kz) GAV, (2.20)

Reemplazando la carga total iniciq ., =2CAV,, dada por relacion (2.3) eQy,., .

tenemos la siguiente relacion entre las cargakesoiicial y final:

(1+k) (14 k) + 4k,
= . 2.21
Qﬂnal ( 4(1+ kz) Qmu:lal ( )
Pero la cantidad entre paréntesis es mayor o ggealno, es decir,

4(1+k,)
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La igualdad se cumple soélo para el caso limkjte k, =1. En general, la carga total final

Q. €S mayor que la carga total inicig),, , es decir,Q,., = Q Este aumento de

nicial *
carga lo entrega la Fem que esta siempre conectada.

Ahora podemos estudiar la carga final en cada cmadior con dieléctrico. Dado que
ambos estan conectados en paralelo, se cumple que

Qi =C; AV, (2.23)
Q, =C,,AV, (2.24)

Usando los valores dg, ; y C, ;, dados por (2.10) y (2.14), respectivamente, @ters

Q z(l-'-zkljcoAvo (2.25)
_[ 2k
Q. —(MJCOAVO (2.26)

Finalmente podemos expresar estos resultados andfumle la carga inicial de cada

condensador por separado, es decir, en funcidp de CAV, y de Q,; = CAV,.

Q=2 )a, 227)
—_ 2k2
Qz,f _(14_ kszZj (228)

En consecuencia, la carga en ambos condensadaoresebtéctrico ha crecido.
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Solucionario
Segunda Prueba de Céatedra
Electromagnetismo FI-604

Semestre de Otofio 2014

1.- En el circuito de la figura, las resistenciaten: R =1(Q), R, =2(Q), R,=3(Q) y
R,=4(Q),ylas Fem valer, =5(V) y &, =2(V). Calcule:

c) (1.0 pto.) La corriente eléctrica en cada resiséenc

d) (1.0 pto.) La diferencia de potencial entre lostparh y e, es decir, calcular

(Vh _Ve)
e) (1.0 pto.) La diferencia de potencial entre lostpsm y g, es decir, calcular

(Va _Vg)

a b e f

X il
a1 - R RJ
RIF Rl
d C h g
Solucién:

a) Calcule la corriente eléctrica en cada resistanc
Usaremos el método de las corrientes por mallaoi®mpos que las corrientes vienen como

se indica en la figura.

a b e f
| N P il
sV [ TR R
Ri* l, Rl I3
d C h g
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Ahora podemos aplicar la ley de Kirchhoff que elstad que la suma de diferencias de
potencial en un circuito vale cero.

Trayectoria a-b-c-d-a:

R(l,-1,)-Rl,+&,=0 (1.1)
Trayectoria b-e-h-c-b:
&-Ry(1,+1,)-R,(1,-1,)=0 (1.2)
Trayectoria a-b-e-f-g-h-c-d-a:
RI,-RI,+&,=0 (1.3)
Usando los datos numéricos, las ecuaciones quedan:
-31,+2,+5=0 (1.4)
21,-5,-3,+2=C (1.5)
41,-1,+5=0 (1.6)
Resolviendo este sistema de ecuaciones se encugnaes corrientes:
= 22(A)=2.92(A) @
) :%(A) =1.88(A) (1.8)
I, :—1—§(A):—0.52(A) (1.9)

El signo negativo de la corrientg indica que el sentido de la corriente es el opuaistiue
supusimos al comienzo, sin embargo, su valor nwmésta correcto.

La corriente que cruza pd®, es |, =2,92(A), subiendo. La corriente que cruza [Ryr es

I,=0.52(A), bajando. Las corrientes netas que cruzan lasteesiasR, y R, son las

siguientes:
R= 1y =1,-1,=(2.92-1.84= 1.04A):§—§(A) . bajanc (1.10)
R= 1l =1,+1,=1.88+(-0.53 = 1,3§A):2—:(A) . bajanc (1.11)

b) Calcule la diferencia de potencial entre los fpsh y e, es decir, calculal(Vh —Ve).
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Siguiendo el camino especificado, se tiene

Vet &~ R(1,+ 1) =V, (1.12)
despejando
V, —ve:2—3(4—7—1—3J (1.13)
25 25
52
V, -V, = —2—5(v) =-2.08(V) (1.14)

c) Calcule la diferencia de potencial entre los fmsa y g, es decir, calculal(va —Vg) :

Siguiendo el camino a-d-c-h-g, se tiene

V,-g+RI =V, (1.15)

despejando
V,-V, =& - R, (1.16)
V,-V,=5-2.92= +2—§(A):+2.0$A) (1.17)

2.- Se tienen tres condensado@sC, y C, de placas paralelas, idénticos, de capacitancia

C, cada uno. La conexion mixta de los condensaderesasitiene conectada a una Fem de

valor AV, como lo muestra la figura 1. Luego se introdudégiéctricos de constantés y

k, como se indica, y en la forma que se indica, ddamue el dieléctrico de constarite

: . . A s
llena justoun tercio del area(g) de las placas del condensadoyr, y el dieléctrico de

constanté, llenaun cuarto de la distancia%) que separa las placas del condens&jor
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Antes
S
A\/0 e C3 _
C,_—
Después
e M L—C,
AVo e Al Sy S
3 ——CZ ﬂ
4

Antes de introducir los dieléctricos, calcular
a) La capacitancia equivalente del sistema

b) La carga total inicial del sistema.

c) Las cargas iniciale®,;, Q,; y Q,;en cada condensador

d) Las diferencias de potenciaV,;, AV,; y AV,; através de cada condensador.

Después de introducir los dieléctricos, calcular
e) La capacitancia equivalente de los condensadoredieléctrico.
f) La capacitancia equivalente del sistema.

g) La carga total final del sistema

h) Las cargas finale®, ;, Q,;y Q,; en cada condensador.

i) Las diferencias de potencial finAV,; y AV, y AV, através de cada condensador.
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Solucién:

Antes de introducir los dieléctricos, calcular

Antes

c——
AVO e Cs :_

a) La capacitancia equivalente del sistema.

Todos los condensadores tienen capacita@giaLos condensadoreS, y C, estan en

serie, luego su capacitancia equivalente viene gdada

i:i+_1:_1+_1:_2 (21)

C, ¢, G G G G
Invirtiendo la relacion, se tieneC12=7°. Este condensador equivalente esta en

paralelo conC,, por lo tanto,C,, la capacitancia equivalente de todo el circuitnei

dada por:

C 3
Ca=CotC=2+G=0G (2.2)

b) La carga total inicial del sistema.

La carga totalQ, esta relacionada con la capacitancia t@gl y la diferencia de

potencial AV, entre las placas d&,,, en la forma
Qtot = CtotA\/O (23)
_3
Qtot - E CoA Vo (2.4)

c) Las cargas iniciale®),;, Q,; y Q,; en cada condensador

Las cargaq),; y Q,; que existen en los condensado@sy C, que estan conectados

. . . C
en serie, se pueden calcular usando su capacitaqeigalenteC,, =

70. Noétese que
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C, Yy C, estan conectados en paralelo, por lo tanto, &eatitia de potencial entre sus

placas es la misma, es decir,
AV, =AV,=AV, (2.5)

Por lo tanto, se cumplen las relaciones
1
Q12 = ClZAVlZ = E C(ﬁ Vc (2-6)

Dado que los condensador€sy C, estan en serie, la carga en cada uno de ellas es |

misma, por lo tanto,
Q:=Q=Q,=5CAY, 2.7)
Para el condensaddl,, se cumple que
Q;; =CAV,= CAY, (2.8)
d) Las diferencias de potenciaV,;, AV,; y AV, a traves de cada condensador.
Dado que los condensadori@sy C, estan en serie, se cumple que
AV, =AV, +AV, (2.9)

PeroAV, = AV, porque los dos condensadores son idénticos, ganto

AV, =AV,; + AV, =27V, (2.10)
AV, =AV,, = % (2.11)

y ademas,
AV;; = AV, (2.12)

Después de introducir los dieléctricos, calcular

Después
e LG
AVO T é[/__ sz C'3
3 I
2 P
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e) La capacitancia equivalente de los condensadoosadieléctrico.
Las nuevas capacitancias de los condensadoresiséi@das con primas.

Analicemos el condensad@; . Este condensador esta formado por dos condersador

en paralelo:
_ e . A
I) un condensador lleno con un dieléctrico de cmtstk,, cuya area esg y su

separacion entre placas @&s Su capacitancia viene dada por

ke[ A) k[ £A
c, -k 2] 5 o1

N . , 2 .,
i) otro condensador con lleno con aifle£1), cuya area e%A y Su separaciéon entre

placas esl . Su capacitancia viene dada por

£, (2A) _ 2( &,A
Cl =20 =8| =L 28 2.14
=522 2 @14)

: . - . A
Estas capacitancias se pueden escribir en funei@) e (%} , en la forma,

' . _2
K :%CO’ qzl_gg (2.15)
Como estos dos condensadores estan en paraletpastancias se suman, es decir,
P 2
Ci=C,+Ga=2 G+, (2.16)
1
Cl=§C0(k1+2) (2.17)

El condensado€, no cambia, luegoC, =C, .
Los condensadore€; y C, estan conectados en serie, por lo tanto la cagadcid
equivalenteC,,, viene dada por,

1

11,1 (2.18)
C12 Cl CZ
Reemplazando los valores obtenidos,

1-_3 .1 (2.19)
C12 CO(kl+2) CO

290



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

1 _ (k+5)

— (2.20)
C12 ( ki + 2) CO
Finalmente, se obtiene la capacitancia etgrivaC,,,
c,=|k*2e (2.21)
K +5

Estudiemos ahora la capacitancia equivalente delawsadolC;, el cual esta formado

por dos condensadores en serie:

i) un condensador lleno con un dieléctrico de amstk,, cuya area esA y su

. d . .
separacion entre placas ez . Su capacitancia viene dada por

C = Kefo g gy [EA (2.22)
B
4
i) otro condensador con lleno con aide=£1), cuya area e\ y su separacion entre

placas e{%} . Su capacitancia viene dada por

& 4( &,A
C =2~ A=—| % 2.23
k=1 (3dj 3( d j ( )
4
Estas capacitancias se pueden escribir en funei@) e (SOTAJ , en la forma,

CL = 4Gy Gu=5 G (2.24)

Estos dos condensadores estan conectados enlsege, su capacitancia equivalente

C,, viene dada por

1-1.1 (2.25)

SIS

101 1

-1 2.26

c, kG XS, (2:20)
3

113 (2.27)

C; 4kG
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Finalmente,

. 4k,
= 2.2
C; (1+ 31<ch0 (2.28)

f) La capacitancia equivalente del sistema.

La capacitancia equivalente del siste@ja se obtiene usando los condensad@gsy
C, conectados en paralelo. La capacitancia equivaletal viene dada por la suma de

las capacitancias:

D [k +2 4k,
Ctot_C.L2+c3_(k1+5jCo+(l+3k2an (2.29)
. Ik +2 . 4k,
Coa {ﬁl—:ak }Co (2.30)

g) La carga total final del sistema

La carga total viene dada por

b | kt+2 4k,
Qot = ColdV, = {m +@} GAV (2.31)

h) Las cargas finale®, ;, Q,;y Q,; en cada condensador.
Los condensadores equivalentgs y C, estan conectados en paralelo, por lo tanto, su

diferencia de potencial es la misma para ambosley &¥, . Las cargas vienen dadas

por
Q.- 1Avo=(%j CAVY, 232
Q- chvo{lf‘;J CAV, 233

Dado que los condensador€s y C, estan conectados en serie, la carga de cada uno

de ellos es la misma y es igual a la caya es decir,

k+2
k+5

i) Las diferencias de potencial finalV,; y AV,.y AV,, a través de cada

Q. =Q; =( j CAV, (2.34)

condensador.
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Ahora que conocemos las capacitancias y las cargasda condensador, usando la
relacion AV = (%) podemos encontrar las diferencias de potencied éas placas.
o (kl +§JC AV,
AV, = é‘f =\ (2.35)
1 3 Co (k +2)

AV, = S AV, (2.36)
1 kl 5
o (kl * éj C,AV,
AV, ==L = kot (2.37)
’ CZ CO
av,, =| 52\ ay, (2.38)
’ kl +5
o (14‘;( jc AV,
AV, =—L = (2.39)
C, 4k, c,
1+ 3k,
AV, =AV, (2.40)
Notese quedV, ; =AV,( +AV,,, ya que se encuentran en paralelo.
av,, = > |av +[ K2 Ay (2.41)
' k1 5 k+5
AV, =AV, (2.42)
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Solucionario
Segunda Prueba de Céatedra
Electromagnetismo FI-604

Semestre de Otoio 2012

1.- El circuito de la figura tiene todas las remisias iguales y valeR, = R= 4(Q). Las
Fem valens, =13(V) y &, =20(V). Calcule:

a) La corriente eléctrica en cada resistencia.

b) La diferencia de potencial entre los puritog e, es decir, calculaaV,, = (V,-V,).

£

Solucioén:

a) Calculo de la corriente eléctrica en cada estsa R, .

Elegimos método de corriente por malla en la fogue se indica en la figura.
Usando las ecuaciones de Kirchhoff para la sumagiditarencias de potencial en cada
malla, se obtienen las siguientes ecuaciones, dagualla indicada y la direccion indicada

para recorrerla:
Dado que todas las resistencias son iguéles R=4(Q), usaremos solo el simbole

por sencillez.

malla: abcda:

3RI, - RIl,+ RI,=0 (43)
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malla: bcdb:

3RI,-Rl,-£,=0 (44)
malla: afeda

3RI,+RIl,—£=0 (45)

usando el valor de la resistencia y de las Fenedaaciones de mallas, quedan,

3l,-1,+1,=0
20

8, -1,= (46)
13

3|3+|2:Z

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiersdaglde las corrientes

(=2 (A) 1,=5(A), 1,=1(A) 47)

Las corrientes; por cada resistencig; valen

(48)

b) Calculo de la diferencia de potenclsV, , = (Ve—Vb) entre los puntob y e.
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Para obtener la diferencia de potencial entre log#gs b y e, podemos usar cualquier

trayectoria que conecte dichos puntos. En esteussmemos la trayectoria horizontade.

Se obtiene
V,+R(1,-1)-RI,=V, (49)
despejando, obtenemasy/,, = (V,-V,)
V-V, =4(1,-1,)-4, (50)
Reemplazando los valores numeéricos de las corggeséetiene
V, -V, = 4(%—9 -4 (51)
AV, =V,-V,=-10(V) (52)

2.- Se tienen dos condensadores de placas payéati#asicos, de capacitanci@, cada
uno. Ambos condensadores se mantienen conectadssriena una Fem de valdV, .
Luego se introducen dos dieléctricos de constah&déctricask, y K, en el condensador

gue se indica, y en la forma que se indica, de ngpeocada dieléctrico llena justo la mitad
de las placas del condensador.

Antes Después

C,— = C,—— K, K.,

AVy—— AVy——
C,—— Cm <«—

Antes de introducir los dieléctricos, calcular:

a) Las cargas iniciale,; y Q,; en cada condensador.

b) Las diferencias de potencidV,; y AV,; entre las placas de cada condensador.

296



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

Después de introducir los dieléctricos, calcular:
c) La capacitancia equivalente del condensadodeaéctrico.
d) La capacitancia equivalente del sistema

e) Las cargas finale® ; y Q,; en cada condensador.
f) Las diferencias de potencial finAV, ; y AV, ; entre las placas de cada condensador.

Solucion:
Antes de introducir los dieléctricos.
Cada uno de los condensadores en serie tienen dmamcargaQ,. La capacitancia
equivalente viene dada por
1 1 1 2

- = —4+ —=° (53)
Cos G G G
Luego, la capacitancia equivalente en serie vale
C
Coeric = 70 (54)
Para el circuito equivalente en serie, se cumpée qu
Q = CoaidA Vo (55)

dondeQ, es la carga de cada condensador en serie, luego,

1
Q= > CAV, (56)
Para cada condensador se cumple que
Q =CAYV,

Despejando, se obtiene las diferencias de poteentat las placas de los condensadores,
considerando que las capacitancias de ambos cauters son iguales@,,

:&:%:1AV

AV,
t'c ¢ 2 °

(58)

Como se puede ver, para los condensadores iguahextados en serie, las cargas son

iguales y las diferencias de potencial son iguales.
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Después de introducir los dieléctricos, calcular:
En primer lugar, calculemos la capacitancia eqama del condensador lleno con dos
clases de dieléctricos. Este condensador se pust#derar como dos condensadores en

paralelo, cuya capacitancia equivalente vale

Ceq =C+GC, (59)
donde C, es la capacitancia del condensador lleno con aiigé K, y C, es la
capacitancia del condensador lleno con dieléctiigoCada uno de los condensadores con
dieléctrico tiene la misma separacidnque los condensadores originales, pero como los

dieléctricos ocupan solo la mitad del condensagiaionces, el area de cada condensador

con dieléectrico es justd\ = A :E' Las capacitancias vienen dadas por

- Ki€oA = Kl‘gOAzﬁlC

< d 2d 2 °
(60)
C.= Koo, — Kz‘goA:&
? d 2d 2
Reemplazando estos valores en la capacitanciaagnie en paralelo (59), se tiene
Ca=C+C=2G+2G (61)
Luego,
Cu=G+G =(%j G (62)

Ahora tenemos dos condensadoi@sy C,,, conectados en serie.

eq’

—cC,

ANy——

q

La capacitancia equivalente de la conexion en seriee dada por
11,1 (63)
reemplazandc,, dado por (62), tenemos
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1.1, 2 (64)
Cin G (K*K,)C,
Cin :i"' & = SRS G (65)
C, (Ki*+K,)C, (2+K+K,
K, +K
fin (2+K1+KJC0 (66)

Con esta equivalencia, solo nos resta la Fem de ¥&f, y un condensador equivalente

final C. . En este circuito, la relacion entre la carga kooadensador equivalente, la

fin *
capacitancia y diferencia de potencial viene daxa p

Q=ChAV, (67)
Usando (65), obtenemos la car@aen cada uno de los dos condensad@ey C,, que

forman la conexion en serie

— Kl+ KZ
(o

Pero, de la relacion (56), sabemos @@%COAVO, luego (68), queda

(69)

— Kl + KZ
T o

Notese que cambio la carga del condensador siéctligl. También podemos ver que si
K, =K, =1, es decir, no hay dieléctrico distinto del aingtoacesQ = Q,. Con esta carga

Q conocida en (70), escribimos las relaciones @&trae cada uno de los condensadores

Q=CAVY,
Q=C,AY,

Dado que la carg® y las capacitanciaf, y C

(71)

son conocidos, entonces podemos

fin

calcular la diferencia de potencial a través dexcashdensador,

av, =2 - KitK, 1Q, (72)
G, 2+K +K, ) C,
Pero, de acuerdo a(58), sabe =%AVO. reemplazando en (72), se obtiene

0
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AVl = & AVO
2+K, +K,

ParaAV, segun (71), se tiene

AV, =<
e

€q

reemplazand® de (70) yC. de (62), se tiene

fin

C 2+K, +K,

fin

_Q _ [ K tK,
AV, = _2( j%(Kl

2%( 2

p= Q-
Ceq (OR

AV, = —2ay,
2+ K, +K,
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Solucionario
Segunda Prueba de Céatedra
Electromagnetismo FI-604

Semestre de Otoio 2013

1.- Se tienen tres condensador@s, C, y C,, de placas paralelas e idénticos, con
capacitanciaC, cada uno. La conexion mixta de los tres condemsadse mantiene
conectada a una Fem de valty,, como lo indica la figura adjunta. Luego se intrceh
dieléctricos de constantds y k, como se indica, y en la forma que se indica, ddawue

el dieléctrico de constante llena justo la mitad del area de las placas detlensadolC,,

y el dieléctrico de constant&, llena la mitad de la distancia entre las placas de
condensadoC,.

Nota: Entregue los resultados en funcion de losd&l,, AV,, k, y K, .

C_—_— (2
£ I'_— ' C,_— G
C,—— C,——

Antes de introducir los dieléctricos, calcular:
a) La capacitancia equivalente del sistema
b) La carga total inicial del sistema

c) Las cargas iniciale®,; y Q,; en cada condensador.

Después de introducir los dieléctricos, calcular:
d) La capacitancia equivalente de los condensadoresieléctrico.
e) La capacitancia equivalente del sistema

f) La carga total final del sistema
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Solucién:

Antes de introducir los dieléctricos, calcular:

a) C, y C, estan en serie, luego su capacitancia equivalésrie dada por,

1 1 1 1 1 2
= 4+ = 4 T =
C. G G G G G
luego,
C
C,=—2
12 2

C,, esta en paralelo co@,, luego su capacitancia equivalente viene dada por

Cea =G+ G

reemplazando los valores, se tiene

b) Carga total inicial del sistentg
3
Qt = CquVO :E QT)A%

c) Las cargas iniciales en cada condens&lorQ,; y Q;;.

C, y C, estan en serie, lued@; = Q,;, luego
o~ 21
Ql,i - sz - ClZAVO_E CA Vc
Qi =CAV,= CAV,

Después de introducir los dieléctricos, calcular:

d) La capacitancia equivalente de los condensadoresieléctrico.

C O
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El condensador con dieléctria®, esta formado por dos condensadores en paraleto, un
con dieléctrico de constante que ocupa la mitad del area del condensadoroyr@lsin

dieléctrico que ocupa la otra mitad, luego, la cdapacia equivalente vale

Cl,eq = Cl,d + Cl,O (85)
donde las capacitancias valen
E( A
Cl,d = %(Ej = % Co (86)
E(A) 1
Cl,o = FO(EJ = _2 C0 (87)

donde hemos usadg, :e’OTA' Reemplazando (86) y (87) en (85), se tiene

1 +1
C1,eq:%co+_2Co:(k12 jCo (88)

El condensador con dieléctrid@, esta formado por dos condensadores en serie,amo ¢

dieléctrico de constantk, y areaA, pero de espeso%, y el otro sin dieléctrico también

d . , :
de espesori, luego, la capacitancia equivalente vale

= + (89)
C3,eq C3 d CB,O
donde
ke A
Cog =25 = 2K,C (90)
2
Co= 228 =2, (o1)

Reemplazando estos resultados en (89), se tiene

1 _ 1 1 _(1+k)

©2k,C, 2C, 2kG,

c (92)

3.eq

invirtiendo, se tiene
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— 2k2
C3,eq - (1_'_ k2 j C0 (93)

e) La capacitancia equivalente del sistema
Para calcular la capacitancia equivalente del rast@ecesitamos calcular primero la

capacitancia equivalente de la conexién en seri€ gecon C, = C,.

t 1,1 (94)
Coea Cieg Co

1,eq

reemplazando (88), se tiene

1 __ 2 1 1[k1+3j (95)

Clz,eq (k1+1) Co Co Co k1+1
invirtiendo
_[ kt1
C12,eq_(m Co (96)

Ahora podemos calcular la capacitancia equivaldetsistemaC__, de dos condensadores

eq’

en paraleloC,, ., y C,,-

Ceq = C.LZ,eq+ C3,ec (97)
reemplazando (96) y (93), se tiene
[k +1 2k,
Ceq_(k1+3jco+(1+kzjco o)
_( (k) (k+1)+ 2k (k+3
I e >

f) La carga total final del sistema

Para los condensador€s y C,, las cargas son iguales porque estan conectacesienes
decir,Q ; =Q,;

Ql,f = Qz,f = C12;—3qu0 (100)

usandoC,, ., de (96), se obtiene

o, =&+
Q. =Qy _(kl : 3} CAV, (101)
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Para el condensad@,, su carga, ; , viene dada por
Q3,f = C3,quVO

reemplazando (93), se tiene,

—_ 2k2
Q3,f - (14_ k2 j COAVO

Entonces, la carga total en el sistema viene dad®p = C. A\,

((k+)(k )+ 2k (k+ 3
Q( (1) (k +3

|

(102)

(103)

(104)

2.- Hallar el valor de las intensidades de corgegnt cada resistencia y la diferencia de

potencial AV, =V, —V,, considerando el método de mallas y el sentidtasleorrientes

que indica el circuito de la figura adjunta. Lasistencias valenR =3(Q), R, =9(Q),

R =9(Q) y R, =6(Q), ylas Fem valens, =8(V) y &, =16(V).

R a R, d

T T ]

|R3

f (o
b
Solucioén:
malla aefba:
-211,-8+18,=C
malla abcda

~241,+18,+ 16= (
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Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiasesotrientes

_8 _16
|1_l—5(A), I2—1—5(A) (107)

En consecuencia, las corrienfegjue circulan por cada resisten®&®a vienen dadas por

8 8 16

L=r2(A) b=(A) T=(A), 1= (A) (108)

Calculo de la diferencia de potenciaV,, =V, -V,

Recorriendo un trozo de circuito por cualquier écgria desdea hastab, se obtiene la
diferencia de potencial pedida. Nosotros usaremtrayectoria directa — b,

Vo m bR R =\, (109)
reemplazando los datos, se tiene

8 8 48
AV, =V -V =-—9-—9=-—(V 110
ab b a 15 15 5( ) ( )
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2.3.1 Unidad IV: Solucionario de Pruebas

Solucionario
Tercera Prueba de Catedra
Electromagnetismo FI-604
Semestre de Otofio 2011

1. (2.0 ptos.) Considere un trozo de alambre de famtalar de radioR que subtiende

un énguloez(%). El alambre lleva una corriente constaihtey se encuentra en el

plano (x, y) tal como se muestra en la figura. Calcular el @amagnético resultante

en un puntoP a una altureh sobre el ejez.

N

Solucion:
Consideramos el origen del sistema de referenato jen el origen del sistema de

coordenadas. De este modo, se tiene:

A

F =hk (1.1)
F' =Rcosfi + R sind ] (1.2)
entonces
(F-F")=-Rcosdi —R sind]j+hk (1.3)
y
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7 =7 =JR? +h? (1.4)
El elemento diferenciatll que es tangente al alambre en la direccién dergente | |,
viene dado podl =dF', es decir,
dl =dr = -Rsin@ddi + Rco® & | (1.5)

Ahora podemos calculal x (7 -f")

] j K
dl x(F -f") =|-Rsinddé Rcofdd (1.6)
-Rcosf  —-Rsir¥d

dl x(F =F") =hRcosddéi + hRsi & j+ R & & (1.7)

Ahora podemos calcular el campo magnético en psiti a saber,

B(f):’u"l J-thosﬁd0i+ hRsihd fr R @ } (1.8)
liyrg (Rz + hz)%
pero (R2 + hz)% es constante, por lo tanto sale fuera de la iategr
L % % %
B(r)z— hRj cosed9|+hRj sing & j+ F%j @ (1.9)
47 (R2+h2)
B(F)= ’U—Iy{hRsmé?W |—thoa9|4 i+ F89|43 1} (1.10)
4n(R? + 1)
Finalmente, el campo magnétiﬁ(f) viene dado por:
B(7) :”—O'{hRsinﬂh hF{l— cosZ—T] i F?Z—TA% (1.11)
47T(R2 + hz)% 6 6 6

2. Un cable coaxial lleva una corriente=1, hacia arriba, distribuida homogéneamente

en un area circular de rade. Entrer =a y r =b se distribuye homogéneamente una

corriente |1, =1, hacia abajo. Calcule el campo magnético en cadadenlas tres

regionesi) r <a,ii) a<r<b, yiii) r>b.
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® corriente corriente
| sale ® entre

Solucién:

Regidn I:r <a, la corriente sube.

La densidad de corrient® es constante y viene dada phr= ﬂlgz . Apliguemos la ley de

Ampere a una circunferencia de radiga, concéntrica con el eje del alambre muy largo.

r<a

B0l = ey = 5 | I,0A (2.1)
0

dA para una lamina circular viene dada pigy= 277rdr . Reemplazando en (2.1), se tiene

la corriente neta encerrada en la curva Amperiacalar de radior <a,

r<a 2\f

J B, 02l = 11,9, [ 277vdlr = yOlen(%j (2.2)
0 0

§ B, 0l = 3 r? (2.3)

En el lado izquierdo de la relacién (2.3), se tigne el campo magnétic® es paralelo a

dl' sobre la curva Amperiana, y ademas el médulo deipo magnéticoB es una
constante sobre la curva Amperiana de radiorfifoa. En consecuencia, la integral de la

izquierda viene dada por

§ B 0ol = B di= B (277) (2.4)
Reemplazando este resultado en relacion (2.3gse t
B, (27r) = pt,d,7r? (2.5)
simplificando, obtenemos
B, =%,uo\]1r (2.6)

reemplazando el valor d&, se tiene finalmente
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Bl=2”;;;g r or<a 2.7)

Region ll: a<r <b, la corriente baja.

La densidad de corrient, es constante y viene dada plgr=ﬁ. Apliqguemos la
{b*—a

ley de Ampere a una circunferencia de radior <b, concéntrica con el eje del alambre

muy largo. Dado que ahora hay dos corrientes ead@&sren la Amperiana, escribimos
a a<r<b
’:_PBZ el =/'10|neta=/'10{j‘]ldA+ I sz’% (2.8)
0 a

Usando los mismos argumentos de la Region |, yiderendo que la densidad, es

negativa, ya que al apuntar la corriente haciacgaloggminuye la corriente neta encerrada, y
por lo tanto, debilita el campo magnético. En coneacia, escribimos

r<b

B, (Zm)zlqulAi_,uo‘]z”rza (2.9)
B, (277) = ppd, A - I 71( r* - &) (2.10)
Poniendo los valores dg vy J,
Bz(2m)=/,10(|—°2j(na2)—/,lo _ o ﬂ(rz—az) (2.11)
Ta 77(b2 - a2)
r2-a2
B, (Zm):ﬂolo_ﬂol O(WJ (2.12)
-a
Finalmente, el campo magnético en la Region lleigado por,
_ Mol b*-r
B, = T 2.13
2 2m (bz -a’ (2.13)

Regién lll: r >b, la corriente neta es cero.
Apliqguemos la ley de Ampere a una circunferenciaatbo r >b, concéntrica con el eje

del alambre muy largo. Dado que ahora la corrinata encerrada es cero, se tiene,

B, 0l = ], =0 (2.14)

comodl #0, se cumple qué, =0.
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3. Una varilla conductora se mueve con velocidad @mmstv hacia la derecha sobre dos
varillas conductoras formando una regién triangidasceles que subtiende un angulo
26, donde existe un campo magnético homogéneo yamaestjue ingresa en la figura.
Calcule el médulo de la Fem induciday la direccion de la corriente inducida, en el
momento en que la distancia de la varilla al vértiel triangulo es justx. Debe

explicar claramente porqué la corriente inducidamwvéa direccion que Ud. indique

®
®
~ ® ® /@
Vv —» V)
® ® ®
®
- X

Solucion:
Calculemos primero el flujo magnético a través aledpira triangular en el momento en
que la varilla se encuentra a una distancidel vértice. Las flechas indican la direccion de

la corriente inducida.

®®\
® ~ ® /9
®®®\g
® re

] X

Dado queB es constante y lo podemos suponer paraleld,gpodemos escribir,
. :jéuuA: BA (3.1)
donde A es el area de la espira triangular. Seéa altura de la varilla que esta dentro del

campo magnético de la region triangular. Entonekérea de la espira triangular is6sceles

viene dada por

A:%(Zy) X (3.2)

pero en el triangulo rectangulo superior, se tigne tangd ==. Entonces, el area en

X <

funcién dex, queda
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A= X tand (3.3)
En consecuencia, el flujo magnético, dado por (& ijaves de la espira triangular queda
@, = x*(Btan6) (3.4)
La ley de Faraday-Lenz queda
£= —({j—% = —g(sztanﬁ) =-2xB tarﬂ(%j (3.5)
t dt dt

Pero, la velocidad con que se mueve la varillaehkciderecha viene dada poe (%j

Por lo tanto, la Fem en valor absoluto vale

& = 2xvBtand (3.6)
La direccién de la corriente inducida coincide ebmovimiento de los punteros del reloj,
para contrarrestar la disminucion de flujo hacieraud de la pagina, debido a que la varilla

se mueve hacia la izquierda.
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Tercera Prueba de Catedra
Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun

Semestre de Primavera 2011

1.- Una varilla conductora cuadrada de longitudmasam Yy resistenciaR, se desliza sin

friccion bajando por dos rieles conductores pavalale resistencia insignificante. Los
rieles estan conectados entre si en su parte anfemediante un riel de resistencia
insignificante, paralelo al alambre, de tal mangua la varilla y los rieles forman una

espira rectangular conductora cerrada. El plandoderieles hace un angul@ con la

horizontal y un campo magnético vertical uniforBeexiste en toda la region.
a) Calcular la fuerza resultante sobre el alambre,

b) calcular la velocidad constantecon que bajara la varilla por el plano inclinado.

Solucioén:

Apenas la varilla empieza a moverse con una veddcidstantane& a lo largo del plano
inclinado, aparece una fem inducida que produce una corriente mducmlaﬁ. La fem
& se puede calcular de dos formas distintas: a)dasda relacion que involucra la

o : - dg, S =
variacion del flujo magnéticog = —E, y b) usando la fuerza de Lorenkz, =qvx B,
sobre una carga dentro de la varilla.

L d
a) usando la relaciéa = —d—¢tf3
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En primer lugar, vemos que el vector diferenciabdperficiedS (que es perpendicular al
plano de la espira) y el campo magnétiBohacen un angul@ entre si, luego el flujo
magneético queda:
@% = [ BS= [ Bdoso (1)
Dado queB y @ son constantes, se tiene,
@, = BScosd (2)

El &rea instantanea de la espira vale Ix, dondex es la distancia que separa a la varilla

de la base de la espira.

Finalmente, el flujo magnético queda

@ = (Bl cosd) x (3)
Por lo tanto, la fem inducida queda
deg, dx
g=—==(Blcosf)— 4
| | dt ( ) dt )
Pero la velocidad instantanea vale % , luego
£ =Blvcosd (5)

La corriente inducidd esta dirigida en sentido contrario al movimienéddaks punteros del
reloj de modo que el flujo magnético inducido seraa la disminucion del flujo hacia
arriba,

_ Blvcosg
R

| (6)

b) usando la fuerza de Loren‘tfg1 =qvx B, sobre una carga dentro del alambre.

Consideremos una carga que pertenece a la varilla que se mueve hacieo atma)

velocidad instantanea, en presencia de un campo magnégco
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Eligiendo los ejes coordenados como lo indicadarfi, la fuerza magnética sobre la carga

viene dada por

—

F

m

qvx B= quBsin(90+6) k 7)
Perosin(90+6) = cod, luego,

F., =qvBcosd (8)
Luego la fem inducida en la varilla movil por viet@da por el trabajo por unidad de carga

sobre la cargay. Si integramos desde hastab, el dI es paralelo a la fuerza magnética,

e=| P = [(vBcosd) ki di) k 9)
q
& =Blvcosd (20)
Por lo tanto, la fem inducida apunta desda& hastab, es decir, en la en la direccion
contraria al movimiento de los punteros del rgtdg corriente inducida viene dada por

_ Blvcosé
R

Estos resultados coinciden completamente con &astaglos obtenidos en a).

| (11)

Ahora que ya conocemos la corriente indudidavemos que el sistema en estudio consiste

en una varilla con corriente que se mueve en el campo magnético constantefgrmei

B. Por lo tanto aparece una fuerza magnética dadépelacionF, =1 deXE, donde

dl =dlk apunta en la direccién de la corriente De acuerdo a la figura, el campo

magnético viene dado p@ = B(-sinéi + cod] .
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Luego, la fuerza magnética sobre la varilla comiente vale
F =|jd||2x|3(—sin9f+ co] ) (12)
F =1IB(-cosd - singj ) (13)

La figura muestra todas las fuerzas que actuaredalwarilla

Donde N = Nj y mg= mg(sinHAi— cos9Aj)
Mirando la figura vemos que la fuerza resultanemgidada por:
F.=mg+ F + N (14)
Usando componentes,
F, =mg(singi - co®j)+ IIB ¢ cosi - siflj INj (15)

Reordenando, se tiene la fuerza resultante solvaxilla que se mueve hacia abajo sobre el
plano inclinado,
Fr =(mgsing - 1IBcosd) i +(-mg cog- IIB siff+ N) (16)

Dado que no hay movimiento en el eye por la segunda ley de Newton, se anula la
componente vertical de la fuerza, esto es,

N = mgcosd + 1B sind a7)
Si queremos calcular la velocidad constanteon la que se movera la varilla, entonces la
fuerza resultante a lo largo del eje también se hace cero, esto es,

mgsind - lIBcog¥ = ( (18)
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Si reemplazamos el valor de la corriente inducidadpor la relacion (11), se tiene

vB’I’cos’ 8 _

mgsing - 0 (29)
Despejando, obtenemos la velocidad,
mgRsinéd
Ve ——o——— 20
B’l’cos’ @ (20)

2. a) Hallar el campo magnétid® en el puntoP , producido por el alambre que lleva una
corriente constante . El alambre esta formado por dos alambres re@ns mfinitos y

una semi circunferencia de radR. b) Encuentre el valor del campo magnétigosi
h-o0.

Solucion:
Hemos marcado cada trozo de alambre con un nur@atoularemos primero el campo

magnético producido por los alambres semi infinitog 3. Por simetria, los campos de
cada alambre son los mismBs= B,, asi que basta calcular uno sélo de ellos.

Campo producido por el alambre 3.

©
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Considerando el origen del sistema de coordenad&s$ medio de la figura, los vectores

que definen al problema vienen dados por,

- A

dl =—dxi, F=hj, F=-xi 1)
F=r"=xi +hj, |—r"|=vx+h? 2)

El campo magnéticcéy viene dado por la ley de Biot-Savart

Lol pdlx(r-r)
()= 3)
Reemplazando los valores conocidos en (1) y (Z)ese,
. | —dxix(xi+hj
B,(n =2 | ) (4)
ar (X2+h2)
= hl dx -
r -_—— 1AN 5
B == ] (e ®)
Integrando, se tiene
= Mhl | X "
r)y=-— k 6
By ()=~ _WMZL (6)
El campo del alambre 3 apunta en direccion negdtVajez.
s oy - Mol R 3
r)=- 1- k 7
0 “
Por simetria, se tiene que
S oy B ey - Mol R p
r)=B,(r)=- 1- k 8
B,(F) = By(T) 4ﬂh{ m} (8)

Campo producido por el alambre semi circular 2.
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Los otros vectores que definen al problema vierasios por,
di=dig, F=hj, 7= R(cosﬁh sin9|2) (9)
El vectordl = dlé. es tangente al alambre en la direccion de laasugil , y se construye

a partir del vector” , usando la matriz de rotacion 66’, R,

O —_
Ra—(l OJ (10)

El vector unitarioé. = cosdi + singk que esta dirigido en la direccion del vectorse

escribe en forma matricial:

8 = (cos&j (11)

sind
CuandoR, actla sobre el vector unitaré en la direccion dé’, lo hace rotar e®0 a la

derecha, con lo cual se obtiene un vector perpeladiar,

cosd 0 - co¥ - sif
R| . |= = (12)
sind 1 O\ sigd co¥
Luego el vector unitario tangente al alambre eatifieccion de la corriente, viene dado por
& =-singi + cowk (13)
De este modo, el vectal queda
dl = dié = di(-sin6i + cospk) (14)
Nota: el vector unitario tangenté. también se puede obtener a partir de la diferedela

vector ', esto es

8 =|j—[| 15)
Tomando la diferencial dg , se tiene
dr' = Rde(—sinefi + cosek) (16)
Luego, & viene dado por
& =-singi + covk (17)

resultado idéntico al encontrado en (13).
Usando la relacion (9), se tiene que
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(F-r)= (—R cosdi +hj -R sin9|2) N S ENCET (18)
Reemplazando los vectores conocidos en la exprdsiGcampo magnético, se tiene

(~dli siné +di costk ) x(~R cosi +hj- R sifk)

5 oy = Mo
B,(T) = 19
(=72 (e i) (19)
El producto cruz viene dado por
] ik
—disind 0 dl co¥ :(—hdl cosi — Rdij- hdl siaR) (20)
—-Rcosf¢ h -Rsing
Insertando este resultado en la relacion (19)scebe,
B,(r)=— ol [ (~hdicoss - Rl - hal sirgk] 1)
4n(R? + 1Y)
Realizando cada una de las integrales, usandtaade dl = Rdd, nos queda,
o 1| ( Y SO
B,(T) = {—hR cosddi- R| & j- hR sid @ % (22)
T an(R+)” { { Fi
B,(F)=- Kol [ﬂRZ T+ 2hRI<} (23)

an(Re+ 1)
En consecuencia, el campo magnético resultégta/iene dado por:
B.=2B+B (24)
Dado que I§1 = é3 como se indic6 en la relacion (8). Reemplazarm®o resultados

obtenidos en (7) y (23), se tiene

B, =- Ho!

R S y7n ~ -
. {1 }k P & [ 7R j+2hRK (25)

JR? + I R? + P
Para obtener el caso limite - 0, debemos calcular primero el limite del término

. Primero reescribamos este término en la forma

h 2 -1/2
_ =1(1+(_j J (26)
R+ R R

Parah pequefio, en primera aproximacion se cumple que,
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11, 3(hy
x/R2+h2_R{l Z(RU @0

Reemplazando este resultado en la relacion (25grse

2
B, = -'u_ol{l—1+1(hj }2— Fol — [ﬂRzAj+ 2hRAk} (28)
2mh 2\ R An(R + I7)
Simplificando,
g, =-folN g Al [ 7R+ 2nRK (29)

AR an(Re+ 1)
Si ahora hacemos tender— 0, se tiene,

_ Ml i (30)

B,(T) pr=

3.- Un alambre muy largo, de radi®, posee dos agujeros cilindricos de radiog b que

estan ubicados como se muestra en la figura. Bibaatiene una densidad de corriente

constanteJ que sale del plano de la pagina. Hallar el campgnético B en el puntoP .

Solucién:

Aplicaremos el principio de superposicion para nesoél problema. Por lo tanto, el campo

magneético resultanteBR es la suma de los campos magnéticos individuatedres

cilindros, el cilindro grande con densidad de @& J , y los cilindros de radioa y b
con densidadesJ . EntoncesB, se escribe

Br = By(J)+B(- I+ B(- 1)
Dado que el puntd® se encuentra fuera de todos los alambres, babtarala ley de

Ampere para calcular el campo magnético fuera de alambre con corriente.
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Consideremos un alambre con corriehtg radio R, arbitrario. Usando una amperiana de

radio r mayor queR,, la ley de Ampere queda,
— — F% — —
PBIN = o) = 1o | IS )
0

Dado queJ es constante, se tiene para la parte derechareladion (2),
C_ﬁémTzﬂolnetazﬂoJﬂRS (3)
!

Sabemos que el campo magnético circula alrededoaldmbre con corriente, también
sabemos que su magnitlgl es constante mientras circula por la amperianadie r , y

ademas sabemos que en cada punto de la curva angdefuna circunferencia) el campo
magnético es paralelo al vectdf (vector tangente a la circunferencia), por lo dant

podemos sacaB fuera de la integral. Luego, la parte derechadelbcion (3), queda

B di = 4, I77R; (4)
r
Pero<ﬁdl es el perimetro de la circunferencia amperianad® r , Iuegocj')dl =2/ . La
r r

relacion (4), queda

B = ﬂO'JF%
2r

Este es el médulo del campo magnético de un alamdmecorriente, pero como antes

(5)

dijimos, su direccion es tangente a una circunfeeete radior .

Usando esta expresion general, podemos escribidakilos de cada uno de los campos
producidos por los tres alambres.

Para el cilindro grande:

Bg = w (6)
2r,
donder, es la distancia medida desde el centro del cgigdande hasta el pun®.
Para cilindro de radioa:
2
Ba = & (7)
2r,
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donder, es la distancia medida desde el centro del cdictiico de radiaa, hasta el punto

P.
Para el cilindro de radiob:

Jo?
B, :”07 (8)
b

donder, es la distancia medida desde el centro del cdictiico de radid, hasta el punto

P.
Los vectores unitarios en direccion del campo diaadindro estan determinados por sus

densidades de corrientey -J.

Calculemos ahora las distancigs r, y r,, y los correspondientes vectores unitargs

A A

eye.

Para el cilindro grande:

Dado que la densidad de corrieniesale de la pagina, el campo magnétigo apunta

justo en la direccién del vector unitarjoen el puntoP .

!

“®
H@
=

<Ro<—d—

-

La distanciar, vale simplementer, =(R+d). Por lo tanto, usando (6), el campo vectorial

queda

5 — /,IOJRZ 2
% = 2R+ d) ®)

Para el cilindro chico de radia:

Dado que la densidad de corrienfeentra en la pagina, el campo magnético recorre la

circunferencia en sentido contrario al campo prattupor el cilindro grande.
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Usando el teorema general de Pitagorasiene dada por

n=y(R-a) +(R+ ' ~2(R- 3( R Ycoss 10

El vector unitario en la direccién del campo magmééa, viene dado por

é :(—sina?— cosa]) (11)
Donde
sing = (R- ?)smé?; cos = (R+ d)—(r R- acod (12)
Usando estos resultados y la relacion (7), tenemos
- Ja
B, = 1
= o &, (13)
= U Ja2 . ~ 2
B, —;—ra(—smm - COSD’]) (14)
2
B, =ﬂ(—[(R— 3sind]i-[(R+ d-( R dcosd]’) (15)

2r?
Para el cilindro chico de radid :

Dado que la densidad de corrienfeentra en la pagina, el campo magnético recorre la

circunferencia en sentido contrario al campo prattupor el cilindro grande.
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y

A%d%P
| i — s X

Usando el teorema general de Pitagorasiene dada por

, =(R=b)" +(R+ ¢ ~2( R- B( R Jcos( 180-6) (16)

Perocos( 180-6) = - coé, luego,

o =\(R-0)"+(Re " +2( R B( R Ycoss an

El vector unitario en la direccién del campo maig;muééb , viene dado por

& = (cos,BT— sinﬁ]) (18)
Donde
Sinﬁ:(R—lr))sinH; cosB:(R+ d)+(rR— b cosd (19)
Usando estos resultados y la relacion (8), tenemos
B, =%éo (20)
5 ,IJO‘Jb2 ~ .o
B, = o (cos,Bl - SII’;BJ) (21)
S /1 Jbz . ~ ~
B, =72 ([(R-B)sing]i-[(R+ d+( R heost]’) (22)

2r?
Usando los resultados (9), (15) y (22), se tieneaelpo magnético resultante en el punto
P,

—

B, =B,+B.+ B, (23)
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2
B :{%(R— b)sinH—’uoz—J,jf( R- a)sinH}AH
b a

(24)

[ 38 e e A2 3 o]
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Solucionario
Prueba Optativa de Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun
Semestre de Otoio 2012

1.- Una esfera de radiB tiene una densidad de cargauniforme y simétrica. La esfera

tiene un agujero esférico de rad5+e, cuyo centro esta a una distancia vertidaljusto

sobre el centro de la esfera grande. Hallar el caehgctrico en el punto P a una distancia

a del centro de la esfera grande.

v

Solucioén:

El campo resultante se obtiene por el principiosdperposicion, es decir, consideramos

gue el campo totaER es la suma del camplég creado por la esfera grande con densidad

de cargap vy el campoECh creado por la esfera chica, considerando que ssidia de
carga es-p, es decir,

Er = E,+ E,.

El punto P se encuentra ubicado en el interior de la esfeandg y en el exterior de la

esfera chica.

El campo eléctrico se calcula usando ley de Gauss:

= & — Gheta
@Ems-g—;

Célculo del campo en el interior de la esfera geand
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ErS= pam

0

Eam? = LA

0

Finalmente la magnitud del campo en el interioladesfera grande viene dada por:

_pr
9 350
Vectorialmente, el campo en el puntea vale:
E, =2
3¢,

. . . . R
Calculo del campo en el exterior de la esfera cﬂe:eadlog ;

.- 4g(RY
ES= p—| —
¢ pse”

>\ 5
arr(RY
Edrmr? = p—(—j
3, 5
Finalmente, el médulo del campo en el exterior ag | Ty
esfera chica, viene dado por: !
pR3 J/ -~ \
= - N |
ch 2 hES
3x12%,r ‘ i RA e
) X
_____ "R >
El campoE,, es un vector que apunta deddlenasta el
y

centro de la esfera chica, porque se considera el
agujero como una esfera con densidad de carga N

negativa.

o
)
’
’
’
II-U
v X

La distancia radial es = =+/a®+b?, por lo tanto, el a

modulo del campo eléctrico de la esfera chica es:
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e - PR _ PR
" 31257 3x125,(a® +b?)

Vectorialmente, el campﬁch viene expresado en funcion del angéloen la forma:
E, =-E,cosfi+E, sind

donde

Explicitamente:

g, =g, [-21+07]- LR _[_ &, b
) Taxaosyz 1

g = PR (-ai+b]j) pR_(2i+b])

" 3x 125 |° X125, (a2 +02)"

. pR3 (_ai\'i'b’j\)
Ech - 3x125£,0 (a2 + b2)3/2

Sumando los campos, usando el principio de superposobtenemos el campo eléctrico

resultanteE, = E_ + E,

e pa;, pR_[2i+bi)
R 3,  3x12%, (a2+b2)3’2
Finalmente:
- pa R ~ pb R .
ER _g 1- 5 5\3/2 I+¥ ) 32 )
o| 125(a’+b?) 0 124 8’ + )

2.- Un alambre infinitamente largo lleva una cartée

constantel, . Este alambre se ubica en el plano de unia

espira triangular, la cual conduce una corriehje tal

como se muestra en la figura. Determine la magnytud

direccion de la fuerza neta ejercida sobre la agpr el d

campo magnético creado por el alambre largo.
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Calcularemos la fuerza vectorial sobre cada tradathmbre, los cuales estan numerados

del 1 al 3 como se indica en la figura.

Solucién:

El campo magnético del alambre largo viene daddglay de Ampere:

e~

La fuerza sobre un alambre con corriente viene gadé& = IzdeZXEl
FuerzaF, sobre el alambre diagonal

En este casadl, = dxi+dy j, por lo tanto,

i, x B, = (dxi+ dy])x”O'l(—R)

27x
ol <8, =42 (<K} + of < ]

La fuerza viene dada por:

= _ o8 _ ,UO|1|2 dy'\ dX:}
F=1,|dl,xB =-22=2|| —=| -——
1 2J- 2 1 2T J.{ X X J
Pero las variableg e y no son independientes sobre la diagonal, sinaccqogplen con la
relacion:

Y-
X

tand =

o lo

como se puede ver en la figura
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Por lo tanto,dy = b dx
a

Reemplazando en la integral, se tiene:

_ Ml 2[[@([‘_%@= M1, J'[ bd)é ad)f}

R
27T ax X X

d+a

Il =~ ¢ d
R

d

I

=

finalmente:

—-__,Ull & d+a
F = 20771a2(b| aj)ln(TJ

FuerzaF, sobre el alambre vertical

En este casoollﬁ2 =-dy ] y el campo magnético debe ser evaluadx erd + a

dl,xB, = ( dyj) #lia)(—f():%dﬁ

Obteniéndose una fuerza hacia la derecha:

E = /Jolllp
2 277(d+a)

FuerzaF, sobre el alambre horizontal

En este casoollﬁ2 =—dxi, y el campo magnético es variable:

B, = () x 201 () = 40195

La fuerza viene dada por:
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Obteniéndose una fuerza de hacia abajo:

E :_ﬂolllzm(d"'aJi
° 2711 d

La fuerza resultant@R sobre la espira triangular con corriente vieneadamt:
FR =kt 'fz + Ifa

1

IfR:ﬂolllz(—bf+a])ln(d+aj+ K b iA—'u‘Hzln(dJrajjA
2ma d ) 2n(d+a 27 d

el (oo ]

Este resultado muestra que se anula la componertieay de la fuerza, por lo tanto, la

fuerza resultante sélo actua en direccién horizonta

- + ~

FR=/J°|1|’-b 1 —Eln(d a} :
2r |(d+a) a d

3.- Hallar el campo magnético en el puRt@ara la distribucion de corriente formada por

dos alambres semi-infinitos y un alambre semicancgle se muestra en la figura:

Yn

@ Pe—x

Solucion:
Consideremos un sistema de referencia con origesl panto P como se muestra en la

figura, donde el ejez sale de la pagina. El problema puede ser sepaadees partes
como se muestra en la figura. Por la simetria d#lpma, la contribucion de los alambres

semi-infinitos es la misma, por ello solo calcuhaos el alambre 1 y consideraremos que

B, = B, y el campo resultante vendra dado jgy:=B + B+ B=2B+ B
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Aplicaremos la ley de Biot-Savart para calculaca&inpo magnético en cada seccion del
alambre

4B = M! dfx(r—sr')
ar | -r|

Célculo deB,

En este caso los vectores son:
F=0, F=xi +R], di =dr =dxi

Por lo tanto:

r-r=—x-Rj |r-r"=(x?+R?)"’

y

ol x(F ") =dxi (-xf - Rj) = R~ ¥
Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos:

e FOX(T) gt Rex
Bl 4”_([ |F—F'|3 4”_([()(2 + R2)3/2

__pmIRL x|

Bl ar ?«/X2+R2‘0
S :_,uol k
i 4R

Célculo deB,

Mirando la figura adjunta, vemos que en este caso
los vectores son:

F=0, I"=-Rsingi -R cow] @
dl = df' = —Rcospdgpi+ Rsinpdp |

Por lo tanto:
F-r' =Rsingi +Rcop] ; |F-r| =R

y
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di x(r ") = (—R cosgdpi + R sirwdw])X( Rsimpi+ R coquj)
desarrollando el producto cruz por medio del deteante, tenemos
] j K
di x(7 -F') =|-Rcosgdy R sinpdp
Rsing Rcosp
di x (7 ") = —R2d¢(co§ P+ sirfqa)lA(
dl x(F -F") =-R’dgk

Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos:

m

s ) TAUX(F-F) _opl T-Rdgr_ud T~ g -
& 4;7{ - 477RJ; R 477R£d¢k aR"
5 =l
T

El campo magnético resultante en el puBt@sta dado por

§R=2§1+Bz=‘2ﬂol Ak—’uol I(Z_,UJ (E_,_ j“k

4R 4R 4R\ 11
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Tercera Prueba de Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun
Semestre de Otofio 2013

1.- Una espira rectangular se mueve con velocidadi constante saliendo de una regién

de campo magnétic& = Bk constante que sale de la pagina y que esta homagemte
distribuido en una regién rectangular que se indaralinea punteada. Hallar la magnitud
de la Feme inducida en la espira rectangular e indique en djueccion se mueve la

corriente inducida.

© © 06
OBNONIONO.
© © 0O
©10 0|
@10 0O|©

Solucioén:

Se mostrara la solucién usando los dos métodogesigs:

Método a) se calcula la Fem usando la ley de Fgrhdaz ¢ = _da,

dt

Método b) usando la definicién de Fefm= '[ =

Método a) se calcula la Fem usando la ley de Farheaz
Calculemos el flujo magnéticg, = j BHA a traves del sector de la espira que se encuentra

dentro de la regién con campo magnético. CoBoy dA son paralelos y adem& es
constante el flujo queda:

@, = BA.

Llamemos x a la seccién horizontal de la espira que aun d@stdro de la regién con

campo magnético. Entoncés= Lx, es decir, el flujo magnético viene dado por:
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@, = BLx
La Fem inducida, en valor absoluto, queda entonces:

g:%:M: BLQ(
dt dt dt

y dado quev=%, se obtiene la Fem

® ® 6 060 0
El sentido de giro de Ia ® O © © © -
N l Lp—v
t i
corrien .e induci e ® ® ® I ® O
la espira es tal, que < X >
produce un campoj © © © © ©

magnético inducido que se opone al cambio del flujo

Cuando la espira esta saliendo de la region compeanagnético, esta disminuyendo el
namero de lineas de campo magnético que la crazaspira saliendo fuera de la pagina,
por ello, se genera una corriente inducida comrarimovimiento de los punteros del reloj
gue genera campo magnético que sale hacia fudasedpira, como se indica en la figura.

Método b) usando la definicion de Fem= I E Cal

Consideremos solamente el trozo vertical de lar@gpie se encuentra dentro de la region
con campo magnético moviéndose hacia la derechavelmtcidad v como si estuviera

aislado del resto de la espira. y

Sobre cada portador de carga positivo de estdavadtia

una fuerza magnética dada pdf, =qvx B. Dado que

V=i y que B = Bk, el producto cruz vale F

vx B=vix Bk= vE-),

es decir, la fuerza magnética sobre la carggpunta hacia abajo:

F,=-quB]
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La fuerza magnética actuando sobre cada portadoamgm produce una acumulacion de
carga positiva en la parte inferior de la varillarya acumulacién de carga negativa en la

parte superior de ella. Esto genera un campo ®lédi que produce una fuerza eléctrica

que se opone a la fuerza magnética. En el equilitichas fuerzas opuestas se anulan, es
decir, gE = gvx B, y cesa el movimiento de carga de un extremo @ &ecuerde que
estamos considerando como si este trozo de vesillaviera aislado del resto de la espira.
Cuando esto ocurre, podemos calcular la Femue se produce mediante la definicion:

E= J. ECdl, dondeE =vx B=-vBj y di =dyj. Haciendo la integracién a lo largo del

alambre, desde/ =0 hastay=L, y dado queE y di son antiparalelos, la Fem en valor

absoluto vale:
L
£=IEE®IT='[Vde
0

Resultado idéntico al obtenido por el método a).

El sentido de la Fenz es el mismo que el sentido de la fuerza magnéﬁpa;obre los
portadores de carga positivos. Esto significa queosectamos este trozo vertical de
alambre al resto de la espira, la corriente indudidcircula hacia abajo, es decir, en

sentido contrario a los punteros del reloj, tal oorimos en el método anterior.

2.- Hallar el vector campo magnéti@® en el puntoP, creado por un alambre muy largo
de radio R que lleva una densidad de corriente= cte que sale de la pagina. Dicho
alambre tiene un agujero cilindrico muy largo déidaa en la posicion que se indica en la

figura a través de la distandiay el angulod
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ittt

Solucién:

Este problema puede ser resuelto usando el prindisuperposicién, es decir, el campo

magneético resultanteBR en el puntoP viene dado por la superposicion del campo
producido por el alambre granc%(\]), gue es funcion de la densidad de corriehtey

del campo magnético producido por el agujero aildad Bch(—J) como si fuera un

alambre con densidad de corriente contraria anaidad de corriente del alambre grande,
es decir,

BR = Bg(‘]) + Bch(_ J)

Como el puntoP de observacion del campo esta fuera del alambrecaoiente y fuera
del agujero cilindrico, entonces usando la leyAdepere podemos calcular el campo
magnético a una distanciadel centro de cada alambre.

Apliquemos la ley de Ampere a un alambre muy largo:
Cﬁr Bl = Hol nera

Dado queB vy dI son paralelos a lo largo de la curva Amperi&inay dado que sobre la

Amperiana de radio fijo no varia el modulo del campo magnético, podgsmscribir:

qu Bl = B277r = 4 orn
Por lo tanto, el campo magnético fuera del alanmbug largo con corrientd .., viene

dado por:

B= ,uol NETA
27

Este mismo resultado lo aplicaremos al alambre amnente de radioR y al agujero

cilindrico de radioa..
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Campo magnético creado por cilindro grande.

- I .
Bg — Ho! neTa &,
277rg

donder, =2R y donde &, es un vector unitario en la direccion del campamético
creado por el alambre grande en el puBRtoEn este caso, dado que la corriente sale del
cilindro grande, el vector unitario apunta justaiharriba en el ejg/, es decir,ég =]. La
corriente neta viene dada pr:IJdA: JA= JT R, por lo tanto, el campo creado por el

cilindro grande viene dado por:

- IR -
B =fo- "%
¢ 2m2R
— _,UJR*:
Bg—OTJ

Campo magnético creado por el agujero cilindricoadéo a

- ,uol NETA &
ch

om,
Dondel NETA:J'JdA: Jrd y &, es un vector unitario en la direccién que apuhtaepo

magnético considerando que la corriente entra gadia. De la geometria que se muestra

en la figura se obtieng, como

r.ch :\[(2R+Ix)2 +|§

dondel, =Icosf y |, =Ising.

A
y
<17
| : \\ I~ ~ \rch
N
Y \ ™~ -
: \\ (¢ ~ ~ [
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El campo magnético producido por el agujero ciicwiue lleva una corriente que entra

en la pagina _(porque estamos considerando quensiddel de corriente es negajiva

apunta hacia abajo como lo muestra la figura. #dlive que el vector campo magnético se

desvia de la vertical hacia abajo justo en el &ngulA partir de esa informacién podemos

obtener el vector unitari@,, en la siguiente forma:

&, = —singi — coxpj

Nota: También podemos obtener el vector unitari@esiguiente forma alternativa.

Consideremos un sistema de referencia justo eenédacdel agujero cilindrico. Entonces
vector 1, se escribe

Fon =T en(COSE = Sings )

La diferencial de este vector es un vector tangatdecurva

df,, = r,(-singg@ - cos )] )

El vector unitario€,, tangente a la curva, en el sentido de crecimigat@ngulog, puede
ser obtenido simplemente como

dr,

] =&, =-sing - cowj
ch

&, = —singi — coxpj

Resultado idéntico al anterior.

el

Con todos los datos anteriores podemos escrilsiarapo magnético creado por el agujero

cilindrico:

— ﬂOI NETA é
ch —

2m, "

|

= Hol nera (—sinqoiA— COSD})
2 (2R+ 1, Y +1

Donde
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y

JE@R+1 )2 +12

__ (2R+1)
cosp=
JER+1L)?+12

sing=

Pero la corriente valé;.., = J77@®, luego
NETA

5 _ Hpda’
Bch - > >
2,/(2R+ 1,7 +12

Reemplazando los valores encontradoégley B, en la relacion

(—sinm’A— coszpf)

BR = Bg(‘]) + Bch(_ J)

se tiene:
5 _ HJR i+ Hy I8

" 2\/(2R+|X)2+|§(_Sin¢j_Cogpj)

Reordenando, tenemos finalmente:

2 .
BR:{— U, J& sing }“{,UOJR_ U, J& cosp }I

2 J(2R+1 Y +12 4 2/ (R+L ¥+

reemplazando los valores dag@ y cosp

B = M), o IR g IR 2R ) |
R =4 i+ - J
2((2R+1,7 +12) 4 2(R+1 ¥+12)

3.- Calcular el campo magnétic® (en
magnitud y direccién) en el punt® @ lT
creado por un alambre vertical de largo |
L/2, un alambre horizontal de lardo y
una semicircunferencia de radiRr, que

llevan una corriente constantecomo se

muestra en la figura.
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Solucién:

El campo magnético en el pun® es la suma de los campos magnéticos creados por el

alambre vertical de larga/2 (rotulado 1), mas el alambre semi circunferendekadio

R (rotulado 2), mas el alambre horizontal de laktg¢rotulado 3)

5,-8+5+8

Campo creado por un alambre finito.

Consideremos que el origen del sistema de refex@sta justo en el punt®.

Para el alambre 1, se tiene

Ay
r=0 "
=y

- slL/2
r=r =-yj dll

I
F-r|=y ¢
dl = —dyj. P

B L(=dvi)x ([ vi Loydy( x| -
Bl(F)=ﬂ°|I( YJ) (yj)__:uolj’(yy(J J) =0

(R2+X2)3/2 - 4770 R+ )8)3/2

><V

F=0

F'=xi —R]

F =" =Xl +R] >
F -1 =JR? +x2

dl = dxi
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=2 [ R) ey odi)
o (R+%) AT 3 (R+ X)

L

5 o = HolR dx -
(1) e '!:(R2+ )(2)3’2k

S

(T)

Fl

;QR( X Tﬁ
4 \ R\ + R ),

5, =—H Lt §

AR P + R

Para el alambre 2 se tiene
r=0

F'=-xi +y] =-Rsindi + Rcod ]

F—F =Rsingi —Rcod ] dr \Q‘
F-F|=R © N X
dl =ds

Py,

R

donde ds es un vector tangente a la

circunferencia y que es obviamente

perpendicular al vecto(f—f’), y su modulo mide la longitud diferencial del arégd

campo magnético viene dado por

S :,uol drx(f—lﬂ)
BN =71 P

Reemplazando los vectores y recordando que p@espendiculares, se tiene
dsx(F-F)=dgt-7|sin90 k= dg7-T| k

luego
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jds: TR
0

Finalmente el campo de la semi circunferencia voado por:

_ —-_:uol'\
B, (1) =—-k
(D)=

Por lo tanto, el campo resultante en el puRteiene dado por:
Br=B+B+B

Reemplazando los valores obtenidos

A

B, = 0k+Hol o HlL
R
4R 4RV + R

El campo resultante viene dado por
ER:{ Mol L +:Uol}l2
amRJI2+ R 4R

ER:’UOI{ 2L 2+1}R
AR |/ +R
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Solucionario
Tercera Prueba de Electromagnetismo
Ingenieria Civil

Semestre de Primavera 2013

1.- Un alambrenfinitamente largoes portador de una corrientg . Este alambre se ubica

en el plano de una espira rectangular, la cualwmsndna corrient¢,, tal como se muestra

en la figura.

Determine la magnitud y direccidon de la fuerza regtacida sobre la espira por el campo

magnético creado por el alambre largo

Solucion:
1a) Hallar el campo magnético creado por el alarf@gd usando ley de Ampere
Dada la simetria de las lineas de campo magnéteamas por el alambre infinito, usando

la ley de Ampere podemos escribir:

Cﬁ B mT :luO Ineta
B, 271X = 14,1,

= Holy
B 277X

Sobre toda la espira, el campo magnético apuntaretd perpendicularmente en el plano

Xy, es decir:
5 = Holy
B 2m(( )
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O también|B, = -Bk

1b) Hallar la fuerza sobre cada segmento de alambre

La fuerza sobre un alambre con corriente viene gamfala expresionF = Izj'dfxlil,

donde El es el campo externo al segmento de espira que lewa corrientel,. Si
aplicamos esta expresion a cada uno de los segsndatta espira rotulados del 1 al 4, y

rotulando cadall segun el rétulo del segmento, se tiene:

a) segmento vertical I, = dyj,
F=1, j dl.xB (-k) = | J dyjx B(-K) = (1) J dyB,

Pero cuando varig, la distanciax permanece constante, por lo tanto, el campo miagnét

L . | :
no varia, sino que toma siempre el valor cons@jfte= ¢ :(%j Dado que la integral
7IC

jdy: |, la fuerza viene dada por

ﬁl:(%'l' : j(—f)

27

b) segmento horizontal 21l = dxi

ct+ta

R, =1,[dlxB,=1, [ dxB(n()

F,= Izcrdx(”i'lj(b

) 2mx

Integrando, se tiene:

= [l c+aj-
R = (2);

c) segmento vertical I, = —dyj,

Fo=1,[dlxBy(-K) = 1, dy(= ) x B(-k) = () 1,] dyB,
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Nuevamente el campo magnético no varia en la trayacde integracion, por lo tanto,

ocurre lo mismo que en el segmento 1, pero coarapo magnético evaluado er= c+ a,

B,(x=a+ c):(—’uol1 J

2rr(a+c)

Finalmente obtenemos:

= _ ﬂo'M &
R = (277(a+c)}I

d) segmento horizontal 4tl, = —dxi

ct+ta

F,=1,[dl,xB, =1, [ dxB(X(-])

N cta I N
F,=1, .[ dX(IZJLn;j(_ )]

c

Integrando, se tiene:
=l (c+ a}
F,= In

Yoom )

Vemos asi que!f2 y lf4 son iguales en modulo pero apuntan en direcciooegarias, por

lo tanto se anulan al sumarlos, es decir:

F.=F+F,+F,+F,=F +F,

Explicitamente,

= _e L, Ml JZE1En
FR_F1+F3 ( j( ) ( (a+C)J

R
2 |a+c ¢
Es decir, la fuerza neta apunta hacia la izquierda
AR
R=5_ (1)
2mc(a+ ¢
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2.- Dos espiras de radioay b respectivamente, cob< a, estan colocadas en forma
perpendicular a un eje comuan. Las espiras portaientes estables, el , en direcciones

opuestas y sus centros estan separados una distartal como se muestra en la figura.

«~—— L —>

a) Encuentre una expresion para el campo magnéticitarte BR(Z) a lo largo del
eje z.

b) Suponga que es posible regular la corridpten la espira de radib. Encuentre el

valor del, para queBR(z), enz :%, sea igual a cero.

Solucién:

a) Célculo del campo creado por una espira de Rdiana altura z sobre su plano.

i

)
R
<v

dl

El origen del sistema de referencia lo ponemo® jestel centro de la espira de raiioDe

la figura vemos que
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r=zk
(posicion del punto donde queremos medir el camagne@tico) y que
F=Rcosfi +Rsind j
(posicion de la fuente que crea el campo).
Mirando la figura, vemos que
dl =dF' =-Rsin6dd i+ Rco B j
donde0O< @< 2.
La diferencial de campo magnético viene dado por lég de Biot-Savart:

ol dl x(F =)
am |r-rf’

dB=

Calculemos(F =f") y su médulo:

(F-F")=-Rcosdi —R sird | +zk

F-r|=JR?+2°
Usemos la forma del determinante para calcularaglyzto cruz:
] j K
dl x(r —r') =|-Rsinddd Rcofd
-Rcosf#  —-Rsind
di x(F —i") =i zRcosfddé- jzRsiP H+ kR @
Reemplazando en Biot-Savart:
L) ol x(@ -y p) (7 ZRoosodd- ] zRsing &+ k R @)
ar (R2 + 22)3/2

Al integrar se eliminan las componentes x e y demmo magnético, ya que
2 2
J'O ”sianH:joncoaé?déh (, luego el campo magnético resultante apunta sdolargo

del eje z:

- o= MIR?2r dO -
B_IdB_ 0477 v[o (R2+Zz)3/2 k

349



2.3.1 Unidad IV: Solucionario de Pruebas

Al variar el angulo@ entre 0 y 27 recorremos toda la espira. Sin embargo, cuando est

ocurre no variazni R, por lo tanto, el campo magnéti®(2) a lo largo del ejez viene

dado por:

S( 5\ — H!R® )
B(=—F"" K
2(R2 + 22)3/2

b) Calculo del campo creado por las dos espiras.

Ahora aplicamos este resultado general a cada @rasddos espiras, suponiendo que el
punto P de observacion del campo magnético se encueldrdeaecha de las dos espiras y
a una distancia del origen que ubicaremos justo en el centro dsspara de radi@a con

corrientel, .

A
N
A 4

Campo magnético creado por la espira con corrigntdbicada en el origen

2 ~
B(=— %
2(a2 + zz)

Campo magnético creado por la espira con corri¢ntebicada a una distancia del

origen
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Notese que los campos apuntan en distintos serdgmlm® el ejez. EI campo resultante
BR(Z) de las dos espiras viene dado por la suma vectiwilds campos:
éR(Z) = E + 3

Explicitamente:

= U la®> | b? ~
BR(Z)_7O (az-:ZZ)S/Z (b2+(z_ L)2)3/2 k

. . L
3b) Calculo de la corrientk, para lograr que ezzi se anule el campo resultante.

L .
Evaluando el resultado general er— se tiene

BR(ZZE)Z& 1 32 |2b2 32 k

G (Y
AT e

L 2 2 .

Exigimos que se cumpla la condicic’BR(z=%) =0, es decir,

2> 1p’

|_2 3/2 L2 3/2:O
a’+— b?+—
4 4

Despejando, obtenemos finalmente:

L2 3/2
a?| b>+—

— I 3/2
b? a2+LZ
4

I
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Solucionario
Tercera Prueba de Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun

Semestre de Primavera 2014

Una espira de alambre en forma de un rectanguémdeo a
y largo b se encuentra a una distancia fijade un alambre

muy largo que lleva una corriente variablg) =1,sina .

La espira y el alambre largo se encuentran fijoglgplano

(%) d b

a) Hallar el flujo magnéticag, :jémé sobre la espira

N

o deg, : a
b) Hallar la fem inducida = Ty en la espira

c) Hallar el sentido de la corriente inducida enekpira y
X

cuandoat varia desdeu =0 hastaat :g

d) Hallar el sentido de la corriente inducida ere$pira cuandad varia desdect :g

hastaat = 7

Solucion:
a) Hallar el flujo magnéticog, :IBEdjé sobre la
espira. a

1©)

Si consideramos que la diferencial de superficieladd b

espira entra en la pagindS=-dS}, entonces, en ur

primer momento, el campo magnétio= —Mﬁ yla W X dx
2

diferencial de superfici@S=—( bdy k son paralelos. El

flujp magnético sobre el area diferenci@dS= bd»
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mostrada en la figura que esta ubicada a una diatar (d + x) del alambre, viene dado

por:

_[Bre (M)
=|BlS=| BdSs |———( bd
=] J 027T(d+x)( s
Integrando obtenemos

_ HP 1) (d+aj
= |
G 27T " d

Perol =1,sinat , luego el flujo magnéticg, (t) es variable en el tiempo:

b (d+a .
@n(t):%ln(leosmwt

b) Hallar la fem inducida = —dd—(f" en la espira.

derivando la fem recién obtenida

£= ) ’U—Obln(mjlosinai
dt\ 2mr d

Se tiene:

gz—ﬂolobwln(dJrajcosax
21T d

c) Hallar el sentido de la corriente inducida ere$pira cuandadt varia desdeat =0

hastaat = n
2

Cuandoat varia desdewt =0 hastact :g, la funcidon seno crece desde 0 hasta 1, es

decir, el flujo hacia adentro de la espira aumedtano consecuencia, la corriente inducida

I, fluye en sentido contrario al movimiento de losigewos del reloj, para generar asi un

campo magnético inducido que apunta hacia afueta gdéagina, que se opone al aumento

de flujo hacia adentro.
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d) Hallar el sentido de la corriente inducida ere$pira cuandad varia desdect =
hastaat = 71
cuandoat varia desdeut =7—27 hastaat = 77, la funcion seno disminuye desde 1 hasta O,

es decir, el flujo hacia adentro de la espira é&éninuyendo. Como consecuencia, la

corriente inducidal; fluye a favor del movimiento de los punteros ddoj;, para generar

asi un campo magnético inducido que se oponeiarardicion de flujo hacia adentro.

2.- En un cierto instante de tiempo la barra metalica de madd se mueve hacia la
derecha a una velocidat{t) = v(t) ] sobre dos rieles conductores paralelos separados u
distanciaD. En la region de los rieles existe un campo magméonstante y uniforme
que apunta en la direcci@: B=B k. Todo el circuito gue se forma tiene una resisgenc

equivalenteR que se muestra en la figura.

a y’
P tp—— s +—4
R D7\ (N M) /= A
y rA B rA
¢ b

a) Hallar la fem inducidas en la varilla, en magnitud y sentido, como funcitenla

velocidadv, del campo magnéticB y de la separaciob .

b) Hallar la corriente inducida en el circuita

C) calcular la fuerza magnétid%m gue ejerce el campo magnético sobre la varilla que

lleva una corriente inducidh.
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d) Utilizando los resultados anteriores, resuelva daaeion diferencial del

movimiento para encontrar la velocidad como funcexplicita del tiempov=wv(t),

sabiendo que en=0, la velocidad inicial es,, = v, ].

e) Use el resultado obtenido para la velocidad enifundel tiempo y exprese

la fem inducidas(t) y la corriente inducidd (t) como funcién explicita del tiempo.

Solucioén:

a) Hallar la fem inducidas en la varilla, en magnitud y sentido, como funcifm la

velocidadv, del campo magnéticB y de la separaciob .

Podemos usar dos métodos para el calculo de larfdatida:

Método 1: Calcular la fuerza de Lorerfiz= qux B sobre un portador de carga positivo de
la barra movil de mash :
Dado quev(t) =w(t) ] y que B = Bk, tenemos:F = qvB( jx K) = quBi. Esto significa que

las cargas positivas son obligadas a moverse ard¢m Ide la barra en direccién de los

punteros del reloj. Esto significa que la fem indacapunta en la direccion ge— b. La

fem inducida se obtiene de la relaciém J' E [l , donde el campo eléctrico viene dado por

E = vB, por lo tanto,
¢=[Edl=BDv
dondeD es la separacién entre los dos rieles metalicos.

Método 2:Calcularemos la fem inducida como consecuenciaadeatiacion del flujo

magnético sobre la espira de tama&ie Dy, de area diferencialS= D dy
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27

El flujo magnético en médulo queda

= [Bds=[ BDdy= BD;

La fem inducida se obtiene a través de la expresién—%—qf”. En valor absoluto nos
gueda
d(BD
£ =9(BDY) _pndv_gp,
dt dt

Definiendo 3}[/ =v, se tiene finalmente:

b) Hallar la corriente inducida en el circuita

Dado que toda la resistencia del circuito vBlgentonces la corriente inducida valsﬁ,

es decir,

BDv
R

c) calcular la fuerza magnétidan gue ejerce el campo magnético sobre la varillaimov

que lleva una corriente inducida
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La fuerza magnética sobre la barra mévil de mdsae calcula a través de la expresion:

F :J'I dl xB,,, dondedl apunta en la direccién de la corriente inducida es decir,

ext?

dl =dxi, por lo tanto,

ﬁn:j|dpr:|Bdeﬁxk):|DB(—D
0

F_ =-IDBj

Esto significa que la fuerza magnética sobre laab@ovil apunta en direccion contraria a

la velocidad, ya qu& = V]

d) Utilizando los resultados anteriores, resuebvatuacion diferencial del movimiento

para encontrar la velocidad como funcién explidigh tiempo, sabiendo que ¢ 0, la
velocidad inicial esi, = v, .

La ecuacién de movimiento viene dada por la segliegade Newton:F = Ma = M %

Al aplicarla al movimiento a lo largo del eje, tenemos

-IDB =M Q/
dt

En este problema no estamos considerando rocenyaades fuerzas a lo largo del ge

es decir, el peso y la normal, se anulan entre si.

. . : . BDv
Recordemos que la corriente inducida viene dada Iper?, reemplazando en la
ecuacion diferencial anterior se tiene:

D’B ,_ dv
MR~ dt

ecuacion que se reescribe como

2 2
d_V:-(DBjdt
\%

MR

Integrando se tiene
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2p2
n v(t) __[Db’B ¢
Vv, MR

D?B?

V() = v,e VR

ecuacion que nos dice que a0, la velocidad inicial tiene valov, 0 y que al pasar el

tiempo, la velocidad instantanea decrece exponlemene, hasta que finalmente la barra

se detiene.

e) Use el resultado obtenido para la velocidad ugrciobn del tiempo y exprese la fem

inducidas(t) y la corriente inducidd (t) como funcién explicita del tiempo.

La fem inducida viene dada pa(t) =BDWV(t) y la corriente inducida viene dada por

[(t) :B—F?v(t), reemplazando el valor de la velocidad instantageeda

D?B2

£(t) = BDy,e "R

y

_b?8?
() = BDv, =t

Oe
R
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Solucionario
Prueba Optativa Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun

Semestre de Primavera 2012

1.- Una espira con forma de triangulo rectangulonseve con velocidad = vi entrando

en una regién de campo magnético homogéBeoBk que sale de la pagina. Hallar la
magnitud de la Feme inducida en la espira e indique en qué direcci®emieve la

corriente inducida.

™\

©

/O @O
© © 06
© © 0O
© 0 06

O ©

Solucioén:

Sea x la parte horizontal del triangulo que esta dediola region con campo. El flujo

magnético valeg, = j BHA. Si consideramos queA sale de la pagina, entoncBsy dA

son paralelos y como es constante, se time‘.j BtA= BAvsnguio = E(% xfj, dondeh es

la altura del triangulo rectangulo que esta justotieb de la region con campo. Dado que

dg,

tana =D, el flujo queda:g, =%x28tana. Aplicando Faraday-Lenzs =— o se tiene:
X

£= 94, _ E(Mj. En valor absoluto, la Fem inducida v

dt ~ dtl 2

2.- Hallar el campo magnético vectorial en el anigé del sistema de coordenadas,
producido por un alambre con corrierteformado por segmentos rectos de latgoy un

segmento vertical de largga que esta separado del origen una distaBcia
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yA | <— 1

v

Solucioén:

Los alambres horizontales los numeramos 1 y 2ajaehbre vertical lo numeramos 3.
Alambre 1:

—

r=0, /=xi +aj, (F-r')==i -a, [+7|=%k’+a’
dl =—dr" = —dxi
AR R (e S B Dﬂdx?X(—x?—éj)
B.(F) = I ————=
4T |r —r| a5 (x2+a2)%
gl:ﬂo|aD+L dx o
4 3 (x2+a2)/2

(D+L) D

_ ’uo|
= - K
& 4776‘{\/(D+L)2+a2 \/D2+a2}

Por simetria elB, = B,

A

Alambre 3:
r=0, r"=Di +y], (T—")=Di" vy, {"+7|=P >4 2
R I e e,
B(7) =t [———= 2
4T |r —r| 4rr ¢, (D2+y2) 2
A
B,(F) = k
4” a(D2+y2)/2
D (7) — Ho y p
B,(T) 4D orey|
5 () — Hola o
(f) =
& 2nDA/D? + a2

360



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo

El campo resultante viene dado @&y = B + B, + B,

5 A (b+L) D ‘_ U)a 0
R_4ﬂa \/( 2 2 \/ 2 2 \/ 2 2
D+L) +a D +a 2DV D%+ a

B _ Ml (D+L) D a

R —_

2 a\/(D+ L)+ &2 a/Di+a® DJD+a’

>

3.- Calcular el campo eléctrick creado por una varilla de lardo, de densidad lineal de

carga constanteA(=cte) en el puntoP(a b), donde a>L. b) Calcular el potencial

electrostatico erP(a, b) usando la relaciow(r) = j |‘f d5f|
F-r

A A P(a, b)
*
L | ke

v

—— a —

Solucion:

a) Campo eléctrico:

F=ai+bj, r=xi, (F-r")=@-x)i +bj, "=\ —x)* +b?
kadx((a- ¥+ b)
(a-x7+ 1)

?+k/1bf dx i
((a-xF+B)*  o((a- ¥+ B)"

E = kA 1 I S L) L-a , 8 i
Ja-LP+p Va+pt | bl f(a-1)’+p Jai+b?

b) Potencial electrostatico:

Usando los mismos vectores anteriores, podemobiestmpotencial electrostatico como
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Solucionario
Prueba Optativa Electromagnetismo
Ingenieria Plan Comun
Semestre de Otoiio 2013

1.- a) Calcule el campo eléctridxzap en un puntoP exterior a un cilindro con densidad
volumétrica de carga, radio R y alturah, cuyo eje coincide con el ejg, tal como se

muestra en la figura. b) Calcule el potencial etetéticog, .

«— h —

(R (2
ZU

<

Solucion:
a) Calcule el campo eléctrid::f)p

En primer lugar, consideremos un diferencial dga&ag= pdV, donde el volumerdV

corresponde al cilindro diferencial de carga ubicaduna distanciaz’ de la base del

cilindro,

dV = rd@drdz (1)

dr

Poniendo el origen del sistema de coordenadaslsskadel cilindro, se tiene,
F=2zk ()
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donde z localiza al punto fijoP. La posicion del elemento diferencial de voluméng

dada por,
i =rcosd +r sing| +zk (3)
donder es el radio variable del elemento de volumen
Luego
(F-F")=(z-2Z) k- rcosdi - r sirgj (4)
F-r|= r2+(z—z’)2 (5)
El campo eléctrico viene dado por
= _ 1 p(F-f)dv
E(F) = (6)
4TE, j F-r

[—r cosdl —r sing| +(z -2') |2] rd@drdzZ

(r2 +(Z— 2,)2)3/2

Dado que la coordenada varia entreQ y 277, las dos primeras integrales se anulan y la

(7)

E(F) = 47’; [

E(F) = 28 (r2 +(Z _ 2’)2)3/2

(8)

Dado que las variables de integracion son indepetes, hagamos primero la integral

sobre la variable , esto es,

h R
) rdr -
E(r)=—|(z-2) dz k 9
280'([( ) J(; ] +(Z_Z')2)3/2
Se obtiene,
h
= yoj 1 1 -
E(r)=—/|(z-2) dz - k (10)
250'([( ) |Z_ z| R2+(Z— 2)2
Dado quez- Z >0, se tiene
h - ~
E(r)=-~- J'dz’— (z-2)dz_|; (11)
2
2¢, R’ +(z- 2)

El campo eléctrico resultante depende solo deriabla z,
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E(f)=%[h+1/R2+(z— B -V R+ i} ) (12)

b) Calcule el potencial electrostatigp.

El potencial viene dado por

o) =[P

(13)

47,

Considerando el mismo elemento de volumen, y resrapldo los valores obtenidos antes,

se tiene
~ 1 rd 8drdZ
o) = £ 2 (14)
ATE " 12 +(z- 2)
Integrando sobr@, y separando las integrales, se tiene,
h R
(15)

“26,1%] Ji_
z Il

o) = [N—dz [l 2 td% (17)

0

Integrando se obtieng(z),
qo(z)——(h2 2zh-(z= Wz f+ R+ N Iél

B [ e U @9

450 Z+\/22+ R

2.- Por una delgada tira metalica muy larga de @r&thcircula una corrienté a lo largo

de su longitud en la direccidn, como se muestra en la figura. Hallar el campon@gagp

en el puntoP a una alturéh sobre el centro de la tira.
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Solucioén:
Consideremos una tira diferencial de espebomue lleva una corriente diferencidl a

una distanciax del origen de coordenadas.

== ®

Por la ley de Ampere sabemos que el campo magngtanucido por un alambre muy

largo viene dado en magnitud por la relacion,

_ Ml
B=—"_ 2
27mr @

donder =vh*+x*, es la distancia desde el alambre al punto deradsén del campo
magnético. La direccion del campo magnético vieadadpor un vector unitari@,

perpendicular al vector que va desde el puptal alambre diferencial, como se ve en la

figura
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3PN

El vector unitario&, viene dado por,
&, =(-sinai-coxr ]’ (3)
Las funciones trigonométricas vienen dadas por

sina=h, cogr =2 4)
r r

Luego, el vector unitario queda
A 1 > .
€ =7(—hl ~ XJ) (5)

En consecuencia, el campo magnético producido Ipalambre con corriente diferencial,

viene dado por

= Mdl
B= 6
o b (6)

Reemplazando (1) y (5) en (6), se tiene

b
= /JoldX 2 ~
B=|——(-hi—-x 7
_b4bmr2( ) (7)
Separando las integrales
~oulht o odx ey gl foxdx -
B=- i)- 8
4blTJ;(h2+x2)( ) 4bn_Ib(h2+ x2)(]) (®)
Integrando,
=_ _Mlhl I{Xj o 2.2\ | A
B= —arctan — I)—=— Inh"+Xx 9
4brT h h_b() 8twr( )-b(” ®)

La integral en la direccién se anula, luego nos queda
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= ,UOI b))/«
B= oo arctar(ﬁj (I ) (10)

3.- El alambre de la figura esta formado por dosalsade igual largd que hacen un
angulo 8 = 60° entre si. El alambre se mueve hacia la derechaelonidad constanté en

una region de campo magnétiBoconstante y uniforme. Hallar la fem, , &, Y €,..

& 29 02 02
b

Solucién:

Consideremos el alambgb.

El campo magnético viene dado [Bor B(- ﬁ) y la velocidad pow = Vi, por lo tanto, la
fuerza magnétic@m sobre una cargg del alambre viene dada por

F.=avxB= qvi) (1)
Porque ambos vectores son perpendiculares.

La fem inducida se puede calcular como el trabajaupidad de carga
1% =
& =— | F, Ll (2
0= I

donded| apunta a lo largo del alambre, desd@astab .

Mirando la figura,dl se puede escribir de la siguiente forma
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dl = dl(cos66i + sin60] (3)
La relacion (2), queda,
b
£, = j vB( ) li(cos 687 + sin 60] (4)
Integrando, se tiene,
£,, =VBIsin60 (5)

Consideremos el alambte.
Procediendo del mismo modo anterior, pero ahoradtodado por
dl = dl(cos66i - sin608] (6)

La fem queda
£, = IvB( j) [li(cos 66i — sin 60] 7)
b

Integrando, se obtiene la misma expresion antgrérg con signo cambiado,
&,. =—VBIsin6d (8)
Por lo tanto, la fem total entre los pun®g ¢ viene dada por
£ =€yt Ene )
Luego,

&, =VBIsin60 - vBI sin60 = ( (10)
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2.3.2 Guias de Laboratorio

En esta parte del Dossier se muestra un conjun@uds de Laboratorio que se han usado

en afos anteriores, y que sirven para complemdagarcontenidos tedricos que se

desarrollan en la catedra.

Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 1: Electrostéatica

Electromagnetismo Ingenieria Plan Comun

Objetivos:

» Verificar experimentalmente la electrizacién de terpos por frotamiento, por

contacto y por induccién.

» Verificar experimentalmente la conservacion deal@a eléctrica.

» Clasificar los materiales en conductores y aiskotdieléctricos.

 Comprender los conceptos de Fuerza Electrostaticdampo Eléctrico y sus

propiedades.

» Verificar experimentalmente la Ley de Coulomb

EXPERIMENTO N° 1: Electrizacion por frotamiento

En el montaje que muestra la fig@eerqueuna varilla a cada
uno de los cuerpos de distinto material y obserypeesentan
algun comportamiento en especial. Luego acerqoedmma
varilla, que ha sido previamente frotada, a cadadelos

cuerpos colgantes e indique si presentan un coarpa@nto

Q==+

Aluiminie _o——
Madera C——

Papel (———

&

diferente al caso anterior. ¢ La varilla al serddat adquiere alguna propiedad? Comente al

respecto. Repetir el procedimiento sobre un hilaglea, ¢ Qué observa?, ¢, puede concluir

que:. “ La Fuerza eléctrica actua sobre todosuespos y ademas a distancia”?. Discuta este
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argumento con su grupo de trabajo y explique péruqucuerpo se carga eléctricamente al
ser frotado.

EXPERIMENTO N° 2: “Electrizacion por contacto y Fuerzas entre cargaslel

mismo signo”.

2.1- Colocar dos péndulos a una pequefia distancia conestra la
figura. Ubique una varilla cargada por frotamieeto el espacio
entre las esferas de los péndulos haciendo quelastibque al
mismo tiempo. ¢ Qué observa?. Dibujar las fuerzasagtiian sobre

cada una de las esferas y explique el procedimigata cargar un —— —

cuerpo por contacto.

Jaula de Faraday y sensor de carga&Este es un equipo que le permitira
conocer la cantidad y signo de las cargas elésiriehd cual utilizara en todas las

experiencias que se indican a continuacion.

Observaciones sobre la Jaula de Faraday

Para descargar la Jaula de Faraday hay que t@cenia indica
la figura, con un solo dedo y al mismo tiempo ptmem
contacto con las dos rejillas. Sacar primero ebd#ella rejilla
interior y luego de la exterior.

La Jaula de Faraday trae como accesorios tredagagbn '

discos en uno de los extremos . Las varillas cenodde color
azul y con disco de color blanco se cargan mututenr frotamiento y la tercera varilla

tiene un disco conductor que es el probador deacd?gra descargar los discos de las
varillas se hace contacto a tierra tocandolos ya paesrificar si estan descargados se

introducen en la jaula y si marca el sensor esaguetienen carga.
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2.2.- Cargar la Jaula de Faraday por contacto
Introduzca una de las varillas con el disco preeiai@® cargado por frotamiento y toque con
éste a la Jaula. ¢{Qué observa en la pantallenaieitor ; Como lo explica?. Realice el

diagrama de carga en la Jaula de Faraday.

EXPERIMENTO N° 3: “Electrizacion por Induccion

3.1.- Introduzca una de las varillas, con el disco carga de signo conocido (cuerpo
inductor) dentro de la Jaula pero sin tocarla gdukaga contacto a tierra tocando la malla
interior de la jaula con un dedo, en seguida megtadedo y finalmente retirar el cuerpo
inductor ¢Qué indica el sensor de carga en el tor@ng,Como lo explica?. Realice el

diagrama de cargas.

3.2.- “Cargar una esfera conductora por Induccion”.
En presencia de un cuerpo cargado (cuerpo
inductor) toque con un dedo (conexion a tierreg a |
esfera conductora eléctricamente neutra. Luego en

. . . Cuerpo
presencia del cuerpo inductor retire el dedo ydueg carga?:lu

retire el cuerpo inductor. Utilice el probador de —
carga para verificar si la esfera esta cargadaal cu

es el signo de la carga con respecto al signo del
cuerpo inductor. Concluya respecto a todo el pmges

al resultado.

3.3.- Cargar simultdneamente por Induccién dogasfnductoras de igual tamafio”.
Acerque el cuerpo cargado (mica que ha sido preangnfrotada) a las dos esferas que
estan en contacto, tal como muestra el primer cudér la figura. Separe las esferas

(Segundo cuadro) y luego retire la mica como maesttercer cuadro.
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alejadas

*

%
GUEIPO CUETpO
cargado Largado —_—

Utilice el probador de carga para conocer el sigada carga en cada una de las esferas,

realice los diagramas de cargas y concluya al céspe

Una vez conocido el signo de la carga en cada adasdesferas, ¢qué sucede si pone en
contacto a ambas esferas?. Utilice el probadoadga@ara verificar su suposicion.

¢, Se cumple el principio de conservacion de la Cajgatifique su respuesta.
EXPERIMENTO N° 4: “Conservacion de la carga”

Frote los discos, azul y blanco, e introduzcalodggs en la jaula, SIN TOCARLA.. ;{Qué
observa? Explique. Repita la accién anterior, gague uno de los discos. ¢ Qué observa?

Ahora vuelva a introducirlo. ¢Qué observa? Remtaadcion pero con el otro disco.

Explique lo que sucede. ¢ Qué prueba este expenfetual carga es la que se conserva?
EXPERIMENTON? 5: Materiales Conductores y Materiales Aislantes

Una, con varillas de distintos materiales, las gdaanetalicas superiores de dos
electroscopios neutros y cargue por contacto @nellds y luego observe qué pasa con el

electroscopio que no fue cargado. Clasifique loserredes de acuerdo a lo observado y
defina qué es un material conductor y qué es urmahaislante.
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EXPERIMENTO N° 6 : Distribucion de cargas en esfaranductoras de distinto tamario.

Cargue simultdneamente por induccion, dos esfecasluctoras de distinto tamafo

utilizando una mica previamente frotada y utilelgorobador de carga y el sensor para
estudiar la distribucién de carga en cada una lds. &ealice los diagramas de carga y
concluya al respecto.

(No descargue el probador cada vez que la use erelstera, pero si descargue la jaula)

EXPERIMENTO N° 7: “Distribucién de carga en un conductor conico”

Cargue el conductor conico por induccion y utiledeprobador de carga y el sensor para
estudiar la distribucién de la carga en el condud®ara ello coloque el probador en la
punta del conductor y luego en la parte mas anchgComo es la distribucion de las

cargas?. Realice el diagrama de carga y conclugspécto.

EXPERIMENTO N° 8: “Campo eléctrico de una carga purnual”

Utilizando el Generador de Van der Graff se paindular la forma del campo eléctrico
creado por una carga puntual (esfera del genetdditje o que observo.

Ahora que conoce la forma del campo eléctrico pawa carga puntual, dibuje el campo

eléctrico para las distribuciones de carga dexpsmmentos6) y 7).

EXPERIMENTO N° 9: Ley de Coulomb (Demostrativo) “ La magnitud deFaerza
electrostatica entre dos cargas puntuales es alinectte proporcional al producto de las
cargas e inversamente proporcional a la distansalas separa al cuadrado” . Calculo de

la constante K.
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Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 2: Superficies y lineas equipotellesigy lineas de campo eléctrico

Electromagnetismo Ingenieria Plan Comun
Objetivos:

» Verificar experimentalmente que la superficie decamductor es una superficie
equipotencial.

» Estudiar la dependencia de la diferencia de paermon el radio en esferas
conductoras cargadas con igual cantidad de caggtie.

* Dibujar con datos experimentales las lineas egenmidles para electrodos de
distinta configuracion.

* Dibujar las lineas de campo eléctrico basandosksihineas equipotenciales de
distintas configuraciones.

» Determinar experimentalmente, en magnitud y digtcel campo eléctrico para

distintas posiciones en el espacio entre dos eldatrde distinta configuracion.

Primera actividad:
Nota: El electrometro conectado a la Jaula de Faradayrnpte medir diferencias de
potencial.

Cargue por induccion una esfera conductora y naddiferencia de potencial en distintos
puntos sobre la superficie de la esfera utilizagldarobador de carga y la Jaula de Faraday
conectada al electrometro. ¢Es la superficie dessfgra conductora una superficie
equipotencial?. Piense en otra forma de realizagx|aeriencia para dar su respuesta y
concluya al respecto. Si la superficie conducteeaet forma irregular, ¢cree Ud. que

también es una superficie equipotencial?
Segunda actividad:

Cargue simultaneamente por induccién dos esferalistiato tamafio y mida en cada una

de ellas la diferencia de potencial en distintostes, de la misma forma que en la

actividad anterior. Compare los valores y conclayaespecto. Mida la diferencia de
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potencial conectando la superficie de ambas esferastamente con los cables de la Jaula
de Faraday que a su vez esta conectada al elettodr@ambie el orden de los cables y

concluya respecto a los resultados.

Tercera actividad: Lineas Equipotenciales y Lineas de Campo Eléctric

En una cubeta de vidrio vierta agua con sal untupdodad de 0,5 cm aproximadamente y
sumerja en ella una hoja de papel roneo tratandgudeeste se moje en forma pareja. En
uno de los extremos del papel mojado fije un ebelctrcurvo conectado al polo positivo de
la fuente de poder, y en el otro extremo fije wetebdo plano conectado al polo negativo
de la fuente de corriente continua. Entre los eddos debe haber una diferencia de
potencial maxima de 8 volt.

Utilizando un voltimetro digital, conecte el purdomun al electrodo negativo (conector
fijo) y el otro conector positivo (conector movilpiquelo en una posicion cercana al
electrodo curvo y mida la diferencia de potencial ese punto, luego encuentre otros
puntos donde la diferencia de potencial sea la migoe mididé anteriormente y marque
cada punto encontrado con un lapicero de pastaah@adad de puntos debe ser suficiente
para trazar la linea equipotencial sin dificultad.

Repita el procedimiento ubicando el conector ménibtra posicion, anotando y marcando
los puntos para el nuevo valor de la diferencipatencial. Este proceso debe ser repetido
hasta cubrir la distancia que separa a los eleugrod

Terminada la actividad, saque el papel de la cymmta que se seque. Una vez seca la hoja,

dibuje las lineas equipotenciales y las respectinaas de campo eléctrico.

Fuente de poder

+ -

|
L :
VIR
NN
electrodos «— L@S
Papel roneo

humedecido
en agua con sal
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Cuarta actividad: Magnitud y Direccion del Campo Eléctrico.

En la cubeta con agua salada y papel roneo ema@dfde ella, ubique dos electrodos de la
forma que muestra la figura. Ubique y dibuje umedi equipotencial cerca del electrodo
curvo y otra cerca del electrodo plano y elija almgipuntos sobre ellas donde determinara
la magnitud y direccion del campo eléctrico, deeaga a la informacion tedrica que se le
entrega a continuacion. Discuta si los resultadms consistentes con los resultados
obtenidos dibujando las lineas de campo eléctrigartir de las lineas equipotenciales que

pasan por cada punf®.

O —

Quinta Actividad: Simulacion computacional de lineas de campo yipetgnciales.

(demostrativo)

Puede complementar esta actividad utilizando utwsoé de simulacion computacional
gue aparece en la direccion Web que se indica mam.aUd. podra verificar si sus
resultados experimentales estan de acuerdo ceoriat

Pagina Web:
http://www.falstad.com/emstatic/index.html
Teoria

Determinacion del campo eléctridd(7) a partir del potenciaV ().

El potencial electrostétic(\)’(F) se puede obtener a partir del conocimiento delpcam

E[dl , sabiendo

ref -r

—_—

eléctrico E(T), a través de la siguiente expresiéh(r)=AV,,  =-

ref

]

gue en el punto de referencia se cumple \z[tﬁeef) =0. Por otra parte, conociendo el

potencialV :V(x, y) en una region plana del espacio, se puede obéenampo eléctrico

en la forma
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= oV . 0V - ov ov
E(X, Y):—&I—a—y )i - EX:_&, Eyz_a—y

Utilizando esta expresion general, y conociendovéderes del potencidal =V( X, y) en el

plano (x,y), encontraremos experimentalmente el campo elécEifx, y) = Ei+ E, .

Considere la siguiente aproximacion para calcutsr dlerivadas parciales en forma

experimental:

X AX AX

c :_(V(X+Ax y) = V( % ;)j:_(avxj

e :_(v(x, y+Ay) - V( % y)j:_(AVyj

’ Dy Ay
Suponiendo que en el plano de la figura existedist@ibucion de potencial electrostatico

V(x,y) y que Ud. se ubica en un purfode coordenadals,, y,), lo que debe medir para
calcular E, y E, son las diferencias de potencisV, entrex, y (x0 +Ax) a lo largo del

eje X, y las diferencias de potenciaV, entrey, y (yo +Ay) a lo largo del ejey, tal

como se muestra en la figura a continuacion.

V(% %+8Y)
AV, Ay
$ _ ﬁ% Ax §
V(% ¥) V(% +AX y)
<— AV, >

En consecuencia, midiendax Ay AV, y AV, se obtiene experimentalmente el campo

{325

eléctrico
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Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 3: Condensadores y Capacitancia

Electromagnetismo Ingenieria Plan Comun
Objetivos:
e Conocer las propiedades basicas de los condensadore
* Experimentar las relaciones entre carga y voltagndo se varia la distancia entre
las placas conductoras del condensador.

* Determinar experimentalmente la constante dietztte un material aislante.

e Analizar las curvas de carga y descarga de un csader.

e Medir experimentalmente la constante de tienamtel condensador y compararla

con el valor tedrico.

Actividad 1. Medicion de diferencia de potencial para cargaggaa distintas distancias

entre las placas del condensador.

lectrametio

Use los cables de la Jaula de Faraday para conetta
electrdmetro con el condensador como lo muestrlglaa y

separe las placas del condensadierSmm.

Conecte la esfera conductora a la fuente de

1 metra

potencial como lo muestra la figura. Separe

aproximadamente un metro la esfera
conductora del condensador y del electrémetro
de manera que no afecte en las mediciones.

Encienda la fuente a 1000 V y también el electroonéiste debe tener una lectura inicial

de 0V, de no ser asi presione el boton de desdatgdectrometro.
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A Flaca del it
La esfera conductora que esta esfers cargads R ot

conectada a la fuente, proporciona una

cargaQ. Para transferir esta carga

al condensador use el transportador de

carga. Después toque el condensador

transportador
transportador P

con la paleta como se muestra en la de oars e

siguiente figura.

Al momento que se toca la placa del condensadaggistra un voltaje en el electrometro.
Si es necesario, cambie la escala del voltaje. @abtalor de la diferencia de potencial.
Repita la transferencia de carga para distanciddam, 20 mm, y 30 mm y registre en
una tabla los valores de la distanday los valores de diferencia de potencial respectiv
Asegurese de descargar el electrometro cada vexayaea hacer una medicion. Trate de
hacer las transferencias de la misma manera cada ve

Analice los datos que registra su tabla de valgreoncluya respecto de la relacion

distancia entre las placas con la diferencia derial entre las placas del condensador.

Actividad 2: Calculo de la capacitancia para una carga fijsstadcia variable
Con los datos de la carga, la cual puede mediretsensor de carga conectado a la Jaula

de Faraday, y la diferencia de potencial medida pada una de las distancias, calcule la

Q

capacitancia usando la expresiﬁhzmy relacione estos resultados con la conclusion

que planted en la actividad anterior.
También puede calcular la capacitancia en el casondcondensador de placas paralelas
con la expresion:

ke, A

C= .
d

2
Considere que cada placa tiene un diametro de 18 egm8,85x101{Nc—] las

distancias entre las placas son las mismas que actividad 1, y que la constante

dieléctricak es aproximadamente igual a 1 para el aire. Esetipeocedimiento con todos
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los calculos y compare los valores con los obtenido la actividad 2 y concluya al
respecto.

Actividad 3: Mediciébn de carga para una diferencia de potenijial para distintas
distancias entre las placas del condensador.

Ahora conecte la fuente de 1000 Volt directamentesglacas del condensador porque de
esa forma fijamos la diferencia de potencial elatseplacas del condensador.

Para las mismas distancias de la actividad 1, haidzargaQ en la placa, conectada al
cable rojo, tocandola con el probador de cargdrsnas del sensor de carga conectado a la
Jaula de Faraday podra leer en la pantalla deltorcsu valor.

Con los valores de la carg® y la diferencia de potencial, calcule nuevamermie |
capacitancia del condensador para las distintdaangisis. Estudie la relacion experimental

entre la carg® en las placas del condensador y la separagiéAnalice los resultados y

concluya al respecto.

Actividad 4: Calculo de la constante dieléctrika
En esta experiencia, el condensador se mantienéaaoisma diferencia de potencial fija
de 1000 Volt. Introduzca el material dieléctricartalina) entre las placas del condensador

sin dejar espacio entre ellas y mida la cargasgfaraciond .

L, ke, A . i
Usando la expresiog = (; , determine el valor de la constante dieléctkca

El valor de la constante dieléctriéa ¢ es mayor o menor que la del aire?, ¢podria explic
la diferencia de estos valores?
Repita el procedimiento para otro dieléctrico.

Actividad 5: Andlisis de las curvas de carga y descarga de nahecsador.
El circuito que usara consta de un condensadorayesistencia (circuito RC). La pantalla
de su monitor le mostrara la curva de la cargasgalga del condensador. Analice estas

curvas y comente al respecto.
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Actividad 6: Calculo de la constante de tiempo

En un circuito eléctrico que contiene una resisteraéctrica R, un condensador de
capacitanciaC y una fuente, se establece una corriente eléajueavaria al cargar y al
descargar el condensador. En esta experienciadelandiferencia de potencidlV entre
los extremos del condensador. En el proceso de gadgscarga, el potenciAV cambia

con el tiempo. En el proceso de descarga, el tiempoe demora el condensador en pasar

de un valor inicialAV, a un vanr(Avojz(zA?\ngj se llama tiempo de descarga del
e :

condensador.
Lea en el gréfico “diferencia de potencial en fdncilel tiempo” para la curva de descarga,
el valor experimental del tiempp. Compare el resultado obtenido con el valor tedric

dado porr =RC.

T T T T T T T T T 1
—1 o oz 03 o4 als
I [ ! carga , descarza i carga

o Prz P
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Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 4: Conexion de condensadores , lee@ldm y Circuitos
Electromagnetismo Ingenieria Plan Comuan
Objetivos

1. Determinar experimentalmente la capacitancia etpit@ C. en conexiones de
condensadores en serie y en conexiones de condeesath paralelo, utilizando los
valores medidos de las constantes de tiempmdividuales y en las conexiones
serie y paralelo.
Estudiar las caracteristicas de los circuitos el geen paralelo.

3. Determinar experimentalmente si un conductor esi@dmno 6hmico.

Actividad 1: Conexién de Condensadores

1.1- Montar el circuito mostrado en la figura 1 usangh tablero de conexiones, el

programa Data Studio y un sensor de voltaje.

Los condensadores que utilizara tienen polaridad Ipaanto debe asegurarse que la

conexion de ellos esté correcta.

1.2- Abra la grafica de voltaje en funcion del tiempo

Nota: En los circuitos de las figuras 1, 2 y 3 los corsdelores son de capacitancia
47uF y 10QuF . La resistencia eléctrica es dekKlOhm

1.3.- Determine la constante de tiempgo del circuito RC de la figura 1 para cada

condensador de la misma forma que lo hizo en ekédbrio anterior.
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Figura 1. Circuito RC con un condensador

1.4.-Determine la constante de tiempdel circuito RC mostrado en la figura 2

Cy

1.
!

M
A

Power Amplifier
=
|
Voltage Sensor

Voltage Sensor
Power Amplifier
<=
[

[

5

__\—\ﬁ\,ﬁv« ﬁ . T AN f\,ﬁ
| ‘ I

Figura 2. Circuito RC con dos capacitores en serie

Con los valores de las constantesndividuales y con el valor de la constante de la

conexion en serie, determine la capacitancia edprite C. a traves de la expresion

7 = RC y concluya al respecto.

1.5.- Determine la constante de tiempodel circuito mostrado en la figura 3 y repita el

procedimiento anterior para determinar la capaciéaequivalent€. de la conexion en

paralelo y concluya al respecto.

385



2.3.2 Guias de Laboratorio

= R ; . R
S MA- o MA

plifier

“Ch

Power Amplifier
=
|
|
| |
|
n
-
[
I
iz
Pk
Voltage Sensor
<
|
!
|
B
lx]
L*3
Voltage Sensor

Power Am
|

Figura 3. Circuito RC con dos capacitores en parale

Actividad 2: Circuitos

2.1.Utilizando el mismo tablero de circuitos de la adid anterior, arme un circuito en

serie con dos ampolletas como resistencias y das gomo fuentes de energia.

Mida con un amperimetro la corriente total detwito, la corriente que circula por cada

ampolleta y verifique si se cumple la relacidp;, =1, =1,

Mida con un multitester la diferencia de poteneiallos extremos de las pilas y luego en

los extremos de cada ampolleta y verifique si septe la relacionV,,, =V, +V, +\,

2.2.-Utllizando el mismo tablero de circuitos de la wad@d anterior, arme un circuito en

paralelo con las dos ampolletas como resistengmiay como fuentes de energia.

Mida con un amperimetro la corriente total detwito, la corriente que circula por cada

ampolleta y verifique si se cumple la relacidp;, =1, +I,

Mida con un multitester la diferencia de poteneiallos extremos de las pilas y luego en

los extremos de cada ampolleta y verifique si septe la relacionV,,, =V, =V,

total
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Actividad 3: Ley de Ohm, materiales 6hmicos y m&bss no 6hmicos
3.1.Utilizando el mismo tablero de circuitos de la adéd anterior, arme un circuito en
serie con 1 alambre de konstantdn como resisterglas como fuentes de energia y un

redstato para variar el voltaje de la fuente.

Mida con un amperimetro la corriente que circuba @ conductor y la diferencia de

potencial en los extremos de éste.

Varie el voltaje usando el redstato y repita elcpdimiento hasta obtener 6 valores de

corriente y de voltaje. Tabule los datos y grafiyue f(I).

Escriba la ecuacion de la gréafica resultante ylseafig representa la pendiente de la recta.

De acuerdo a la Ley de Ohm, un material es 6hmisa sesistencia no varia y el rango de

validez de ésta ley es solo si la grafica f(1) es una recta.

3.2.- Repita la experiencia reemplazando el conductamfare de konstantan) por una
ampolleta y de acuerdo a la gréfica resultantesrdehe si la resistencia de la ampolleta

cumple con la ley de Ohm.
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Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 5: Magnetostatica
Electromagnetismo Ingenieria Plan Comuan
Objetivo:
» Estudiar algunas de las caracteristicas basicasadgo magnético.
» Obtener experimentalmente la configuracion del @aampgnético en imanes.
» Estudiar experimentalmente el campo magnético orgaok un alambre con
corriente.
e Estudiar experimentalmente el campo magnéticodorgaor una bobina con
corriente.
» Estudiar las fuerzas magnéticas entre imanes g algmbres con corriente.

» Determinar experimentalmente el valor del campométgo terrestre
Actividad 1: Configuracién del campo magnético en imanes y &mlag con corriente.

La manera de visualizar los campos magnéticosteés de limaduras de hierro y por la

posicién que adopta una brdjula frente a la preagteecampos magnéticos existentes.

Dibuje las configuraciones de los campos magnétigms estan dispuestos en la mesa de
trabajo del laboratorio y discuta con su gruporebdjo las caracteristicas mas importantes
gue observa en ellos y determine la direccion ddifeas de campo en cada uno de los

casos ayudandose con una brujula.

{1

Actividad 2.- Experiencia de Oersted

Determinar y dibujar la forma del campo magnéti

existente en un conductor rectilineo, utilizandoa L

brdjula. Observar que sucede con el campo magnéti
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medida que la brajula se aleja del conductor.

Actividad 3: Estudio cualitativo del campo magnético variaetioimero de espiras para

una corriente constante y para un numero fijo gg&sy corriente variable.

Enrolle una vuelta de un alambre con corriente erbastidor que rodea una placa de
aluminio sobre la cual esta puesta una de papal pple ayudara a medir el angulo de

desviacion de la aguja de la brijula puesta eerdlg de la placa.

Inicie el estudio del campo magnético primero aora espira con corriente y ayudandose
con una brdjula, marque el angulo de desviaciorladaguja de ésta. Luego dejando
constante la corriente aumente el nimero de espiasnpare el angulo de desviacién

observado en la brujula con el caso anterior ylogacal respecto.

Repita la experiencia pero ahora deje constantérakero de espiras y aumente el valor de
la corriente unas tres veces y concluya respeotalal del campo magnético de acuerdo a
los angulos de desviacién marcados en el papal.pola

Actividad 4.- Fuerzas magnéticas entre alambres con corriente

Estudiar y dibujar las fuerzas magnéticas entrenlales con corriente en la misma

direccion y en direcciones opuestas
Actividad 5: Estudio del campo magnético terrestre

El campo magnético en el centro de una bobina cestpule N vueltas y cuyo radio es R
esta dado por:
AN
°® 2R

Entonces el campo magnético terrestrgoBede ser determinado de la siguiente manera:
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a) Se orienta el plano de la bobina a lo largo deldisro magnético Norte — Sur.
b) Al hacer circular corriente por la bobina, la agdgla brujula se orientara a lo
largo del vector que resulta de la suma vectoealod campos By Bg formando

una angulax con la linea Norte- Sur. Luego se cumplira que:

/’ION I

tga =
977 5RB,

Donde N es el numero de vueltas de la bobina, Rl eadio de la bobina yo es la

constante de permeabilidad magnética.

Procedimiento:

* Realizar el montaje que indica la figura y oriedéabobina y la |

brujula en la misma direccion del meridiano Nortgur.
« La aguja mas larga es para medir el angulo y deder « / 2
o A
inicialmente en cero. 04— E O

 La aguja magnética esta pintada de Rojo — Negro E
corresponde a polos Norte — Sur, respectivamente.

Asegurese que la fuente y el amperimetro estén lcasilejos

de la brujula.

* Conectar la fuente a la bobina de N=2 vueltaslizart el amperimetro de 0 - 1 [A].

» Hacer circular una corriente | por el circuito.

* Leer cada valor de intensidad de corriente | cpoediente a un anguto

» Obtener 6 valores de corriente | y angulfse recomienda no usar angulos mayores
de 60°)y construir una tabla que contenga los resultatitenidos.

e Calcular tga y tabular los resultados. Graficardgv/s I.

* A partir de la pendiente del gréfico determineahpo magnético B Comparar el B

obtenido con el valor teorico.
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Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 6: Campos magnéticos
Electromagnetismo Ingenieria Plan Comuan
Objetivos:

» Determinar el campo magnético de un solenoide miltieexperimentalmente la
fuerza sobre una espira con corriente puesta delgraccampo generado por el
solenoide y analizar los factores que influyenaemagnitud de la fuerza.

e Estudiar experimentalmente el campo de las bobdesHelmholtz utilizando

teslametro que esta conectado a la sonda Hall.

Actividad 1: Campo magnético de un solenoide (bobina)

1.- Arme el circuito que muestra la figura, previetlga de la guia, y luego que lo revise el
profesor de laboratorio.

2.- Antes de conectar el circuito, asegurese que piree®sté centrada, en equilibrio
horizontal y en libertad de movimiento.

4.- Conecte la polaridad del solenoide y la espirtatiiorma que la parte de la espira en el
interior del solenoide experimente una fuerza habajo.

5.- Realice un diagrama vectorial en el cual indigaeatnente la direccidon y sentido de las
corrientes, tanto en la espira como en el solena@dmpo magnético en el solenoide y
fuerzas ejercidas sobre la espira. Considere endlisis la expresidh =11 xB

6.-La corriente que debe circular por el solenoiderescorriente constantg 4 [A] y por

la espira una corriente inicial ¥ 1 [A]. Para ello, utilice los redstatos que selentran en
los circuitos respectivos.

7.- Para determinar la fuerza debida al campo magndgt solenoide, equilibre la espira
colgando de su extremo exterior trozos de hilo.

8.- Equilibrada la espira, mida la masa del hilo zaitlo y determine la magnitud de la

fuerza magnética sobre la espira corfig:= mg.
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9.- Repita el procedimiento dejando constante la @otei en el solenoide, pero variando la
corriente en la espira para valores menores géé¢. 1 |

10.- Tabule los datos y grafiqu&tierza magnéticaF,, en funcion de la corriente por la
espira lg. Exprese la fuerza en Newton y la corriente en Ampe

11.- Encuentre la relacion matematicg,, =f (Ig) y comente qué representa la pendiente
de la recta.

12.- Basandose en la expresién=11 xB y Fu =f (Ie), determine la magnitud del campo
magnético del solenoide y compare su valor con l#erodo usando la expresion:

B:/’[OIBn.
I‘B

N

Datos:u, =4mx10" | — | = 4rx10’ Wb = la permeabilidad magnética en el vacio=
° A2 Am

540 vueltas y el largo de la bobing £ 0,15 m.

Actividad 2: Estudio del Campo magnético de las bobinas de Hatm{Demostrativo)

Introduccion. EI campo magnético creado por dos bobinas de I#tm puede ser
complicado de hallar. Sin embargo, la solucién és sencilla si reducimos los puntos de
medida a aquellos que se encuentran en su eje cdimdrando como base la expresion del
campo magnético en una bobina podremos obtenemgb@ magnético en los puntos del
eje que une sus centros. Siguiendo el esquemasttpiiante figura:
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Punto elegido

Punto medio

Distancia a

Podremos decir que:

B=B +B
B = py - I-F
3 3
2 F2+(5—E]
2
P Hyon-IF

Obtenemos, pues, que la expresion del campo magrei puntos del eje comun de dos

bobinas se corresponde con:
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_un-n-l-rz 1 1
= 5 . 3—|- =0
a

b

2.1.Montaje y ajuste de los elementos

El montaje necesario para realizar los dos expetioseen esta practica se implementa un
generador de tension continua que proporciona lejeoadecuado a un circuito formado
por una o dos bobinas. Para poder ajustar la ii@hsle corriente conectaremos en serie
con las bobinas un amperimetr. Variando la difaeert® potencial en la salida del
generador obtendremos la intensidad deseada. Bsiante generard a su paso por las
bobinas un campo magnético que podra ser medidaipdeslametro conectado a una

sonda Hall.

Es necesario calibrar el teslametro para que ladida® tengan una precision adecuada.

Esto se haré de la siguiente manera:

« Aislamiento de la sonda Hall frente a cualquier paraxterno y ajuste del cero de
la escala.
« Calibrar la sonda Hall mediante un campo magnétawcido proporcionado por

una bobina de calibrado.

2.2. Obtencion experimental de la permeabilidad maggtica del vacioy, .

El circuito estd formado por el generador, el anmpetro y una Unica bobina. Su

distribucion seréa la de la siguiente figura:
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Teslametro

i|_[j l Fuente de

IrE_I:‘ ;""i alimentacién
= =
Bobirrai f, T
e
L | }Q Sonda de Hall
Lo — |
|
Amperimetro . fﬁii’% f‘l _’Bl"}
Regla

Teniendo en cuenta lo anterior procederemos cogue si

Conectaremos adecuadamente el circuito.

Situaremos la sonda de Hall en el centro de lanaote forma que la pértiga que
sustenta la sonda se encuentre en el plano pecpdardal que se encuentra la
bobina.

Tomaremos valores del campo magnético utilizandoteslametro que esta
conectado a la sonda Hall. Anotaremos, al menosvdlOres uniformemente

distribuidos, variando el valor de la corriente desO hasta un valor que
consideremos adecuado, no superior a 1A.

Representaremos los valores del campo magnétiumerdn de la corriente en una
grafica.

Obtendremos los valores caracteristicos de la retta regresion y la

representaremos igualmente en la gréafica anterior.

Sabemos que la expresion del campo magnético eanto de la bobina se ajusta a la

expresion:

-HIP

2\/r+5

395



2.3.2 Guias de Laboratorio

Si hacemos constantes todos los valores de la farifnadio de bobinas, niamero de
espiras) tendremos un expresion del tipo, B = kdohde k es la pendiente de la recta que
se obtendria de representar el valor del Campo @tagnpara diferentes valores de

corriente. Como

2
po MyRF :

2. (}‘2 +32)

se obtendra facilmente la permeabilidad magnéttaatio. Esta es:

2.3. Comprobacion de las caracteristicas del campmagnético generado por dos

bobinas de Helmholtz.

El circuito estad formado por el generador, el anmpetro y dos bobinas. Su distribucion

sera la de la siguiente figura:

sssss

Bobifa$ de r7\ ﬁ? ;
Helmholtz | |\ || el

(o =

Amperimetro :jﬁl—“l =
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Teniendo en cuenta lo anterior procederemos cogue si

+ Conectaremos adecuadamente el circuito.
« Situaremos la sonda de Hall en diferentes puntioslargo del eje comun de las
bobinas de forma que la pértiga que sustenta ldasse encuentre situada tal y

como muestra la figura.

Los siguientes pasos se repetiran tres veces.iineiar para a = r, la segunda paraa>ryla

terceraparaa<r:

« Tomamos valores del campo magnético utilizande®fimetro que esta conectado
a la sonda Hall. Anotaremos al menos 15 puntoganda el valor de la distancia del
extremo de la sonda Hall al centro de ambas bobklagalor de la corriente sera
siempre el mismo, 600 mA.

+ Representaremos los valores del Campo Magnétifaneron de la distancia.

« Obtendremos mediante una técnica adecuada la estaadar que mejor se ajuste a

los puntos experimentales.

Analizamos los resultados obtenidos en funcién @& dlementos significativos que
aparecen en cada una de las curvas (maximos, ngnipmtos de inflexion, asintotas,

Zonas constantes)
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Universidad de Tarapaca
Facultad de Ciencias

Departamento de Fisica

Laboratorio N° 7: Induccién magnética
Electromagnetismo Ingenieria Plan Comun
Objetivos:
» Realizar experimentos para estudiar las caradtagstle la induccion magnética
(ley de Faraday —Lenz.)
» Estudiar el principio de funcionamiento de los sfanrmadores.
» Conocer el comportamiento de transformadores etaeead/ reductores de tension.

* Relacionar el nUmero de vueltas con la tensioncpteaente.

Actividad N° 1

Conectar un sensor de voltaje a una bobina de 68@ag y con el programa de Data studio
monitoree lo que sucede cuando introduce y sadan@m dentro de la bobina varias veces.
Comente y dibuje lo que observa. Cambie la poldraizl iman y repita el procedimiento

anterior, ¢, qué observa ?.

Ahora deje quieto el iman y mueva la bobina acetckny alejandola del iman. Concluya

respecto a lo observado.

Ahora deje quieto el iman y la bobina. Expliqueglee sucede y concluya respecto a lo

observado en todo el experimento.
Actividad N° 2

Armar un iman artificial, utilizando una fuente derriente continua, un redstato y una

bobina de 600 vueltas.

Mida la intensidad del campo magnético con un mestéo.
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Deje fijo el teslametro dentro de la bobina y muelaursor del redstato hacia adelante y

hacia atras. ¢ qué observa en la lectura del tesldne

Luego introduzca un nucleo de hierro en la bohyfaué pasa con el campo magnético de
acuerdo a lo que marca el teslametro?. Conclusgspkcto.

Repetir la experiencia anterior pero con corriaalterna, de manera que la diferencia de
potencial de entrada sea la misma que para elccagmuo ¢ Qué ocurre si ubica frente a la
bobina una brujula?. Explique lo observado.

Ponga frente a la bobina con corriente alterna,bafiena que no esta conectada a ninguna
fem. Para estudiar los efectos del flujo magnétimaable sobre esta bobina, conéctela al

sensor de voltaje y observe y dibuje lo que sucede.

Reemplace el sensor de voltaje por una ampolleita nedstato conectados en serie con la
bobina. Explique por qué se enciende la ampoliEttudie la luminosidad de la ampolleta

moviendo el redstato.
Actividad N° 3 Aplicaciones de la Ley de Faraday Lenz
Lo que interesa egue varie el flujo que atraviesa la bobina conectada al

miliamperimetrosin importar cual sea la razén de ello

Las actividades realizadas anteriormente, se jpuad&mir como se muestra en las figuras

Introducir y sacar el iman de la bobina, probanaio los dos polos

* Dejar fijo el iman y que sea la bobina la que ssFque y se aleje, probando también con
ambos polos

* Abrir y cerrar un circuito accionando el interrupto

* Modificar la intensidad de corriente de un circum@diante una resistencia variable o

haciendo circular por él una corriente alterna (AC)
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También conexién a AC

Puede resultar interesante realizar medicioo@s multimetros en el primario y el
secundario de un transformador, contrastar resagtad proporcionar una explicacion

sencilla, basada en la conservacion de la energia.

7 Nucleo (Fe)
& — < i
o iy, F e 1
e ]
o — I o
—— (- > [ortan. [ A |
— ., b - 1 A
| £ Y = 3 L 4
I I
Primario Secundano

Asi mismo, se puede plantear el siguiente mone&jeodtrativo, que hace uso de un

osciloscopio y dos bobinados con numero difereatespiras (transformador).
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generador osciloscopto
B ~ L A | | @
I I N @
A (& | =
[ L Je
! | ‘
G —
secundario
prmario

Visualizacion de las corrientes
inductora e inducida en el
osciloscopio.  Observacion  del
desfase.

El proposito, en todo caso, esonstatar cualitativamente, de una u otra formda ley de

Faraday—Lenz en sus distintas perspectivas.

Transformadores
'IIP._ N TN Is__
Esquema de transformadores .
V. E E W
(& P < 5
@
B _5_M
oo o N

Conecte una fuente de corriente alterna a una aadenN, vueltas (circuito primario).
Formar un segundo circuito con otra bobinaMgvueltas (circuito secundario). Coloque

ambas bobinas en un nulcleo en U cerrado. Mida tensidad de corriente con un
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amperimetro de corriente alterna y la caida dederen cada bobina con un voltimetro de
corriente alterna.

Utilice redstatos de 8% , amperimetros de 0-250 mA y de 0-1 A y Voltimstde 0-10
Volt y de 0 -150 Volt segun corresponda.

Nota: el profesor debe revisar los circuitos antede iniciar las mediciones.

Primer caso: Transformador elevador de voltaje y rductor de corriente

Np =300 vueltas y Ns =600 vueltas

Repita la experiencia para: Np = 300 vueltas yN200 vueltas

Segundo caso: Transformador reductor de voltaje ylevador de corriente
Np =600 vueltas y Ns =300 vueltas.

Repita la experiencia para: Np = 1200 vueltag Ns = 300 vueltas

De acuerdo a los resultados de los casos estudradfigue las relaciones:

<

:& y h:NS
N, . N,

p

A
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